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Topicos de resolugao

1. [2,0 valores| Seja f : R — R a funcdo bijetiva definida por f(z) = Va3 +6z+1e f~! a
respetiva bijecao inversa.

Considere a reta t; tangente ao grafico de f no ponto de coordenadas (0,1) e a reta to tangente
ao grafico de f~! no ponto de coordenadas (2,1).

Determine as coordenadas do ponto de intersecao de t1 e ts.

Tem-se, para todo o x tal que x> + 6z + 1 # 0,
2?42

1
Z(322+6)@d+6r+1) = —" 5
(23 + 62+ 1)3

7(@) = 5

Assim, f/(0) = 2 e a equagao reduzida de t1 é y = 2z + 1.

Por outro lado, pelo Teorema de derivacao da func¢éo inversa.

1 1 4
fil / 2 = = = —
U= pi) = 7 =
4 4
e ty tem por equacao y = g(:c -2)4+1= ga: — g
Resolvendo-se o sistema
y = 2z+1
_ 45
YT 3773

obtém-se o ponto de intersecdo das tangentes P(—4; —7).

2. [1,5 valores| Determine o polinémio de Taylor centrado em a = 1 de ordem 2 da funcao
definida em R™ por f(z) = /z e utilize-o para obter uma aproximagcao de /1, 1.

1 3 1 3
Tem-se, para z > 0, f'(z) = me% e f'(z) = —Emf%: f()=1, (1) = 1° ') = ~T6
O polinémio de Taylor de f centrado em 1 de ordem 2 é pois
1 3
Py(z) =14 —(z —1) — —=(z —1)?
(@) = 1+ (2= 1) = (2= 1)

1 3 1 3 3200+80—-3 3277
V11~ Py(1,1)=1 1-— 1=14+—— = = .
2( 1 4 x0, 32 x 0,0 * 40 3200 3200 3200



3. a. [1,0 valores] Considere as fung¢oes definidas em Rt por

~ 2zIn(x)
J(@) = r+1

e g(x) = In(x)

El[f](x)

Calcule as funcoes de elasticidade El[f] e El[g] e deduza que xll}l}_loo Ellgl@) =1
1 1 1 1 z 1 1
em-se, para & > 1, Bilf](z) m<x+mln(a:) :c+1> +ln(ac) r+1 x+1 +ln(:n)
1
¢ Bllg(o) = .
. Ellf](z) _ In(z) . Elf](z)

A = le lim ———<=0+1=1.

T Elgl@) w1l Cete Bllgl(m)

b. [1,5 valores]|

Mostre, de forma mais geral, que se f e g forem duas quaisquer funcoes diferencidveis com
f'(z)
x

xﬁgloo g’(x)

=1eR\{0} e zgrfoo flx) = xginoog(;r) = 400, entdo necessariamente

lim 2@
a—+oo Ellg](x)
, - fl@) _
Pela Regra de Cauchy, tem-se também que lim = [, pelo que
T—>+00 g(a})
zf'(x) f' (@)
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4. a.[1,0 valores]| Calcule

/ac?’ In(x)dx.
o / 3,0 L4
Vamos primitivar por partes, tomando u(z) = In(x), v'(x) = z°, u/(z) = — e v(z) = il
x
/w?’ In(z)dx = 1.7}4 In(z) — 1/:1:3d:v = 1;104 In(z) — i:v‘l +c, ceR
4 4 4 16 ' ’
b.[1,5 valores] Calcule
/ ?4+z+1
———dx.
(x—1)(x—2)
Efetuando a divisdao euclidiana obtém-se que
2 +r+1 _:c2+x+1_ n 4r —1
(x—1)(x—2) 22-32+2 (x—1)(xz—2)
Calculamos agora constantes reais A e B tais que
4r — 1 A n B  (A+B)x—-2A-B
(x—1)(z-2) z-1 z-2  (z2—-Dx-2) '
resolvendo-se para o efeito o sistema
A+B = 4
—2A—-B = -1
Este sistema fornece a solugdo A = —3 e B = 7. Assim,
2?4+ x+1 3 7
T da = [ (1= )z =2 =3z 1]+ 7l e -2
/(:c—l)(a:—2)x / x—1+:v—2 v nle =1+ Thje—2+c
(z—2)
:,f—i—lnm‘i‘c, CGR

5. [1,5 valores] Utilize a substituicdo y = 1 + 3x para mostrar que

/1 x 8
——dr = —.
o V1+3z 27

Tem-se dy = 3dz. Efetuando a substituicao sugerida,

! T Yy—1dy 1 [*/ 2 1 172 3 114
= [ A Yo
/U T+3z /13\/53 9/1 YETY R =3t T
1, 2 2 16-12-2+6 8
7(8x§—4—§+2>— -

27 27



