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1. Equação diferencial de 1ª ordem 

 

1.1 Mostre que     01log)(1log )(  Cetxt tx , com C , é solução 

(implícita) da EDO 
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1.2 Mostre que 
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1.3 Estude o comportamento de todas as soluções da equação 0' axx , a 

constante, quando t . Contextualize, historicamente, o modelo de 

Malthus. 

 

 

1.4 Obtenha a solução geral da EDO 2' 
t

x
x  com 0t . 

 

1.5 Obtenha a solução geral da EDO nt tex
t

n
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1.6 Resolva o PVI 
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1.7 Resolva as seguintes EDOs: 
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1.8 Encontre uma solução contínua do PVI 
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1.9 Seja )()(' tbxtax   com a e b funções contínuas para t , tais que 

0)(  kta  e 0)(lim 


tb
t

. Mostre que qualquer solução da equação 

tende para zero quando t . 

 

 

1.10 Obtenha a solução geral da equação 2' bxaxx  , com 0 , ba . 

 

1.11 Mostre que toda a EDO de variáveis separáveis é uma EDO total exacta. 

 

 

1.12 Prove que a equação de variáveis separáveis 0 xdxtdt  admite como 

solução, a equação de uma família de circunferências concêntricas na 

origem e de raio C2 .  

 

1.13 Mostre que a equação     0,,  dxxtNdtxtM , onde M e N são funções 

homogéneas do mesmo grau, é uma equação homogénea. 



1.14 Encontre todas as funções f(t) tal que a equação diferencial 

0')(2  xtxfsentx  seja exacta. Resolva a equação para as expressões f(t) 

encontradas. 

 

1.15 A equação 0'sec  xtgxxet  tem um factor integrante da forma 

  xext at cos,  . Resolva a equação diferencial, para o valor da constante 

a encontrado. 

 

 

1.16 Estude o comportamento de todas as soluções da equação 

  tsentxttgx cos.'   quando 
2

t . 

 

1.17 Considere a equação diferencial     0,22  dxxthdttxx . 

a) Determine  xth ,  sabendo que a equação admite como factor integrante 

a função   2/1 xx . 

b) Obtenha o integral geral da equação. 

 

1.18 Resolva o PVI 
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1.19 Considere a equação 
ndxct

mbxat
x




' , onde a, b, c, d, m e  n são constantes. 

a) Prove que se 0bcad , a equação pode sempre reduzir-se a 

dxct

bxat
x




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b) Resolva a equação anterior no caso bcad  . 

c) Resolva a equação     014232  dxxtdtxt . 

 

 

 

 



1.20 Considere a equação   0)()(  dxdttbxta , onde a e b são funções 

contínuas em  . 

a) Mostre que a equação é redutível a uma equação total exacta. 

b) Usando a alínea anterior, obtenha a solução geral para o caso 

ttbta 2)()(   e calcule )(lim tx
t 

. 

 

1.21 Resolva as seguintes equações de Bernoulli: 

a)  3' txtxx   

b) 22' txtxx   

c)   tsentxtxx cos1cos' 2   

d)   0'1 22  stxtxxt . 

 

1.22 Dada a equação de Riccati )()()(' 2 tcxtbxtax  , mostre que se for 

conhecida uma solução particular, )(t , a transformação 
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reduz a equação dada a uma equação linear. 

 

1.23 Resolva o PVI 
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1.24 Resolva a equação 
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1.25 Considere o PVI 
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b) Admita as seguintes hipóteses, e o seguinte lema: 

 

H1)   xtbxtg )(,  ,  0)( tb  
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Mostre que )(tx  tende para zero quando t . 

 

1.26 Considere o PVI 
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a) Resolva o PVI. 

b) Utilize o método de Picard para obter a solução do PVI. 

 

1.27 Considere o PVI 
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 em   21,2:,  xtxtR . 

a) Utilize o método de Picard para obter as três primeiras aproximações da 

solução )(tx . 

b) Mostre que 22),( xxtxtf   satisfaz a condição de Lipschitz em R e 

determine a constante de Lipschitz. 

c) Obtenha a solução do PVI. 

 

1.28 Seja :g  uma função contínua e não identicamente nula. Mostre 

que o PVI 
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contradição com o teorema de existência e unicidade. 

 



1.29 Mostre que o PVI 
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não está em contradição com o teorema de existência e unicidade. 

 

1.30 Considere o PVI 
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, com   um parâmetro positivo. Para que valores 

do parâmetro  , existe uma solução única definida no intervalo  T,0 ? 

Indique a resposta, considerando separadamente: 

a) A solução do PVI. 

b) O teorema de existência e unicidade de solução. 

 

1.31 Justifique que os seguintes PVIs têm uma solução única em  , e 

determine-a. 

a) 








0)0(

'

x

arctgxx
 

b) 








0)0(

' cos

x

ex t

 

c) 













0)0(

1
'

x

e

e
x

x

x

. 

 

1.32  Considere a equação       

t

dssxsttx
0

1 . 

a) Utilize o método de Picard para resolver a equação. 

b) Mostre que a equação dada representa um certo PVI. 

c) Mostre que a solução obtida na alínea a) satisfaz o PVI da alínea 

anterior. 

 

 

 

 

 

 



2. Equação diferencial de ordem n 

 

2.1 Dada a equação linear de 2ª ordem, 0)(')(''  xtbxtax  com )( e )( tbta  

funções contínuas definidas num intervalo real, suponha que 0)(1 tx  é 

uma solução dessa equação. Suponha também que se pretende encontrar 

uma nova solução da forma )()(1 tutx  com 0)( tu . Prove que essa nova 

solução se obtem resolvendo uma equação linear de 1ª ordem homogénea. 

 

2.2 Suponha que as raízes da equação quadrática 02  barr  têm partes 

reais negativas. Prove que toda a solução da equação 0'''  bxaxx  tende 

para 0 quando t . 

 

2.3 Considere a equação  babxaxx ,  ,0''' . 

a) Prove que se a equação 02  barr  tem raízes iguais, então 2
1 )(
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é solução da equação diferencial dada. 

b) Encontre uma nova solução da equação diferencial, da forma )()(1 tutx . 

Mostre que )()(1 tutx  é solução da equação diferencial sse 
21)( CtCtu   

com 21,CC . 

 

2.4 Resolva as seguintes equações: 

 

a)    1,1,0',,  ..     02'3''  xxticxxx  

b)    1,1,0',,  ..     04''3'''  xxticxxx  

c) 1 com   
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'2'' 
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
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d)  tsenxxx 282'''   

e)  txx 2cos4''   

f)   tetxx 32 19''   

g)  texxx t 3cos29'6'' 3  

h)   tetxxx 36'5'' 2   

i)  txx sec''  . 

 

2.5 Considere a equação diferencial   04'4''5'''4  xxxxx iv . Para que 

condições iniciais )0(''' ),0('' ),0(' ),0( xxxx , existe uma solução )(tx  tal que: 

 

a) )(tx  é periódica 

b) 0)(lim tx  quando t  

c) )(lim tx  quando t  



d) )(tx  é limitada para 0t . 

 

2.6 Encontre todas soluções periódicas de   0''2  xxx iv . 

 

2.7 Considere a equação diferencial linear de 2º ordem 0  ,0
2

''
2

 tx
t

x . 

a) Verifique que 2)( tt   é uma solução da equação dada. 

b) Determine uma aplicação ),0( :w  de modo que  w e  constituam 

um sistema fundamental de soluções da equação dada.  

c) Resolva o PVI 
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3. Sistemas de equações diferenciais 

 

3.1 Mostre que 

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
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A  e determine a solução do sistema. 

 

3.2 Determine uma matriz fundamental de soluções do sistema de equações 

diferenciais lineares de 1ª ordem 

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
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xy

yx
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'
 e determine a sua solução. 

 

3.3 Num determinado instante t as concentrações de dois produtos químicos x e 

y, em reacção, obedecem às seguintes igualdades: 

 

i. ttytx  )()('  

ii. 16)(5)(6)('  ttxtyty  

iii. 0)0(,1)0( yyx   

a) Escreva a equação diferencial linear de 2ª ordem que x(t) verifica 

necessariamente. 

b) Resolva o sistema de equações diferenciais dado pelas igualdades i. e ii. que 

verifica as condições iniciais expressas em iii. 

c) Calcule o valor de 0y para o qual 0
0

2)(lim yty
t



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3.4 Resolva o sistema linear não homogéneo 
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do sistema homogéneo associado. 

 

3.5 Seja A uma matriz diagonal de ordem n. Que condições A deve verificar 

para que 0)(lim 


tx
t

, para todas as soluções de Axx ' . 

 

3.6 Seja 
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3.7 Encontre duas matrizes diferentes A e B tais que a curva 

 ttt eeetx 22 4,2,)(   satisfaça ambas as equações diferenciais Axx ' e 

Bxx ' . 

 

3.8 Encontre uma matriz quadrada de ordem 2, A, tal que uma solução de 

Axx '  seja  tttt eeeetx   2,)( 22 . 

 

3.9 Resolva os problemas de valores iniciais: 

a) Axx '  sendo 
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3.10 Determine os vectores 0x  para os quais a solução do PVI, 
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3.11 Resolva o PVI, texx 2
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3.12 Determine a solução do PVI 








0)0('')0(')0(

.sec''''

xxx

tgttxx
, resolvendo o 

sistema de equações diferenciais equivalente à equação. 

 

3.13 Pretende-se mostrar que BtAtBtAt eee   se BAAB  . Para o efeito, mostre 

sucessivamente: 

 

a) BtAtetY )(  satisfaz o PVI 
 



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b) AtAt BeBe   se BAAB  , e nestas condições BtAt eetZ )(  é solução do 

PVI 
 



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tZBAtZ
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c) Conclua que )()( tZtY  . 

 

3.14 Seja A uma matriz idempotente. Calcule Ate . 

 

3.15 Seja )(1 t  uma matriz fundamental de soluções de Axx ' . Mostre que 

Ctt )()( 12   é uma matriz fundamental de soluções sse 0C . 

 

3.16 Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 de traço nulo e determinante 

positivo. 

 

a) Mostre que IAA 2 . 

b) Mostre que    ItAtAsen
A

A
e At cos . Sugestão: i. Usando a 

definição de Ate , calcule ,, 43 AA  etc a partir da relação IAA 2 . ii. 

Considere os desenvolvimentos em série, ...!5/!3/ 53  xxxsenx   e  

...!4/!2/1cos 42  xxx  

c) Usando a alínea anterior determine a solução do PVI 
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3.17 Seja )(1 t  uma matriz fundamental de soluções de Axx '  e )(2 t  uma 

matriz fundamental de soluções de Bxx ' . Sabendo que BAAB   obtenha 

a solução do PVI 
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3.18 Resolva os seguintes PVIs: 

a) Axx '  sendo 
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b) Axx '  sendo 
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c) Axx '  sendo 























100

110

121

A  e 



















1

1

1

)0(x  

 

3.19 Considere o PVI 

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
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 onde b é um vector de constantes 1n . 

a) Mostre que a solução do PVI é   bAIexetx AtAt 10)(  . 

b) Use o resultado da alínea anterior no caso 
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

1

0
b   e  











0

1
)0(x . 

 

3.20 Resolva o PVI 








0)0(

)('

xx

tgAxx
,  com 










20

01
A ,  










 t

t

e

e
tg

2

4

)(   e   











1

1
)0(x . 

 

3.21 Considere o sistema de equações diferenciais 








dycxy

byaxx

'

'
. 

a) Mostre que 0 yx  é o único ponto de equilíbrio do sistema se 

0bcad . 

b) Mostre que existe uma recta de pontos de equilíbrio para o sistema se 

0bcad . 

 

3.22 Estude a estabilidade dos seguintes sistemas de equações diferenciais: 



a) xx 











22

11
'  

b) xx 













11

35
'  

c) xx

























112

12410

617

'  

d) xx





















111

131

120

'  

e) xx
























0200

2000

0002

0020

'  

 

3.23 Considere o sistema 








32'

'

xxy

yx
. Mostre que a solução de equilíbrio 

0 yx  do sistema linearizado, é um ponto de sela. 

 

3.24 Para que valores da constante  , é estável qualquer solução do sistema 









yxy

yxx

2'

3' 
? 

 

3.25 Estude a estabilidade das soluções das seguintes equações diferenciais: 

a) 1)0(    '  xtxx  

b)   0)0(    12'  xxtx  

c) 1)1(    ' 2  xtxx  

d) 1)0(    2'  xtx  

 

3.26 Estude a estabilidade das soluções 0)( tx  e 1)( tx  da equação 

 xxx  1' . 

 

3.27 Considere a equação diferencial 2' xx  . Mostre que todas as soluções )(tx  

com 0)0( x  são instáveis, enquanto que todas as soluções )(tx  com 

0)0( x  são assintoticamente estáveis. 

 

3.28 Determine as soluções de equilíbrio de cada um dos seguintes sistemas de 

equações diferenciais e estude a estabilidade das mesmas: 

 



a) 








xyy

yxx

2'

1' 22

 

b) 
 









3'

'

xxy

yxtgx
 

c) 








senxy

xyx

'

cos'
 

 

 

 

 

4. Equações com diferenças 

 

4.1 Resolva os seguintes PVIs: 

a) 0)0(    3)()1(  xnxnx  

 

b) 6)0(    2)(4)1(  xnxnx  

 

c)   3)1(    0)0(    )(21)2(  xxnxnxnx  

 

4.2 Mostre que qualquer solução da equação   0)(1)2(  ncxnbxnax  

verifica 0)(lim 


nx
n

 se e só se 1   e   1 21   , onde 
i  são as raízes do 

polinómio de avanço. 

 

4.3 Resolva as seguintes equações com diferenças: 

a) )2(2)()4(  nxnxnx  

 

b) nnxnxnx  )()1(2)2(  

 

c)   13)1(    6)0(   23)(6)1(5)2(  xxnxnxnx
n

 

 

d) tyyy ttt 2565 12    

 

e) tyyy ttt   12 2  

f) 22 ty t

t   

 

4.4 Usando a teoria das equações com diferenças, determine a soma das 

seguintes séries: 



a) 3/1    3
0






xx
j

jj  

b) 1    
0

2 




xx
j

j  

 

4.5 Considere o seguinte PVI, 

  7)1(    1)0(    0)(213)2(  xxnxnxnx . Escreva em sistema o 

problema equivalente e resolva-o. 

 

 

 

 

5. Integração de funções complexas 

 

 

5.1 Calcule  dzzf )(  onde   é a circunferência de centro em a e raio r: 

 

a) Ca
az

zf 


    ,
1

)(  

b) 
 

NnCa
az

zf
n




 ,   ,
1

)(  

 

5.2 Calcule 



dzz  desde 0z  até iz 24  ao longo da curva definida por 

ittt  2)( . 

 

5.3 Calcule  dzz 3  onde   é a porção de elipse 14 22  yx  descrita no 

sentido directo entre 1z  e 2/iz  . 

 

 

5.4 Calcule   


dzzz 32 , 

a) ao longo da circunferência 2z  de 2z  a iz 2  

b) ao longo da linha recta de 2z  a iz 2  

c) ao longo da poligonal de 2z  a iz 22  a iz 2 . 

 

5.5 Calcule   dzz
2

, 

a) ao longo da circunferência 1z   

b) ao longo da circunferência 11 z   



5.6 Prove que   


 
0

cos cos dsene , considerando  1z

z

dz
z

e
. 

 

5.7 Calcule  




dz

z

ze z

2
, 

a) onde   é o círculo unitário 

b) onde   é o círculo centrado na origem de raio 3.  

 

5.8 Calcule   
dz

iz

e z3

, 

a) onde   é o círculo 41 z  

b) onde   é a elipse 622  zz  

 

5.9 Calcule 

a)    2 2 32

1

z
dz

zz
 

b) 
 

  5 2/

3

z
dz

z

zsen


 

 

5.10 Mostre que sentdz
z

e

i z

zt


 3 2 12

1


, com 0t . 

 

5.11 Estude quanto à convergência absoluta as seguintes séries de potências: 

 

a) 


1
3

n

n

n

z
                  b) 

 







1 2n
n

n
iz

                  c) 
 








0 !n

nn

n

ize
 

 

5.12 Mostre que as seguintes séries definem funções holomorfas, 

respectivamente nos conjuntos  2,0D  e no complementar de  eD ,1 , 

obtendo as suas expressões: 

a) 





0
12n

n

nz
                            b) 

 







0

1

1n
n

n

z

e
 

 

5.13 Desenvolva em série de Taylor as seguintes funções, em torno dos pontos 

indicados: 

a) 1   , 0 ze z                   b) 1   ,
1

0 z
z

   

 

 

 

 



5.14 Classifique as singularidades das seguintes funções: 

a) 
zcos

1
 

b) 
 1zz

senz
 

c) 
 zzsen 

1
 

d)  tgz  

e) 
1

1
3 



z

z
 

f)  
  11 2

3





zz

iz
 

g) 








z

1
cos  

5.15 Considere a função 








1z
sen


. Classifique a singularidade 1z  e 

determine o desenvolvimento de Laurent da função nesse ponto. 

 

5.16 Desenvolva a função 1z

z

e  em série de Laurent em torno do ponto 1z  e 

classifique esta singularidade. 

 

5.17 Calcule o resíduo de tgzzf )(  em cada uma das suas singularidades. 

 

5.18 Calcule os resíduos das funções seguintes nos pontos indicados: 

 

a) 
 3

3

senz

z
 no ponto 00 z  

b) 
zsenz

1
 no ponto 00 z  

 

5.19 Calcule o valor dos seguintes integrais: 

 

a) 
    2 22 41

1

z
dz

zz
 

b)  2

cot

z
dz

z

gz
 

c) 
 


dz
senziz

e z

2
 onde   é a curva definida parametricamente por 

isenttt  cos21)( , com  2,0t . 

 



5.20 Calcule 
   

dz
ziz

e z

92
 com iei 22)(    e   2,0 . 

 

5.21 Seja 
z

ee
zf

zz

1

)(


 . Estude a singularidade de f e determine o resíduo 

correspondente. Calcule  1
)(

z
dzzf . 

 

5.22 Seja zezzf

1

3)(  . 

a) Estude a função quanto à analiticidade e classifique a sua 

singularidade. 

b) Calcule 



 

2

0

cos4 dee iseni . 

 

 

 


