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Instituto Superior de Economia e Gestéo

Exercicios de Analise Matematica IV - MAEG

1. Equacéo diferencial de 12 ordem

1.1 Mostre que Iog(t+1)—x(t)+|og(ex‘t) +1)+C =0, com CeWR, é solucdo

(implicita) da EDO x'= et +11 ,comt>-1.
+
X2
X'==+X
1.2 Mostre que x(t) = T é solucéo do PVI t i
a x(1) =1

1.3 Estude o comportamento de todas as solugdes da equacdo x'+ax=0, a
constante, quando t — +oo. Contextualize, historicamente, o modelo de
Malthus.

1.4 Obtenha a solucdo geral da EDO x'= —% +2comt>0.

1.5 Obtenha a solugéo geral da EDO x'—% x=e't"comneRet>0.



Xl
t?= +2tlogx =0
1.6 Resolva o PVI X * g )

x()=e

1.7 Resolva as seguintes EDOs:
a) X'+ 1+x° _ 0
%’ [L+t2)

tx

tZ 2

b) x'=

2t x% —3t?
+

X'=—=Xx+g(t)

, onde
x(0)=0

1.8 Encontre uma solucdo continua do PVI {

oo[2 0t
gt = 0 t>1

1.9 Seja x'=a(t)x+b(t) com a e b fungbes continuas para teR, tais que
at)<-k<0 e tIim b(t) =0. Mostre que qualquer solucdo da equacdo

tende para zero quando t — +oo.

1.10 Obtenha a solucéo geral da equagdo x'=ax—bx?*, com a,b>0.

1.11 Mostre que toda a EDO de variaveis separaveis é uma EDO total exacta.

1.12 Prove que a equacdo de varidveis separaveis tdt+ xdx =0 admite como

solugdo, a equacdo de uma familia de circunferéncias concéntricas na

origem e de raio Jac .

1.13 Mostre que a equagdo M (t,x)dt + N(t,x)dx =0, onde M e N séo fungdes

homogéneas do mesmo grau, € uma equagdo homogénea.



1.14 Encontre todas as funcbes f(t) tal que a equacdo diferencial
x%sent + xf (t)x'=0 seja exacta. Resolva a equacéo para as expressdes f(t)

encontradas.

1.15 A equacdo e'secx—tgx+x'=0 tem um factor integrante da forma

/J(t, x) =e * cos x. Resolva a equacéo diferencial, para o valor da constante

a encontrado.

1.16 Estude o comportamento de todas as solugbes da equagdo

x'+tg(t)x = sent.cost quando t — % :

1.17 Considere a equagéo diferencial (x? —tx)dt + 2h(t, x)dx = 0.

a) Determine h(t,x) sabendo que a equagio admite como factor integrante

-1/2

afungdo u(x)=x

b) Obtenha o integral geral da equacéo.

(3t2x+ x3 +2)dt+(3x2t+t3 +5)dx =0

1.18 Resolva o PVI
x(1) =1

1.19 Considere a equagdo x'= at+bx+m ,onde a, b, ¢, d, me ns&o constantes.

ct+dx+n

a) Prove que se ad-—bc=0, a equagdo pode sempre reduzir-se a

e at +bx
ct+dx

b) Resolva a equacdo anterior no caso ad =bc.

c) Resolvaaequacdo (t+2x+3)dt+ (2t +4x—1)dx =0.



1.20 Considere a equagdo (a(t)x+b(t))dt+dx =0, onde a e b sdo fungdes
continuas em R .

a) Mostre que a equacdo é redutivel a uma equacao total exacta.

b) Usando a alinea anterior, obtenha a solucdo geral para o0 caso

a(t) =b(t) =2t e calcule tIim X(t).

1.21 Resolva as seguintes equacdes de Bernoulli:
a) x+tx = (x)°
b) x+2tx = tx?
c) x—xcost=x*(L—sent)cost

d) (1—t? x—tx—stx® =0.

1.22 Dada a equagdo de Riccati x'=a(t)x® +b(t)x+c(t), mostre que se for

. . . . 1
conhecida uma solucdo particular, ¢(t), a transformacdo x=¢(t) +——

z(t)
reduz a equacao dada a uma equacéo linear.

1.23 Resolva o PVI {x'(0) =1 .

1.24 Resolva a equagéo x''= %[u log %) .

) X'=—ax+g(t,x)
1.25 Considere o PVI ,coma>0.
X(0) = x,

a) Mostre que
t
X(t)=e?x, + e‘at_[easg(s, x(s))ds
0

é solucdo do PVI.



b) Admita as seguintes hipdteses, e 0 seguinte lema:

H1) |g(t, x) <b(t)}x|, b(t)=0

H2) j e*b(t)dt < +o0, t, € R

to
Lema Seja ¢c>0 e z(t) e v(s) funcbes ndo negativas. Se

}v(s)ds

z(t)<c+ [ z(s)v(s)ds entdo z(t)< ce®

O t— )

Mostre que |x(t)| tende para zero quando t — +oo.

1.26 Considere o PVI X'= 26 4t.
x(0)=1
a) Resolva o PVI.

b) Utilize o método de Picard para obter a solugéo do PVI.

X'=t2X + x°2

1.27 Considere o PVI { em R={{t,x):[f <2,[x-1<2}.

x(0) =1

a) Utilize o método de Picard para obter as trés primeiras aproximacoes da
solucdo x(t).

b) Mostre que f(t,x)=t?x+ x> satisfaz a condicdo de Lipschitz em R e

determine a constante de Lipschitz.

c) Obtenha a solugéo do PVI.

1.28 Seja g :R — R uma funcdo continua e ndo identicamente nula. Mostre

x'= g(t)V/x

0 ndo tem solucéo Unica, e explique porque ndo esta em
x(0)=0

que o PVI {

contradi¢do com o teorema de existéncia e unicidade.



X'=+/x% -1

1.29 Mostre que o PVI { ndo tem solucdo Unica, e explique porque
x(0)=1

ndo estd em contradi¢cdo com o teorema de existéncia e unicidade.

' 2

1.30 Considere o PVI {X(O) X com & um parametro positivo. Para que valores
X =

do parametro @, existe uma solugdo Gnica definida no intervalo [0,T]?
Indique a resposta, considerando separadamente:

a) A solucdo do PVI.

b) O teorema de existéncia e unicidade de solucéo.

1.31 Justifique que os seguintes PVIs tém uma solucdo Gnica em R, e
determine-a.

2) X'= arctgx
{X(O) =0

b) XI — e cost
x(0) = 0

. e
X =

c) 1+e* .
x(0)=0

t
1.32 Considere a equagio X(t)=1+ J.(t —s)x(s)ds.

0
a) Utilize o método de Picard para resolver a equag&o.
b) Mostre que a equacdo dada representa um certo PVI.
c) Mostre que a solucdo obtida na alinea a) satisfaz o PVI da alinea

anterior.



2. Equacéo diferencial de ordem n

2.1 Dada a equacdo linear de 22 ordem, x'+a(t)x+b(t)x=0 com a(t)eb(t)
fungbes continuas definidas num intervalo real, suponha que x, (t)=0 é

uma solucdo dessa equacdo. Suponha também que se pretende encontrar
uma nova solugéo da forma x,(t)u(t) com u(t) = 0. Prove que essa nova

solucdo se obtem resolvendo uma equacao linear de 1% ordem homogénea.

2.2 Suponha que as raizes da equacdo quadratica r®+ar+b=0 tém partes
reais negativas. Prove que toda a solucdo da equacdo x"+ax'+bx=0 tende
para 0 quando t — +co.

2.3 Considere a equacado x'+ax'+bx =0, a,beR.
at

a) Prove que se a equagdo r?+ar+b =0 tem raizes iguais, entdo x,(t)=e 2
é solucdo da equacdo diferencial dada.
b) Encontre uma nova solucdo da equacdo diferencial, da forma x, (t)u(t).

Mostre que x, (t)u(t) é solucdo da equacéo diferencial sse u(t) =C;t+C,
com C,,C, eR.

2.4 Resolva as seguintes equagdes:
a) x"-3x+2x=0 ci. (t,x,x')=(01-1)

b) x"-3x"+4x=0 ci. (t,x,x)=(01-1)

—t

C) X'+2X'+X= comt = -1

t+1
d) x'+x'—2x =8sen(2t)
e) X'+4x = cos(2t)
f) x'+9x=(t? +1p*
g) X'-6x+9x = 2 cos(3t)
h) X'-5x'+6x = (t2 - 3)et
) x"+x = sec(t).

2.5 Considere a equacdo diferencial x) +4x"'+5x"'+4x+4x = 0. Para que
condigdes iniciais x(0), x'(0), x"*(0), x""*(0) , existe uma solugédo x(t) tal que:

a) Xx(t) é periodica
b) limx(t) =0 quando t — +o©

c) lim|x(t) = quando t — +o0



d) [x(t)| é limitada para t > 0.
2.6 Encontre todas solugdes periddicas de x™ +2x"+x =0.

2.7 Considere a equacéo diferencial linear de 2° ordem x"—t% x=0,t>0.

a) Verifique que ¢(t) =t* é uma solugdo da equagdo dada.
b) Determine uma aplicagdo w:(0,+o) — R de modo que gewg¢ constituam
um sistema fundamental de solugdes da equacao dada.

1 2 _
¢) Resolva o PVI X tzx—t

(t,%,x) = (1L01)

Sistemas de equacdes diferenciais

e te'| : «
3.1 Mostre que <I>(t)={0 [} € uma matriz fundamental de solugdes de
e

11 . x .
X'= Ax sendo A= 0 1 e determine a solucdo do sistema.

3.2 Determine uma matriz fundamental de solucdes do sistema de equacgdes
X'=y

.~ e determine a sua solugéo.
y=xX

diferenciais lineares de 12 ordem {

3.3 Num determinado instante t as concentracfes de dois produtos quimicos x e
y, em reac¢do, obedecem as seguintes igualdades:

i. X'(t) = y(t) +t
ii. y'(t) =6y(t) —5x(t) + 6t —1
iii. x(0)=1y(0) =y,

a) Escreva a equacéo diferencial linear de 22 ordem que x(t) verifica
necessariamente.

b) Resolva o sistema de equagdes diferenciais dado pelas igualdades i. e ii. que
verifica as condigdes iniciais expressas em iii.

c) Calcule o valor de y,para o qual Itlirg yt)=2-vy,.



3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

1= =X, +t
2 =X

. . ~ . X'
Resolva o sistema linear ndo homogéneo { . , sabendo que
X

cost —sent ) i

x'(t) = e x3(t) = sdo solucdes linearmente independentes
sent cost

do sistema homogéneo associado.

Seja A uma matriz diagonal de ordem n. Que condicGes A deve verificar
para que tIim X(t) =0, para todas as solugdes de x'= Ax.

0 -1 0
Seja A=|1 O 0 |. Determine valores para as constantes a, b, c tal
0 0 -1/2

queacurva t— (acost, bsent, ce’”z) seja solucdo de X= .
x(0) = (1,0,3)

Encontre duas matrizes diferentes A e B tais que a curva
x(t):(et,2e2t,4e2‘) satisfaca ambas as equagBes diferenciais x'= Axe
X'=BxX.

Encontre uma matriz quadrada de ordem 2, A, tal que uma solucdo de
x'= Ax seja x(t) =(e2t —e'e” +2e‘t).

Resolva os problemas de valores iniciais:
1 0 0

a) X'=Ax sendo A={0 1 -1|e x(0)=|1].

— 1]
b) x'= Ax sendo A= 1l e x(0)=| _|.
5 -3 2|

01 1

0

3.10 Determine 0s vectores x° para 0s quais a solucdo do PVI,

1 0 -2
x'=[0 1 0 |xe x(0)=x", éuma funcio periddica.
1 -1 -1



2 01 1 1
3.11Resolvao PVI, x'=|0 2 0|x+|0e* e x(0)=|1|.

013 1 1
X'"'+X'=sect.tgt
x(0)=x'(0)=x"(0)=0
sistema de equacdes diferenciais equivalente a equacao.

3.12 Determine a solucdo do PVI { , resolvendo o

At+Bt

3.13 Pretende-se mostrar que e =e™e® se AB =BA. Para o efeito, mostre

sucessivamente:

Y'®)=(A+B) (1)
Y(0)=1I
b) e*B=Be”™ se AB=BA, e nestas condi¢cdes Z(t) =e™e™ é solugdo do
BV {Z'(t) =(A+B)Z(t)
Z(0) =
c) Concluaque Y(t) =Z(t).

a) Y(t)=e™"™ satisfaz o PVI {

3.14 Seja A uma matriz idempotente. Calcule e*.

3.15 Seja @, (t) uma matriz fundamental de solugbes de x'= Ax. Mostre que
@, (t) = ®,(t)C é uma matriz fundamental de solugdes sse |C| = 0.

3.16 Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 de traco nulo e determinante
positivo.

a) Mostre que A® =—{A]l .

b) Mostre que e™ :i (\/Wt)+cos(\/Wt)l. Sugestdo: i. Usando a

\/W Séen

definicdo de e™, calcule A®, A%, etc a partir da relagdo A* =—|All . ii.

Considere os desenvolvimentos em série, senx = x — x> /34+x° /5—... e

cosx =1—x?/24x* /4.
. 2 4
X'= X
-2 =2

o

c) Usando a alinea anterior determine a solucéo do PVI



3.17 Seja @, (t) uma matriz fundamental de solugdes de x'= Ax e @, (t) uma
matriz fundamental de solucdes de x'= Bx. Sabendo que AB = BA obtenha
Z'(t) =(A+B)z(t
a solucéo do PVI ® ( ) ().
2(0) = z2°

3.18 Resolva os seguintes PVIs:

-2 -3 0 1

a) xX=Axsendo A= 3 -2 0 |ex(0)=|0
0 0 -4 1
(1 0 1 0

b) x=Ax sendo A={0 1 -1|ex(0)=|1
0 0 1 1
(1 -2 1 1

c) xX=Axsendo A={0 1 -1|ex(0)=|1
0 0 1 1

: '= Ax+Db )
3.19 Considere o PVI { ) . onde b é um vector de constantes nx1.
x(0) = x

a) Mostre que a solugdo do PVI é x(t) =e™x° + (eAt — I)A’lb.

. 1 0 0
b) Use o resultado da alinea anterior no caso A:{ } b :{ } e

10 -4
x(0) = Lﬂ .

X'= Ax+g(t a
3.20 ResolvaoPVI{ g()1 com Ale) 2} g(t)z{e } e

x(0) = x° e
1
x(0) = L} .

. . . . '=ax+Db
3.21 Considere o sistema de equacdes diferenciais {X X+

y'=cx+dy
a) Mostre que x=y=0 é 0 unico ponto de equilibrio do sistema se
ad —bc = 0.

b) Mostre que existe uma recta de pontos de equilibrio para o sistema se
ad —bc =0.

3.22 Estude a estabilidade dos seguintes sistemas de equacdes diferenciais:



1 1
a) Xx'= X
5
-5 3
b) x'= X
-1 1
-7 1 -6
c) x'=[10 -4 12 |x
2 -1 1
0o 2 1
d x'=|-1 -3 -1|x
1 1 -1
0 2 0 O
-2 0 0 O
e) x'= X
0O 0 0 2
|0 0 -2 0

X'=y

. Mostre que a solucdo de equilibrio
y'= X+ 2X

3

3.23 Considere o sistema {

x =y =0 do sistema linearizado, € um ponto de sela.

3.24 Para que valores da constante o, € estavel qualquer solucdo do sistema

x'=—3x+ay,)
y'=2X+Yy

3.25 Estude a estabilidade das solugdes das seguintes equacdes diferenciais:
a) X'=x+t x(0)=1
b) x'=2t(x+1) x(0)=0
C) X'=—x+t*> x(1)=1
d) x'=2+t x(0)=1

3.26 Estude a estabilidade das solugbes x(t)=0 e x(t)=1 da equagdo
X'=x(1-x).

3.27 Considere a equacéo diferencial x'= x*. Mostre que todas as solucdes x(t)
com x(0)>0 sdo instaveis, enquanto que todas as solucBes x(t) com
x(0) < 0 sdo assintoticamente estaveis.

3.28 Determine as solugdes de equilibrio de cada um dos seguintes sistemas de
equacdes diferenciais e estude a estabilidade das mesmas:



2 2 _
2) {x'_x +y -1
y'=2xy

6y {x': tg(x+y)

y'=X+x°

0 {x = —y COS X
y'= —senx

4. Equacdes com diferencas

4.1

4.2

4.3

Resolva os seguintes PVIs:
a) x(n+1)=-x(n)+3 x(0)=0

b) x(n+1)—4x(n)=2 x(0)=6
c) x(n+2)+x(n+1)=2x(n) x(0)=0 x()=3

Mostre que qualquer solugdo da equago ax(n+ 2)+bx(n+1)+cx(n)=0
verifica limx(n) =0 se e sé se [1|<1 e |4,/ <1, onde 4 s&o as raizes do

polinémio de avanco.

Resolva as seguintes equacdes com diferencas:
a) x(n+4)=-x(n)—2x(n+2)

b) x(n+2)—-2x(n+1)+x(n)=n
c) x(n+2)+5x(n+1)+6x(n)=3(-2)" x(0)=6 A x(1)=-13
d) Yo =S¥ +6Y, =5+2t

e) Yo — 2yt+l + VY =t
f) Ay, =2'+t?

4.4 Usando a teoria das equacgdes com diferencgas, determine a soma das
seguintes séries:



4.5

a) §:3J'xj x| <1/3
=0

b) ixzi x| <1
j=0

Considere 0 seguinte PVI,
x(N+2)+3x(n+1)+2x(n)=0 x(0)=-1 x(1) =7. Escreva em sistema o
problema equivalente e resolva-o.

5. Integracéo de funcbes complexas

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

Calcule I f (z)dz onde y é a circunferéncia de centro em a e raio r:
4

a) f(Z):Tla, aeC
1

) @)=y

, aeC,neN

—

Calcule jidz desde z=0 até z=4+2i ao longo da curva definida por
e

y(t) =t +it.

Calcule jze’dz onde y é a porgdo de elipse x?+4y? =1 descrita no
Ve

sentido directoentre z=1e z=i/2.

Calcule J; (22 + 32)dz ,

a) ao longo da circunferéncia |z|=2 de z=2a z=2i
b) aolongo dalinharectade z=2a z=2i

c) aolongodapoligonalde z=2az=2+2iaz=2i.
—\2
Calcule L(z) dz,

a) ao longo da circunferéncia |z| =1

b) ao longo da circunferéncia |z -1 =1



5.6 Prove que [e*’ cos(seng)d6 = 7, considerando J.H le—dz.
Z|=! Z
0

et +7z

5.7 Calcule dz,

r7—2
a) onde y é o circulo unitario
b) onde y é o circulo centrado na origem de raio 3.

3z

5.8 Calcule dz,

vZ—n
a) onde y éocirculo [z-1 =4

b) onde y éaelipse |z—2+[z+2/=6

5.9 Calcule
J. 2;dz
l2=2 2 + 27 -3

J- sen(3z) d
|

=574 77/2

zt

5.10 Mostre que i_[ f—dz —sent,comt>0.
27 =372 +1

5.11 Estude quanto a convergéncia absoluta as seguintes séries de poténcias:

" = (z—i) = e"(z—i)

Q) > )

n1 N = 2 n=0 n!

5.12 Mostre que as seguintes séries definem fungdes holomorfas,
respectivamente nos conjuntos D(0,2) e no complementar de D(Le),
obtendo as suas expressoes:

5.13 Desenvolva em série de Taylor as seguintes fungdes, em torno dos pontos
indicados:



5.14 Classifique as singularidades das seguintes funcdes:
a) __1__
cos z

b) senz

c)

d) tgz
z-1
e
) 28 -1
z% +i

" (z-1)z2 +1)

9) cos(lj
z

5.15 Considere a funcdo sen(

Llj Classifique a singularidade z=1 e

determine o desenvolvimento de Laurent da funcao nesse ponto.

z

5.16 Desenvolva a fungdo e** em série de Laurent em torno do ponto z=1 e
classifique esta singularidade.

5.17 Calcule o residuo de f (z) =tgz em cada uma das suas singularidades.

5.18 Calcule os residuos das fungdes seguintes nos pontos indicados:

3

a)

no ponto z, =0
(senz)’ P ’

b)

no ponto z, =0
zsenz

5.19 Calcule o valor dos seguintes integrais:

1
? J.\Z\:ﬁizz +1)z° —4idz

cot gz
b) L\Zz - dz
c) J'_e—zdz onde y é a curva definida parametricamente por
7(z—i) senz

y(t) =1+ 2cost +isent , com t < [0,27].



5.20 Calcule J.j_ez—)dz com y(0) =2e" +2i e 0 <[0,27].
r(z—ifz® +9

1

e’ —e?

521 Seja f(z) = . Estude a singularidade de f e determine o residuo

correspondente. Calcule j‘ P f(2)dz.

1

5.22 Seja f(z) = z%?.
a) Estude a funcdo quanto a analiticidade e classifigue a sua
singularidade.

27
b) Calcule J.e“iHeCOSG—isengdH.
0



