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Note-se que a definição dos elementos constantes nas formulas é a estabelecida nas aulas 

 

Modelo de regressão linear para dados seccionais 

Estimador OLS: 𝛽መ = (𝑋ᇱ𝑋)ିଵ𝑋ᇱ𝑌, 𝑢ො = 𝑌 − 𝑌, 𝑅ଶ =
ௌொா

ௌொ்
= 1 −

ௌொோ

ௌொ்
, 𝑉𝑎𝑟൫𝛽መ|𝑋൯ = 𝜎ଶ(𝑋ᇱ𝑋)ିଵ, 𝜎ොଶ =

∑ ୳ෝ
మ

ேିିଵ
 

Inferência: 𝑡 =
ఉೕିఉೕ

ఙෝഁೕ

~𝑡(𝑁 − 𝑘 − 1), F= ൫ோమିோ∗
మ൯/

(ଵିோమ)/(ேିିଵ)
=

(ௌொோ∗ିௌொோ)/

ௌொோ/(ேିିଵ)
~𝐹(𝑚, 𝑁 − 𝑘 − 1), 𝐿𝑀 = 𝑁𝑅௨ෝమ

ଶ ~𝑋
ଶ  

Interpretação de efeitos parciais 

Y 𝑋 ∆𝑋 = 1 → ∆𝐸(𝑌|𝑋 ) = 𝛽 

ln(𝑌) 𝑋 ∆𝑋 = 1 → ∆𝐸(𝑌|𝑋 ) = 100𝛽% 

Y ln൫𝑋൯ ∆𝑋 = 1% → ∆𝐸(𝑌|𝑋 ) = 𝛽/100 

ln(𝑌) ln൫𝑋൯ ∆𝑋 = 1% → ∆𝐸(𝑌|𝑋 ) = 𝛽% 

 

Variáveis dummy 

Modelo tipo log-lin: efeito parcial exacto de uma dummy associada ao coeficiente 𝛿 é  [𝑒𝑥𝑝(𝛿) − 1]*100% 

Teste de Chow, modelo base: 𝑌 = 𝜃 + 𝜃ଵ𝑋ଵ + ⋯ + 𝜃𝑋 + 𝛾𝐷 + 𝛾ଵ𝐷𝑋ଵ + ⋯ + 𝛾𝐷𝑋 + 𝑣; versão do 

teste F especifica para este teste: 𝐹 =
(ௌொோିௌொோಲିௌொ ಳ)/(ାଵ)

(ௌொோಲାௌொோಳ)/൫ேିଶ(ାଵ)൯
~𝐹൫(𝑘 + 1), 𝑁 − 2(𝑘 + 1)൯ 

 

 

 

Modelos para variável dependente binária 

Especificação: 𝑌 ∈ {0,1}, sendo 𝐸(𝑌|𝑋 ) = 𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋 ) 

Previsão de Y: 𝑦ො = 1 𝑠𝑒 𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑥) ≥ 0.5 

 

Modelo linear de probabilidade 

 Especificação: 𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋 ) = β + βଵXଵ + ⋯ + 𝛽𝑋 
 Efeitos parciais: ∆𝑋 = 1 ⟹ ∆𝐸(𝑌|𝑋) = ∆𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋) = 𝛽 

 



Logit e probit 

 Especificação: 𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋 ) = 𝐺(β + βଵXଵ + ⋯ + 𝛽𝑋) onde 0 ≤ 𝐺(. ) ≤ 1, com  

𝐺(. ) = 𝛷(𝑥
ᇱ𝛽) = ∫

ଵ

√ଶగ
𝑒ି

ቀೣ
ᇲഁቁ

మ

మ
௫ఉ

ିஶ
𝑑𝑥𝛽 no modelo probit e 𝐺(. ) = 𝛬(𝑥

ᇱ𝛽) =
ೣ

ᇲഁ

ଵାೣ
ᇲഁ

 no 

modelo logit. Tem-se 𝐸(𝑌|𝑋 ) = 𝐺(𝑥
ᇱ𝛽) e 𝑉(𝑌|𝑋 ) = 𝐺(𝑥

ᇱ𝛽)൫1 − 𝐺(𝑥
ᇱ𝛽)൯ 

 Efeitos parciais: 
o Regressor contínuo:  ∆𝑋 = 1 ⟹ ∆𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋) = 𝛽𝑔(𝑥

ᇱ𝛽), 

onde 𝑔(𝑥
ᇱ𝛽) = 𝜙(𝑥

ᇱ𝛽) =
ଵ

√ଶగ
𝑒ି

ቀೣ
ᇲഁቁ

మ

మ  no modelo probit e 𝑔(𝑥
ᇱ𝛽) = 𝜆(𝑥

ᇱ𝛽) 

𝛬(𝑥
ᇱ𝛽)[1 − 𝛬(𝑥

ᇱ𝛽)] no modelo logit 

o Regressor discreto: quando se passa de 𝑋 = 𝑐 para 𝑋 = 𝑐 + 1 ⟹ ∆𝑃𝑟(𝑌 = 1|𝑋) =

𝐺൫𝛽 + ⋯ 𝛽(𝑐 + 1) + ⋯ ൯ − 𝐺൫𝛽 + ⋯ 𝛽𝑐 + ⋯ ൯ 
o Avaliação: 

 média dos regressores: efeito parcial avaliado na média 
 para todos os indivíduos e depois feita a média: efeito parcial médio  

 Estimação: 𝐿𝐿 = ∑ {𝑦ln[𝐺(𝑥
ᇱ𝛽)] + (1 − 𝑦)ln[1 − 𝐺(𝑥

ᇱ𝛽)]}ே
ୀଵ  

 Inferência: 𝐿𝑅 = 2(𝐿𝐿 − 𝐿𝐿∗)~𝜒
ଶ , para 𝑚 restrições, 𝑊 =

ఉೕ

ఙෝ ഁ
ೕ

~𝑁(0,1) 

 

Análise de regressão básica com séries temporais 

Modelo FDL(q): 𝑦௧ = 𝛼 + 𝛼ଵ𝑥௧ + 𝛼ଶ𝑥௧ିଵ + ⋯ + 𝛼ାଵ𝑥௧ି + 𝑢௧ 

 Modelo estático para 𝛼ଶ = ⋯ = 𝛼ାଵ = 0 
 Multiplicador/propensão de impacto: 𝛼ଵ 
 Multiplicador/propensão de longo prazo: 𝛼ଵ + 𝛼ଶ + ⋯ + 𝛼ାଵ 
 

Hipóteses e propriedades dos estimadores OLS em pequenas amostras: 

 Linearidade nos parâmetros; 2) ausência de colineariedade perfeita; 3) exogeneidade estrita: 
𝐸(𝑢௧|𝑋 ) = 0, ∀𝑡  → 𝐶𝑜𝑣൫𝑥௦ , 𝑢௧ ൯ = 0 ∀𝑡, 𝑠, 𝑗 ; 4) Homoscedasticidade: 𝑉𝑎𝑟(𝑢௧|𝑋 ) = 𝜎ଶ; 
5) Ausência de autocorrelação: 𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑢௧, 𝑢௦|𝑋 ) = 0, ∀𝑡 ≠ 𝑠; 6) Normalidade: 𝑢௧~𝑁(0, 𝜎ଶ) 

 1-3: estimadores centrados; 1-5 (pressupostos de Gauss-Markov): estimadores BLUE; 1-6: 
estimadores normalmente distribuídos β|X~𝑵(𝛽, 𝜎ଶ(𝑋ᇱ𝑋)ିଵ) e testes t e F e IC validos 

 

Tendência 

 Modelo de tendência linear: 𝑦௧ = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑡 + 𝛽ଶ𝑥௧ଵ … + 𝑢௧: ∆𝑡 = 1 ⇒ ∆𝑦௧ = 𝛽ଵ 
 Modelo de tendência exponencial: 𝑙𝑛(𝑦௧) = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑡 + 𝛽ଶ𝑥௧ଵ … + 𝑢௧: ∆𝑡 = 1 ⇒ %∆𝑦௧ = 100 ∗ 𝛽ଵ% 
 Modelo de tendência quadrática: 𝑦௧ = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑡 + 𝛽ଶ𝑡ଶ + 𝛽ଷ𝑥௧ଵ … + 𝑢௧: ∆𝑡 = 1 ⇒ ∆𝑦௧ = 𝛽ଵ + 2𝛽ଶ𝑡 
 Processo de detrending: para cada variável do modelo: 1) Estimar o modelo 𝑤௧ = 𝛼 + 𝛼ଵ𝑡 + 𝑒௧; 2) 

Obter: �̈�௧ = 𝑤௧ − (𝛼ො + 𝛼ොଵ𝑡) 
 

Sazonalidade: Incorpora-se no modelo através de 3, 11, e 6 dummies que correspondem a estações do ano, 
meses, ou dias. Dessazonalizar, corresponde ao processo de “detrending” 



Séries temporais estacionárias e fracamente dependentes 

Processo estocástico estacionário: processo cuja distribuição é sempre a mesma ∀𝑡 

Processo estocástico estacionário em covariância: para o intervalo de tempo h: 𝐸(𝑦௧) = 𝜇; 𝑉(𝑦௧) =

𝐸(𝑦௧ − 𝜇) ଶ = 𝜎ଶ; 𝐶𝑜𝑣(𝑦௧ , 𝑦௧ି) pode depender de h mas não de t 

Processo fracamente dependente: requer 𝑦௧ e 𝑦௧ା “quase” independentes para ℎ → ∞. Com 
estacionaridade em covariância, será assimptoticamente não correlacionada se 𝐶𝑜𝑣(𝑦௧,𝑦௧ା) → 0, ℎ → ∞ 

Ruido Branco: 𝑦௧ = 𝜀௧, onde 𝐸(𝜀௧) = 𝜇ఌ, 𝑉(𝜀௧) = 𝜎ఌ
ଶ, 𝐶𝑜𝑣(𝜀௧ , 𝜀௧ି) = 0 para ℎ ≠ 0  

Modelo AR(1): 𝑦௧ = 𝜌𝑦௧ିଵ + 𝜀௧, onde 𝜀௧~iid(0, 𝜎ଶ), E(𝑦௧) = 0; V(𝑦௧) =
ఙమ

ଵିఘమ; Cov(𝑦௧, 𝑦௧ି) = 𝛾 = 𝜌 𝜎ଶ; 

Cor(𝑦௧ , 𝑦௧ି) =
ఊ

ఊబ
= 𝜌. Processo estacionário e fracamente dependente se |𝜌| < 1 

Modelo MA(1): 𝑦௧ = 𝜀௧ + 𝜃𝜀௧ିଵ, |𝜃| < 1,  onde 𝜀௧~iid(0, 𝜎ଶ), E(𝑦௧) = 0, V(𝑦௧) = 𝜎ଶ(1 + 𝜃ଶ), 

Cov(𝑦௧ , 𝑦௧ି) = ൜𝜃𝜎ଶ𝑠𝑒 ℎ = 1
0 𝑠𝑒 ℎ > 1

, Cor(𝑦௧ , 𝑦௧ି) = ቊ
ఏఙమ

ఙమ(ଵାఏమ)
=

ఏ

(ଵାఏమ)
𝑠𝑒 ℎ = 1

0 𝑠𝑒 ℎ > 1                            
. Processo estacionário e 

fracamente dependente 

Processo estacionário em tendência: 𝑦௧ = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑡 + 𝑢௧, onde E(𝑦௧) = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑡. Sendo apenas 
estacionário em tendência, pode ser estimado por OLS, se 𝑢௧ for fracamente dependente 

Hipóteses e propriedades dos estimadores OLS em termos assimptoticos: 

 1´. Linearidade nos parâmetros, juntamente com dependência fraca; 2´. Ausência de colineariedade 
perfeita; 3´. 𝐸(𝑢௧|𝒙௧ ) = 0 exogeneidade contemporânea; 4´. Homoscedasticidade: 𝑉𝑎𝑟(𝑢௧|𝑋 ) =
𝑉𝑎𝑟(𝑢௧) = 𝜎ଶ; 5´. Ausência de autocorrelação: 𝐶𝑜𝑟𝑟(𝑢௧ , 𝑢௦|𝑋 ) = 0, ∀𝑡 ≠ 𝑠 

 1´-3´: estimadores consistentes; 1´-5´ estimadores normalmente distribuídos, e testes t, F e LM 
assimptoticamente válidos 

 

 

Séries temporais altamente persistentes 

 Passeio Aleatório: 𝑦௧ = 𝑦௧ିଵ + 𝜀௧, onde 𝐸(𝑦௧) = 0, 𝑉(𝑦௧) = 𝜎ఌ
ଶ𝑡, Cor(𝑦௧, 𝑦௧ା) = ට

௧

௧ା
  

 Passeio Aleatório com deslocação: 𝑦௧ = 𝛼 + 𝑦௧ିଵ + 𝜀௧, onde 𝐸(𝑦௧) = 𝛼𝑡 + 𝑦, 𝑉(𝑦௧) =
𝜎ఌ

ଶ𝑡 
 Ordem de integração 
o I(0): série fracamente dependente – OLS pode ser directamente usado 

o I(1): processo de raiz unitária cuja primeira diferença é  I(0). Um processo I(1) é estacionário às 
diferenças 

 

Modelo dinamicamente completo: satisfaz o pressuposto 5 de ausência de autocorrelação 

Autocorrelação 

Autocorrelação AR(1): 𝑢௧ = 𝜌𝑢௧ିଵ + 𝜀௧, |𝜌| <1, 𝜀௧  ~ ruido branco 

Autocorrelação AR(p): 𝑢௧ = 𝜌ଵ𝑢௧ିଵ + 𝜌ଶ𝑢௧ିଶ … 𝜌𝑢௧ି + 𝜀௧ , 𝜀௧  ~ ruido branco 



Testes de autocorrelação: modelos auxiliares 

 𝑡ఘ: 𝑢ො௧ = 𝜌𝑢ො௧ିଵ + 𝜀௧ 
 H-alt de Durbin: :𝑢ො௧ = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑥௧ଵ + ⋯ 𝛽𝑥௧ + 𝜌𝑢ො௧ିଵ + 𝑒௧ 
 Breusch-Godfrey: 𝑢ො௧ = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑥௧ଵ + ⋯ 𝛽𝑥௧ + 𝜌ଵ𝑢ො௧ିଵ + 𝜌ଶ𝑢ො௧ିଶ + ⋯ + 𝜌𝑢ො௧ି + 𝑒௧ , 𝐿𝑀 = (𝑁 −

𝑝)𝑅
𝑢ෝ2
2 ~𝑋𝑝

2 

Modelos FGLS: 

 Cochrane-Orcutt: 𝑦௧ − 𝜌𝑦௧ିଵ = 𝛽(1 − 𝜌) + 𝛽ଵ(𝑥௧ − 𝜌𝑥௧ିଵ) + 𝜀௧ 

 Prais-Winsten: ቊ
ඥ1 − 𝜌ଶ𝑦ଵ = 𝛽ඥ1 − 𝜌ଶ + 𝛽ଵඥ1 − 𝜌ଶ𝑥ଵ + ඥ1 − 𝜌ଶ𝑢ଵ

𝑦௧ − 𝜌𝑦௧ିଵ = 𝛽(1 − 𝜌) + 𝛽ଵ(𝑥௧ − 𝜌𝑥௧ିଵ) + 𝑢௧

 

 

Heteroscedasticidade 

Testes de heteroscedasticidade: modelos auxiliares 

• Breusch Pagan: 𝑢ොଶ = 𝛾 + 𝛾ଵ𝑋ଵ + ⋯ + 𝛾𝑋 + 𝑒 

• White (k=2): 𝑢ොଶ = 𝛾 + 𝛾ଵ𝑋ଵ + 𝛾ଶ𝑋ଶ + 𝛾ଷ𝑋ଵ
ଶ + 𝛾ସ𝑋ଶ

ଶ + 𝛾ହ𝑋ଵ𝑋ଶ + 𝑒 

 

Agregação de dados seccionais de diferentes períodos de tempo 

Formalização genérica do modelo linear: 𝑦௧ = 𝛽 + 𝛽ଵ𝑥௧ଵ + ⋯ + 𝛽𝑥௧ + 𝑢௧, 𝑖 = 1,  …  𝑁 ,  𝑡 = 1,  … 𝑇 

Introdução de time-dummies e interações 

Em dados anuais, para T anos , toma-se o primeiro ano como referência e consideram-se (𝑇 − 1) dummies, 
uma para cada um dos restantes anos 

• Efeito dos regressores sobre y inalterados no tempo: incluem-se essas dummies, que afectarão o 
intercepto do modelo 

• Efeitos parciais dos regressores alteram-se no tempo:  acrescentam-se também termos de interação, 
podendo-se usar o teste Chow para quebra de estrutura 

Avaliação do efeito de uma política: estimador diferenças nas diferenças ou efeito médio do tratamento 

• Amostra em dois momentos diferentes (antes e após a implementação) e dois grupos de indivíduos 
(não afectados – grupo de controle - e afectados – grupo de tratamento) 

 
Antes Após Após-Antes 

Cont. (longe) 𝛽 𝛽 + 𝛾ଵ 𝛾ଵ = 𝐸ൣ𝑝௦ − 𝑝௧௦|𝑐𝑜𝑛𝑡൧ → 1ª dif 

Trat. (perto) 𝛽 + 𝛽ଵ 𝛽 + 𝛾ଵ + 𝛽ଵ + 𝛿ଵ 𝛾ଵ + 𝛿ଵ = 

= 𝐸ൣ𝑝௦ − 𝑝௧௦|𝑡𝑟𝑎𝑡൧ → 1ª dif 

Trat. – Cont. 𝛽ଵ 𝛽ଵ + 𝛿ଵ 𝜹𝟏 → dif in dif 

 



Dados de painel, T=2 

Modelo com efeitos individuais: 𝑦௧ = 𝛼 + 𝑥௧
ᇱ 𝛽 + 𝑢௧           (𝑖 = 1, … , 𝑁; 𝑡 = 1,  … , 𝑇) 

 Efeitos fixos: 𝛼 e 𝑥௧ correlacionados → Estimadores “pooled” OLS enviesados 
 Efeitos aleatórios: 𝛼 e 𝑥௧ não são correlacionados → Estimadores “pooled” OLS válidos 

Estimador “pooled” OLS : 𝑦௧ = 𝛼 + 𝑥௧
ᇱ 𝛽 + 𝑣௧ 

Estimador das primeiras diferenças: 𝛥𝑦௧ = 𝛥𝑥௧
ᇱ 𝛽 + 𝛥𝑢௧ 

 Se o modelo inicial incluir uma time-dummy, o modelo às diferenças terá um intercepto, que é o 
coeficiente da time-dummy: 

 

Dados de painel, T>2 

∆𝑦௧ = ∆𝑥௧
ᇱ 𝛽 + ∆𝑢௧ ,  𝑡 = 2,  3, … ou ∆𝑦௧ = 𝛼 + 𝛿ଵ𝑑2 + 𝛿ଶ𝑑3 + ∆𝑥௧

ᇱ 𝛽 + ∆𝑢௧ ,  𝑡 = 2,  3,… 


