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1. Revisdo de Logica Matemadtica e de Teoria de Conjuntos

* Em qualquer linguagem ha
palavras
frases

gramatica

+ E preciso conhecer a linguagem correta para nos entendermos.

* Objectivo: Interpretar e usar a linguagem matematica.

1.1. Introdugdo a Logica Matematica

1.1.1. Designagaes e Proposicoes

DEFINICAO - Designagédo (Nome / Termo)

Designacio é qualquer expressdo que indica um determinado objecto (matematico ou nio).

* Ex. 1: Quais das seguintes expressoes sio designacdes?

a) lapis de carvao b)) ) - d2-5
e)2< f)N g) Ng h) Z
)Q j) R k) C

* Obs: 1) Nio se pode atribuir um valor légico (V/F) a uma designagao.

2) Numa designac¢do nao ha variaveis.




DEFINICAO - Designagées Equivalentes

Duas designacgdes, a e b, sdo equivalentes se indicarem o mesmo objecto.
Escreve-se: a = b.

. ~ 2+4 .
* Ex. 2: As designagdes 1 e +T sdo equivalentes?

DEFINICAO - Proposicdo e Valor Légico

Uma proposic¢ao p é qualquer afirmagio sobre determinado objecto, e que pode ser verdadeira
(V) ou falsa (F).
Os atributos V/F sdo os valores 16gicos da proposi¢ao.

* Ex. 3: Proposi¢do? Valor Légico?

a)6=8-2 b)3 >
c)3=3 dZoR
e)0EN

* Obs: Numa proposi¢ido ndo ha variaveis!
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DEFINICAO - Proposicdes Equivalentes

Duas proposi¢ées, p € g, sdo equivalentes se ambas tiverem o mesmo valor logico.
Escreve-se: p & q; elé-se: “p é equivalente a q".

* Ex. 4: Quais dos seguintes pares de proposi¢coes sao equivalentes?
a)6=8—-2e6=056
b)3>3e3% =-32
c)0eENeZDOR




1.1.2. Algebra Proposicional (operacdes com proposicées) e Propriedades

Vamos conjugar proposi¢cdes de maneira a criar novas proposi¢des utilizando as seguintes
operagdes ldgicas:

Operacdo Escreve-se Lé-se

Negacio ~p nao p
Conjuncao pAq req
Disjuncdo pVq pougq

* pimplicagq
* sepentdoq

Implicagdo p=4 * p é condicgdo suficiente para q
* g é condi¢do necessaria para p
* péequivalente a q
Equivaléncia peq © pseesoseq

* p é condicdo necessaria e suficiente
para q

Para obter o valor l6gico das novas proposicdes resultantes da aplicacdo das operagdes logicas
podemos utilizar Tabelas de Verdade:

p ~p p q pPAq pvq p=4q9 p=q

\' F \' \' \' \% \% \'

F \' F F \% F F
F \ F \Y% \% F
F F F F \% \'

Prioridades das Operagées Légicas

A menos da utilizacio de parénteses, obedece-se a seguinte hierarquia das operagdes légicas:
19) ~

29 A,V

39) >

49)




Sejam p, q e r proposi¢des quaisquer. Entdo, as operag¢des ldgicas verificam as seguintes
propriedades:

Propriedade

Dupla Negagio ~(~p)ep
Ap &
Idempoténcia pAP =P
pVp<eSDp
AgSqA
Comutativa PRAT=Anp
pvVq<eqVp
- PA@@AT) S (DA AT
Associativa
pv@vr)e @VvoVvr
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(Continuacgao)

Propriedade

pA(@Vr)e (pAqQV(pAT)
pv@Aar)e Vg A(pVr)

Distributiva

~(pAq) & ~pV~q
~(pVvq) e ~pA~q

Primeiras Leis de De Morgan

Form.ula ~alternatlva da p=>qge~pVg
implicaciao
Negacdao da implicacdo ~p=>2q) ©pA~q

Contra-reciproco pP2qge ~q=>~p




(Continuacio)

Propriedade

Dupla Implicagio p>Dr@=>p e @9

Transitividade P=>9r@=>r)=>@>r1)

* TPC: Demonstrar as propriedades.

* Ex. 5: Sejam as seguintes proposic¢des: p: “2 é par” e q: “2 é negativo”.
Aplique as operacoes logicas as proposi¢des dadas, interprete em linguagem corrente e
obtenha o respectivo valor légico.

* Ex. 6: Seja p uma proposicdo verdadeira e ¢ uma proposicado falsa. Obtenha o valor légico das
seguintes proposicoes:
apVv~q=>-~p
b) pv(~q=~p)

* Ex. 7: (Necessidade e Suficiéncia) Sejam as seguintes proposicdes: p: “frequentar o ginasio” e
q: “estar inscrito no ginasio”.

a)Serdquep = q,ouq = p?

b) Ilustre e interprete o contra-reciproco da resposta a alinea anterior.
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1.1.3. Expressdes com Varidveis

A introducdo de variaveis na logica permite a generaliza¢do dos objectos e das afirmagdes. Por
exemplo: 3x,7 = 2x + 1 ou+/x.

Existem dois tipos de expressdes com variaveis:

DEFINICAO - Expressdo Designatéria

Uma expressao designatdoria é qualquer expressido que se converte numa designacdo ao
substituir as variaveis por valores convenientes.

DEFINICAO - Expressdo Proposicional / Condicdo

Uma condicdo é qualquer expressio que se converte numa proposicdo ao substituir as
variaveis por valores convenientes.

» Ex. 8: Classifique (designacdo/expressao designatéria/proposicdo/condi¢io):

aQ)2+x b)y>3 x€L d)%—x+2 0<0 f)32
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As operagoes logicas (~, A, V, =, ©) definidas sobre as proposi¢des, também se estendem as
condicdes. Sejam p(x) e g(x) duas condi¢cdes quaisquer. Tem-se:

Significado

A condigdo ~p(x) verifica-se quando p(x) nio se

Negagdo ) verificar.
L A condigdo p(x) A q(x) verifica-se apenas quando
Conjungao o) faits) ambas p(x) e g(x) se verificarem.
PR A condigdo p(x)V q(x) verifica-se quando pelo
Disjungao Pl Vet menos uma, p(x) ou q(x), se verificar.
Implicaggio 9 = ) A condigdo p(x) = q(x) verifica-se se sempre que

p(x) se verificar, g(x) também se verificar.

A condicdo p(x) & q(x) verifica-se se sempre que
Equivaléncia p(x) © q(x) p(x) se verificar, g(x) também se verificar, e vice-
versa.




» Ex. 9: Estabeleca equivaléncias ou implicagdes (&, =, &) entre as seguintes condi¢des:

a) x>3vx=3 ___ x=3
b) ~x>1) ____ x<1
A ~x>1) ____ x<1
d x>0 ___ x#0

e) x>3 ___ x>-1

f) x<0 ___ x+2<0

1.1.4. Quantificadores
Uma condicdo pode ser transformada numa proposicao através de duas formas:

* substituindo as variaveis na expressao por valores;
ou

* introduzindo quantificadores para generaliza-la ou especifica-la:

Quantificador Universal Quantificador Existencial

v E|
Lé-se: Lé-se:
* “qualquer que seja” * ‘“existe pelo menos um”
* “paratodo” e “paraalgum”
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Em particular, seja p(x) uma condicdo. Entdo:

“qualquer que seja x, tem-se p(x)”

vx, p(x)

“para todo o x, tem-se p(x)”

“existe pelo menos um x tal que p(x)”
Ax: p(x)

“para algum x, tem-se p(x)”

“existe um e um s6 x tal que p(x)”
3tx: p(x) que p(x)

“para um sé x, tem-se p(x)”

* Ex.10: Seja a condicdo x > 3. Interprete as seguintes proposigdes:
a)vVx e R, x >3
b)axeR: x>3

* Ex. 11: Indique o valor légico das seguintes proposicdes:

a)VxER, x2+1>0 b)Ix eR: x2 <0 c)IxeEN: x2<0
d)axeR, x2-3=0 e)VXx ER, Vy € R, (x+y)? =x?+2xy +y?
fJyxeR, IyeR: y<x gllyeR:VxeR, y<x

* Obs: A troca de quantificadores de tipo diferente resulta numa outra proposicdo que nao é
equivalente a original (veja-se f) e g) do Ex. 11).
Aos quantificadores do mesmo tipo pode trocar-se a ordem sem alterar o valor légico
da proposigdo original.
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Negacgdo de um quantificador - Segundas Leis de De Morgan

Seja p(x) uma condig¢do. Entdo:
~(vx,p(x)) © Fx: ~p(x)

~(3x: p(x)) & Vx,~p(x)

* Ex.12: Negar f) e g) do Ex. 11 (slide anterior).

* Ex. 13: Indique o valor légico das seguintes proposi¢des e negue-as.
a)Vx ER, x2>0
bJvxeR, IyeR: x+y =3

1.2. Breve Introducdo a Teoria dos Conjuntos

1.2.1. Conceitos Bdsicos

DEFINICAO - Conjunto e Elementos

Um conjunto é uma colec¢do de objectos bem definidos.
Os conjuntos sdo representados com letras maitsculas: 4, B, C, ...

Os objectos de um conjunto designam-se por elementos.
Em geral, os elementos de um conjuntos representam-se com letras mindsculas: a, b, c, ...

Um conjunto pode ser formalizado de duas maneiras:

» Listando os seus elementos: {a, b, c,d, e, ... }

* Através de uma condigdo: {x: p(x)}

* Obs: Um conjunto que tem apenas um elemento designa-se por conjunto singular.

Por exemplo, o conjunto {0} é singular.
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Por exemplo: N, Z e R sdo os conjuntos dos niimeros naturais, inteiros e reais, respectivamente.

* Ex. 14: Seja A o conjunto dos nimeros pares menores que 10. Formalize este conjunto
usando duas notagoes distintas.

Relagées de pertenc¢a
Se um objecto a é elemento de um conjunto 4, escreve-se: a € 4, e lé-se: “a pertence a A”.

Se um objecto b ndo é elemento de um conjunto 4, escreve-se: b & A, e 1é-se: “b ndo pertence a
A

* Ex.15: Sejam A = {2,4,6,8}e B ={x:x ERAx < 10} = {x € R:x < 10}.

Refira um elemento e um nio elemento de cada um dos conjuntos anteriores.

DEFINICAO - Igualdade de Conjuntos

Dois conjuntos, A e B, sdo iguais se ambos tiverem os mesmos elementos. Escreve-se: A = B.

« Ex.16: Os conjuntos {x: x € N A x < 5}e{1,2,3,4,5}sd0 iguais?

* Obs: A repeticdo de elementos de um conjunto nio é relevante. Por exemplo, os conjuntos
{0,1} e {0,1,0,1,0} sdo iguais porque ambos tém os mesmos elementos, que
sdo o numero 0 e o nimero 1. Logo, {0,1} ={0,1,0, 1, 0}.

* Obs: A ordem dos elementos de um conjunto ndo é relevante. Por exemplo, os conjuntos
{x,v,2} e {y, 2z, x} sdo iguais porque ambos tém os mesmos elementos. Ou seja, a troca
da ordem dos elementos ndo gera um conjunto diferente. Logo, {x,y,z} = {y, z,x}.
Contudo, uma vez que (x, y, z) representa um terno ordenado, entdo (x,y,z) # (y, z, x).
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DEFINICAO - Subconjunto

Sejam A e B dois conjuntos. Se todo o elemento de A é também elemento de B, entdo diz-se que
A é um subconjunto de B e escreve-se: A € B ou B O A. Formalizando,

AcB&e Vx,xeEA=>x€EB

* Obs: Se um conjunto A nao estd contido num conjunto B, entdo é porque existe algum
elemento de A que ndo é elemento de B. Escreve-se: A ¢ B. Para formalizar
matematicamente, basta negar a proposicdo A C B, isto é:

A¢Be ~AcB)e ~WVx,xEA>x€EB)oIx:x€EANXEB
* Obs: O facto de um conjunto A ser subconjunto de outro conjunto B, permite que A possa

ser igual a B, pois se A = B entdo qualquer elemento de A é também elemento de B.
Contudo, se A € B, mas A # B diz-se que A é um subconjunto préprio de B.

* Propriedade: Para dois conjuntos iguais, A = B, qualquer elemento de A é elemento de B, e
também qualquer elemento de B ¢é elemento de A. Logo, conclui-se que:

A=B&S AcCcBABCA

21

* Ex.17: Escreva as relacdes de inclusio entre os conjuntos N, Z, Q e R.

* Ex.18: Considere os seguintes conjuntos:

A={x€eR:x >0}
B={x€eZ0<x<1}
C={x€eZ: -1<x<1}

Estabeleca duas relagdes de inclusdo e duas relacdes de ndo inclusdo para os
conjuntos anteriores.
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DEFINICAO - Conjunto Universal / Universo

O conjunto universal é o conjunto fixo que contém todos os objectos possiveis num
determinado estudo. Representa-se por U.

* Propriedade: Todo o conjunto é subconjunto do conjunto universal, isto é: VA, A c U.

* Obs: O conjunto universal é previamente fixado, ficando ao nosso critério mas englobando
todos os objectos relevantes para o estudo.

Alguns exemplos sdo: R, R, {x € R: 0 < x < 1}, etc.

DEFINICAO - Conjunto Vazio

O conjunto vazio é o conjunto que nao contém qualquer elemento. Representa-se por: @.

* Propriedade: O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto, isto é: VA, @ C A.

¢ Ex.19: O conjunto {x € N: 0 < x < 1} tem algum elemento?

* Obs: elemento € /¢ conjunto
conjunto ¢ /> /& /5 /= conjunto

e Ex. 20: Indique quais das seguintes proposi¢cdes sdo verdadeiras:
a)1e{1}
b)1 c {1}
c)1¢e{2}
d) {1} € {1,2,3}
e){1,2,3} 0 {2,3}
0 1e{1{23}}
g) (2,3} € {1,{2,3}}
ho={x:xeNAx=x+1}




1.2.2. Operagées Fundamentais com Conjuntos e Propriedades

Sejam A e B dois conjuntos num universo U, isto é: 4, B c U, tais que:

A={x€eU: p()}
B={x€eU: q(x)}

As principais operagdes com conjuntos sdo as seguintes:

Significado

ANB={x€eU: x€ AANx € B}

Interseccao ANB A intersec¢do B
£ ‘ = {x € U: p(x) A q(x)}
4 4 AUB={x€eU: x€ AV x€E B}
Re)uniao UB re)uniao B
= e = (x € U: p(0) V q())
Amenosis A\B={x€eU:x€A A x & B}
Diferenca A\B
(complementar de B em A) ={x eU: p(x) A ~q(x)}

* Ex.21: Sejam A e B dois conjuntos em Rtaisque: A={x ER: x <5}eB={xeR: 2 <x < 6}.

Obtenha:

a) AnB =

b) AUB =

c) A\B =




DEFINICAO - Conjunto Complementar

Seja A um conjunto do universo U. O complementar de A é o conjunto resultante da diferenca
U\A, e representa-se por:

A=A°={x€eU:x¢A}

* Ex. 22: Considere o conjunto universal U = R. Obtenha o complementar de cada um dos
seguintes conjuntos:

a)A={x€eR: x> 3}
b)B={x€R: 0<x <1}

DEFINICAO - Conjuntos Disjuntos
Dois conjuntos, A e B, dizem-se disjuntos se AN B = @

* Ex.23:0sconjuntos A ={x ER: x >3}eB ={x € R: 0 < x < 1} sdo disjuntos?

Sejam 4, B e C conjuntos de um universo U. Entdo, as operagdes sobre conjuntos verificam as
seguintes propriedades:

Propriedade

ANA=A
Idempoténcia
AUA=A
. ANB=BNA
Comutativa
AUB=BUA
N An(BNnC)=(ANnB)NC
Associativa
AU(BUC)=(AUB)UC
ANnBUC)=(ANB)UANC
Distributiva ( )=( U ( )

AUBNC)=(AUB)N(AUC)




(Continuagio)

Propriedade

ANB=AUB
Leis de De Morgan L
AUB=ANB
Duplo Complementar A=A
ANU=A4
Neutralidade
Aup=A4A
. ANg=0
Absor¢ao
AuU=U
Inclusdo do complementar AcBeBcA
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DEFINICAO - Produto Cartesiano

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. O produto cartesiano de A por B é o conjunto de pares
ordenados:

AxB={(x,y): x€AAyE€EB}

c Obs: A2=AXA={(x,y): x€ANyE A}

 Ex. 24: Considere os conjuntos: A = {—1,5} e B = {0,1,2}. Obtenha:
a)AXB
b) A?
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