Cap3. Sucessodes e séries

3.1. Sucessao de numeros reais: revisao.

3.1.1DefinicOes e notacdo

* Def: sucessdo real ou sucessdo de termos reais é qualquer funcdou: N — R,

gue a cada natural n € N associa um Unico ndmero real u(n).

* Notagao: n —ordem

u(n) (ouu,) — termo de ordem n.

* Ex.1)u:N-> R Ex.2) Sucessdo de termo geral v, = (—1)"%
n—n/2
W.
s Ex.3)wy =1, wyq = n—+"1

* Obs: uma sucessao pode ser definida
por um termo geral (ex1 e ex2)
ou por recorréncia (ex3)

* Def: Uma sucessdo (real) diz-se majorada se o conjunto dos seus termos, {u,:n € N},
for majorado.
Uma sucessdo diz-se minorada se o conjunto dos seus termos, {u,:n € N},
for minorado.
Uma sucessao diz-se limitada se for simultaneamente majorada e minorada.

* Exle?2

* TPC: A sucessdo do exemplo 3 é limitada?




* Def: A sucessdo de termo geral u,, é crescente se vn € N,upeq = up.
A sucessao de termo geral u,, é decrescente se Vn € N,u, 1 < u,.

Uma sucessao crescente ou decrescente diz-se mondtona.

* Como se prova que uma sucessdo € mondtona?

* Ex1,2,3

2n+6
2n-3

* TPC. Monotoniade a, =

3.1.2. Limites: definicdo e propriedades

* Def: Sejau, otermo geral de uma sucessdo e sejaa € R.
Diz-se que a sucessao tende (converge) para a (1, = a ou n1—1>r—{¥loo U, =aoulimu, = a)
se
V6§ >03p€eN:n=>p=|u, —al <é.

A a chama-se limite da sucessao.
* Prop: O limite de uma sucessao, se existir, é Unico.

* Prop: Toda a sucessdo convergente é limitada.

* Obs: O reciproco ndo é valido:

uma sucessdo limitada pode ndo ser convergente (Ex. 4: x, = (—1)™).




* Prop: Toda a sucessdo mondtona e limitada é convergente.

e TPC: (cap3)ex2abc

+ Algebra dos limites:

Sejama, b € R.
Teor 1:Se limu, = a e limv, = b entdo
a) lim(u, +v,) =a+>b
b) lim(u,.v,) = a.b
c) lim%=%,se v, #0,VyneN e b#0

n

e TPC: Cap3 Ex2c

¢ Ex: Calcule o limite da sucessdo cujo termo geral é

a)n? b) 1/n

-n?+43n 3n%-2n+1
d) 2n2+5n e) n+3

- 3n?+(-1)"5n+17
g) n h) —-2n2+50n

* Que tipo de indeterminagdes existem?

)vn+5+vVn+3

k)vn+5—3n

c) —n? + 200n

3n%-2n+1
Tl3

f)

Jvn+5—+n+3




* Teor 2: Considerem-se trés sucessdes reais, de termos gerais 1., v;,, € W,,.

Se v, <u,<w,VneN e limvy, =limw, =a entdo limu, = a.

(teor das sucessGes enquadradas)

 Corol: O produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada é um infinitésimo

(ou seja, se lim u,, = 0 e v, for limitada, entdo limu, .v, = 0).

* Limites especiais:

a)Sejaa € R.

+00, sea>1
1 sea=1

~ 1e n_ )1
Entdolima™ = 0, selal <1

nao existe,sea < —1

b) lim (1 + S)n = ek

u
selimu, =+w e limv, =k, k € R, entdolim (1 +Z—”) s

* Ex(cont)

) 3™

m) (=3)" n ()




3.1.3 Subsucessoes

Def: Subsucessao de uma sucessdo de termo geral u,, é qualquer sucessao formada por
um subconjunto infinito de termos da sucessdo de termo geral u,, (mantendo a
ordem).

Ex: Sejav, = (—1)”% (ex2).
subsucessdo dos termos de ordem par: vy, =

subsucessdo dos termos de ordem impar: vy,_1 =

subsucessdo dos termos cuja ordem é um multiplo de 4:

* Prop: Sejaa € R. Selimu, = a entdo todas as subsucessdes de u,, convergem para a.

* Obs (contra-reciproco):
Se uma sucessdo tiver duas subsucessdes com limites diferentes, entdo a sucessdo ndo é

convergente.

* Ex5) y, = (—1)"%rl ; Converge? Se sim, para quanto?

1
* Ex2) v, = (—1)";
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* Prop: Uma sucessdo converge paraa se e sé se a subsucessdo dos termos de ordem impar e
a subsucessdo dos termos de ordem par tendem ambas para a, ou seja,

u, = a sse (Uyp_q—0aeuy,—a)
E, mais geralmente,

* Prop: Se existir um conjunto de subsucessdes de u,,,
disjuntas duas a duas,
em numero finito,
todas com o mesmo limite a (€ R),
e tais que todos os termos de u,, pertencam a uma dessas subsucessdes,

entao
U, = a.

* TPC: Cap3 ex1 todo, ex 2d
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3.1.4. Progressao Geométrica

* Def: Sejar € R. Progressao geométrica de razdo r é qualquer sucessdao em que cada
termo, a partir do primeiro, é igual ao produto do anterior por r, ou seja
Ups1 = Uy XT, VN EN.
A soma dos k primeiros termos de uma progressao geométrica é

1—rk

k
Uy —, ser #1
1—r

Sk=u1+---+uk=2un=

n=1
k Xuy, ser=1

* Ex: Considere as sucessdes de termos gerais w,, =3n e x, =3 x 2",
a)Para cada uma, verifique se se trata de uma progressdo geométrica;
b)Em caso afirmativo calcule i) a soma dos 11 primeiros termos

ii) a soma do termo u,3 ao uz3, inclusivé.
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* TPC: ex2e, 3, 4.

¢ Exemplo de aplicacdo (TPC):

Ha alguns anos contrai um empréstimo. Acabei de pagar mais uma prestacdo desse
empréstimo e ainda me falta pagar, durante 20 anos, uma prestacdo fixa de 5000 euros por
ano.

Acabei de herdar 100 000 euros e tenho muitos planos para os gastar, mas ja decidi que
vou fazer um depdsito a prazo agora, que me garanta o pagamento das vinte prestagdes
anuais que ainda me faltam pagar.

Quanto dinheiro tenho de depositar agora, sabendo que o juro (composto) anual liquido
do depésito a prazo é de 1% ao ano?

Obs: Admita que é possivel renegociar o empréstimo de modo a que, em cada ano, sé se
pague a prestacdo dos 5000 euros apds os juros terem sido creditados na conta.
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3.2. Séries numéricas
3.2.1. Exemplo introdutorio

0 P, P,  PyByA
Seja A=1 esejam P;, P, Ps,...,P,, ... pontos tais que

o7 =PA=1, PR=PA=(3), BE=PA=(3)

Como OP,=0P; + PP, + P,P3+ -+ P,_{P,, tem-se

=24 @ e )




+ Assim, 04 = lim OF, =3+ (1)2 + (1)3 +oet (%)n + o

n—+00 2 2

a esta “soma” de uma infinidade de parcelas chama-se série

a2 Q4o () - 1=

n—+co

* Def: A expressdo

1 12+ 13+ NAW 1)
2 \2 2 2 _z 2
n=1
- 1\
chama-se série de termo geral (E) .

. - 1. /1\2 1\3 1\
Soma parcial é a soma finita S,, = -t (E) + (E) + -+ (E) .
Soma da série, S, é o limite das somas parciais, se existir e for finito, ou seja,
S= lim §,.

n—+co

3.2.2. DefinicOes e exemplos

* Chama-se série de termo geral a,, e designa-se por
+00
n=1
a uma expressao do tipo a;ta, +--+a,+-,
onde a,, é uma sucessdo de termos reais.

* Soma parcial, S, é a soma (finita) de n parcelas, S, = a; + a, + -+ a,.
* Diz-se que a série de termo geral a, € convergente se existir e for finito o limite das
somas parciais, isto €,
se lim S5, =S5, SER.

n—-+oo
Quando a série é convergente, ao nimero S chama-se soma da série e escreve-se
+ oo

Zan=5.

n=1 16




* Def (cont) A série é divergente se lirﬂp S,, ndo existir ou ndo for finito.
n—-+oo

* Ex: Estude a convergéncia das seguintes séries

1 n
ExL. 5% (5)

Vimos que S,, = %+ (%)2 + (%)3 + -+ (%)n eque lim S, =1- (l)n =1

n—+oo 2

. .. 1\",
ou seja, a série de termo geral (E) ¢ convergente e tem soma 1.
Ex2. Y (-1)"

Ex3. Y3+ 3"

3.2.3. A série geométrica

Def:  Chama-se série geométrica de razdor a
+o00

Zarn, a,r €R.

n=1

Teor: A série geométrica é
, ~ ar
a) convergente se e sé se || < 1 e entdo tem soma T

b) divergente se e sé se |r| = 1.
Ex1,2,3

Obs:  Se |r| < 1entdo

+ oo
ar’” = .
1—r
n=k




3.2.4 Propriedades

Obs: A natureza de uma série ndo se altera por modificagdo de um numero finito dos
seus termos. Por exemplo,

+00 +00
z a, convergesee SO se E a, converge.
n=1 n=123

Teor: Se Y12 a, for convergente entdo nlir}rl a, = 0, ou seja (contrareciproco),
—+00

se lim a, # 0 entdo %1% a, diverge.
n—-+oo

Obs:  Pode acontecerque lim a, =0 e Y} a, sejadivergente,
n-+o

+00
Zl
~

n=1

como é o caso da série harmonica,
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* Ex  Estude a convergéncia das seguintes séries
a) Lpa (="
b) Lnza 5
€) Xns2 nTJrZ
d) Xp21(=2)"

e) Thd —

n=1,,7
) Ssa (—2)
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* Teor: Sejam +00

an=b1+---+bn+---

duas série convergentes, de somas A e B, respetivamente.
Entao, oo

a) 2 a, + b, é convergente e tem soma 4 + B,

n=1
+o0o

b) Z Aa, é convergente e tem soma A4 (4 € R).

n=1
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Teor:

Notal:

Nota2:

(Critério de comparacgao)
Sejam Y a, e Y b, duas séries de termos positivos e tais que
a, < by, vn € N.

a)Se Y. a, fordivergente entdo ) b, também é divergente;

b) Se Y b, for convergente entdo Y a, também é convergente.

Este critério permite demonstrar que a série harmonica,

Z 1
n
é divergente (dem Sec XIV, pelo bispo Nicole Oresme).

Numa série, a alteracdo da ordem de uma infinidade de termos pode alterar a
natureza da série.
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3.2.5. AplicacOes

Utilizando a teoria das séries numéricas é possivel escrever qualquer dizima infinita
periddica na forma de fragdo.

Por exemplo,

a)0,(2)
b) 0, (24)
c)3,(24)
d) 0,3(45)
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