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3.1. Sucessoes

3.1.1. Definig¢oes Principais e Notacdo

DEFINICAO - Sucessdo Real

Uma sucessao real (ou sucessio de termos reais) é qualquer correspondéncia u: N - R, que
a cada nimero natural n € N associa um tGnico nimero real u(n) € R.

* n — ordem da sucessdo;
* u(n) — termo de ordem n da sucessio.

* Obs: Em termos de notacio, é corrente utilizar u,, em vez de u(n) para representar o termo
da sucessao.

* Obs: Uma sucessio pode ser definida de duas maneiras:

1) por um termo geral; por exemplo:

wN->R _ a1l
n - n/2 ou v, =(-1) -
2) por recorréncia; por exemplo:
WTl

wy =1 wpyq =1

* Ex. 1: Defina a sucessao que a cada natural associa a sua raiz quadrada.




Representagdo Grdfica de uma Sucessdo

Uma sucessdo pode ser representada através de uma sequéncia de pontos. Por exemplo, a
~ 1 . s
sucessdo u com termo geral u, = —tem o seguinte grafico:
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DEFINICOES - Sucessdo Majorada, Minorada e Limitada

Seja u uma sucessao real. Entao:
* u émajorada se o conjunto dos seus termos {u,: n € N} for majorado.
* u é minorada se o conjunto dos seus termos {u,:n € N} for minorado.

* u élimitada se for simultaneamente majorada e minorada.

~ - . w- ST .
* Ex. 2: A sucessdo w definida por: w; = 1; wy41 = n—+"1 é limitada?




DEFINICOES - Sucessdo Crescente, Decrescente e Monotona

Seja u uma sucessao real de termo geral u,,. Entao:
* uécrescente se:Vn € N,u,, . = u,.
» uédecrescente se: Vn € N,u, 1 < u,.

* u é monotona se for crescente ou decrescente.

* Obs: Para provar que uma sucessio é monoétona, calcula-se a diferenca entre termos
consecutivos, U, 1 — Up:

» sevn € N,u,,q —u, = 0, entdo u é mondtona crescente;

» sevn € N,u, 1 —u, < 0entdo u é mondtona decrescente.

2n+6

* Ex. 3: Analise a monotonia da sucessdo com termo geral a,, = P

3.1.2. Limites: Definicdo e Propriedades

DEFINICAO - Limite de uma Sucessdo (Convergéncia)

Seja u uma sucessdo com termo geral u,, e sejaa € R.
A sucessdo u tende (converge) para a se:

V6 >0,IpeENn=>p=|u,—al<§
E escreve-se:

lim u, =a ou limu,=a ou wu,-a
n—-+oo

0 valor a designa-se por limite da sucessao u, e diz-se que a sucessio é convergente.

* Propriedade: O limite de uma sucessao, se existir, é tnico.

* Obs: Uma sucessdo que ndo é convergente diz-se divergente.

Por exemplo, as sucessdes com termos gerais u, = n e v, = (—1)™ sdo divergentes, pois
quando n = +oo, u diverge para 4+ e v assume os valores 1 e —1 de maneira sucessiva.
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Representagdo grdfica da defini¢do de convergéncia

Visualmente, a definicdo de convergéncia pode ser ilustrada através da seguinte imagem:
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Algumas propriedades das sucessées e relagéo com a convergéncia

* Propriedade: Toda a sucessdo convergente é limitada.

» o contrareciproco permite concluir que se uma sucessdo nido é limitada,
entdo é divergente. Por exemplo, a sucessido de termo geral u, = y/n nio é
limitada; logo é divergente.

» o reciproco ndo é valido, isto é: uma sucessdo limitada pode nio ser
convergente. Por exemplo, a sucessdo de termo geral u,, = (—1)™ é limitada,
mas ndo é convergente.

* Propriedade: Toda a sucessdo limitada e monétona é convergente.

N 1,0 . .
Por exemplo, a sucessdo com termo geral u,, = ~é limitada e mond4tona
decrescente; logo é uma sucessao convergente.




Limites Importantes

+o, seq >0
* Sejaq € Q. Entdo:limn? =< 1, seq=0
0, seq<0
00, sea>1
1 sea=1
. 1 30 i n — ’
Seja a € R. Entdo: lima 0, e —1<a<i
nao existe, sea<-—1

Un

k n
* Seja k € R. Entdo: lim (1 + —) = ek
n
> selimu, =+ elimv, = k, entdo: lim (1 + Z_n) = ek,

Algebra dos Limites

Sejam a, b € R. Se limu,, = aelimv, = b, entdo:
e lim(u,+v,)=a+b

e lim(u,—v,)=a—>b

e lim(u,-v,) =a-b

. limu—”=%,sevn¢0VnEN,eb¢0

Un
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Algebra dos Limites

Algebra com Limites Infinitos - Adicdo

Sejam a € R e t+oo limites de sucessoes. Entao:
* a+ (4+,) =+

e a+(—») =—-x

* +o0 + (+00) = 400

e —00+ (—w) =—00

Algebra dos Limites

Algebra com Limites Infinitos - Multiplicacdo

Sejam a € R e t+oo limites de sucessoes. Entao:
* (+00) - (+00) = +oo
¢ (-0) () = +oo
¢+ (+%):(—00) = —o0
e sea>0,a:-(+w) =+ e a:(—0)=—x
e sea<0,a-(+xo)=—o e a-(—o) =+
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Algebra dos Limites

Algebra com Limites Infinitos - Divisdo

Sejam u e v duas sucessoes.

. . 11
+ selim(u,) = 0%, entdo: llmu— ==t
n
. _ . 11
+ selim(u,) = 07, entdo: llmu— === =09
n
. _ s 11
+ selim(u,) = +x, entio: llmu— S 0
n T

Indeterminagoes
Os principais tipos de indeterminacgdes sdo os seguintes:
* o0+ (o)
* 0% (£0)
.2
0
. [ee)
w
* 1% (nos limites do tipo u,';", onde u, - lewv, - +o,emque u, # 1 vn € N)
L] mo
. 00
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Teoremas Importantes sobre Limites

TEOREMA - Sucessdes Enquadradas

Sejam t, u e v sucessoes reais de termos gerais t,, U, € v,.

Set, <u, <v,elimt, =limvy, = g, entdo: limu, = a.

TEOREMA

0 produto de um infinitésimo por uma sucessao limitada é um infinitésimo, isto é:

se lim u, = 0 e v, limitada, entdo: limu, - v, = 0.
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* Ex. 4: Calcule o limite da sucessao cujo termo geral é:

a) n? b) 1/n c) —n? +2n
d) 5n% — 100n e) (n* +1)/n f) ;Zii;’j

g) Tt ) 22 0

j e gviEs—vi  )(1+3)’

m) (5 _ %)n n) (3n+1)" 0) 3n2+(-1)"5n+17

3n+6 —-2n2+450n




3.1.3. Subsucessodes

DEFINICAO - Subsucessdo

Uma subsucessao é qualquer sucessdo formada por um subconjunto infinito de termos de uma
sucessao real de termo geral u,,, mantendo a respectiva ordem.

: ~ 1
* Ex. 5: Seja u uma sucessdo real com termo geral u,, = (—1)" -

a) Obtenha a subsucessdo dos termos de ordem par?

b) Obtenha a subsucessio dos termos de ordem impar?

* Propriedade: Sejam u uma sucessdo real e a € R.

Se limu,, = a, entdo todas as subsucessoes de u convergem para a.

* Obs: O contrarreciproco da propriedade anterior permite concluir que:

Se existirem duas subsucessdes de u com limites diferentes, entdo a sucessdo u nio é
convergente.

* Propriedade: Uma sucessdo u converge para a se e sé se a subsucessao dos termos de ordem
impar e a subsucessdo dos termos de ordem par tendem ambas para q, isto é:

limu, =a e limuy,,_; =aAlimu,, =a

Ex. 6: As sucessdes u e v com 0s termos gerais seguintes convergem? Se sim, para quanto?

a)u, = (-1 b) v = (—1)"~
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3.1.4. A Progressdo Geométrica

DEFINICAO - Progressio Geométrica

Uma progressio geométrica de razio r (€ R) é qualquer sucessdo em que cada termo, a
partir do primeiro, é igual ao produto do anterior por r, ou seja:

Upp1 =Up XT,VN EN

* Resultado: A soma dos k primeiros termos de uma progressao geométrica é dada por:

1—rk

k
o —
T1—¢"

Sk=u1+u2+---+uk=2un=

n=1

ser #1

kxuq, ser=1

* Ex. 7: Considere as sucessdes de termos gerais u, = 3nev, = 3 x 2™

a) Para cada uma das sucessoes verifique se se trata de uma progressdo geométrica.
b) Em caso afirmativo calcule:
i) a soma dos 11 primeiros termos;

ii) a soma do termo u,3 ao u33, inclusive.

* Ex. 8: Ha alguns anos contrai um empréstimo. Acabei de pagar mais uma prestacdo desse
empréstimo e ainda me falta pagar, durante 20 anos, uma prestacdo fixa de 5000 euros
por ano.

Acabei de herdar 100 000 euros e tenho muitos planos para os gastar, mas ja decidi que
vou fazer um depdsito a prazo agora, que me garanta o pagamento das vinte prestacdes
anuais que ainda me faltam pagar.

Quanto dinheiro tenho de depositar agora, sabendo que o juro (composto) anual liquido
do depdsito a prazo é de 1% ao ano?

Obs: Admita que é possivel renegociar o empréstimo de modo a que, em cada ano, s6 se pague a prestacdo dos
5000 euros apds os juros terem sido creditados na conta.

20




3.2. Séries

3.2.1. Definicdo e Notagdo

DEFINICAO - Série Real

Uma série real (ou série de termos reais) é qualquer expressio da forma:

+00
a1+a2+a3+---=2an

n=1

onde a,, € uma sucessao real e designa-se por termo geral da série.

* Ex. 9: Defina a série cujo termo geral é a sucessdo dos quadrados dos numeros naturais.
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3.2.2. Convergéncia

DEFINICAO - Soma Parcial de uma Série

Seja Y+ a, uma série real, com termo geral a,. A soma finita dos primeiros n termos da
sucessao a é dada por:

n
Sn=a1+a2+---+an=2ai
i=1
E designa-se por soma parcial da série.

* Obs: O conjunto de todas as somas parciais S,, de uma série é uma sucessdo! Em particular, os
respectivos termos sao:

> S1=a

> Sy =ay+a,

» S3=a;+a,+az
> ..
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. . - 1\"
* Ex. 10: Considere a seguinte série: Y12, (E) .

a) Obtenha os primeiros 6 termos da sucessao das somas parciais S,, da série.

. = - ~ .. 1n\"
b) Mostre por indugdo matematica que a sucessio das somas parciais S,, = 1 — (E) .

 Ex. 11: Considere a seguinte série: Y7, 3™,

a) Obtenha os primeiros 5 termos da sucessao das somas parciais S,, da série.

. - L. 31‘L+1_3
b) Mostre por indu¢do matematica que: S,, =

2
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DEFINICAO - Convergéncia de uma Série

Uma série Y+ a,, é convergente se o limite da sucessdo das somas parciais existir e for finito,

isto é, se:

lim S, =S, SE€eR
n—-+oo

Neste caso, o nimero real S designa-se por soma da série e escreve-se:

+00

Zan=5

n=1

* Obs: Uma série é divergente se lim S, nao existir ou nao for finito.
n-+oo
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* Ex. 12: Estude a convergéncia das seguintes séries:

SO
b) %% 3"

) XaZ (=D
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3.2.3. A Série Geométrica

Sdo poucas as séries que podem ser estudadas a partir da definicio de convergéncia, pois
costuma ser bastante complicado obter uma expressao geral para a sucessdo das somas parciais
S, a qual se possa depois aplicar o limite. Um caso especial de séries que permitem um estudo
mais aprofundado sdo as séries geométricas.

DEFINICAO - Série Geométrica

Uma série geométrica de razio r é qualquer série da forma:

+co

Z ar™  (a,r €R)

n=1

. n\", . . ~
* Ex.13: Asérie Y} (E) é geométrica? Se sim, qual a sua razdo?
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TEOREMA - Convergéncia e Divergéncia da Série Geométrica

A série geométrica Y+ & ar™ é:

’ r
+ convergente seesése: |[r| <1, eY L ar*=a- Py

« divergente se e s6 se: |r| = 1.

* Resultado: Se |r| < 1, entdo:

+oo
ar"=a-
1-r
n=k

* Ex. 14: Indique se as seguintes séries geométricas sdo convergentes (e respectiva soma) ou
divergentes:

n
a) B o b) Th%i 9 %5 (-3)

27

3.2.4. Propriedades

TEOREMA - Convergéncia da Adig¢do de Séries e do Produto por um Escalar

Sejam Y12 a, e Y12 b, duas séries convergentes, de somas A e B, respectivamente. Entdo, a
série:

« Yt (a, + by,) é convergente e tem soma 4 + B;
« Y1 (1a,) é convergente e tem soma AA (1 € R).
* Ex. 15: Mostre que as seguintes séries sdo convergentes e calcule as respectivas somas:

4M+1
a) Z;fl 5n

4oo 3271423741

b) Zn:l 6N
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TEOREMA - Critério de Comparagdo

Sejam Y2 a, e Y42 b, duas séries de termos positivos tais que:
a, < by, vn e N
+ seX}% a, for divergente, entdo Y, b, também é divergente;

« seY+% b, for convergente, entdo Y%, a, também é convergente.

4ot ‘. 1, 5.
+ Ex. 16: Mostre que a série harmdnica ¥+ ~€ divergente.

- 2+(-D" ,
¢ Ex. 17: Mostre que a série Y% % € convergente.
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TEOREMA
Se Y+%, a, for uma série convergente, entdo: lim a,, = 0.

* Obs: O contrareciproco do teorema anterior permite concluir que se lim a,, # 0, entdo a série
42 a, é divergente.

+oo M2
n=1yn242

* Ex.18: Mostre que a série ), é divergente.

> Obs: Pode acontecer que lima, = 0 e Y12, a, seja divergente, como é o caso, por exemplo, da

- L 1
série harmonica Y% -
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* Propriedade: A natureza (convergéncia/divergéncia) de uma série nio se altera quando se
modifica um nimero finito dos seus termos.

- 1\,
« Ex.19: Asérie Y} %, (5) é convergente?

* Nota: A natureza de uma série pode alterar-se ao modificar-se a ordem de uma infinidade dos
termos. Por exemplo, ao reordenar-se todos os termos de uma sucessido convergente a
partir de uma certa ordem, poderemos obter uma sucessao divergente.

* Ex.20: Estude a convergéncia das seguintes séries:

a) TiE(-1)"
b) Tnzs 5
Q) Tnsz o
d) TiZ(-2)"

) Yio -

n=1p41

f) anz (_ %)n




* Ex. 21: A teoria das séries numéricas permite escrever qualquer dizima infinita periédica na
forma de fraccdo. Faga-o para os seguintes casos:

a) 0.(2)
b) 0.(24)
c) 3.(24)

d) 0.3(45)




