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Bernoulli

@ Prova de Bernoulli é uma experiéncia com apenas dois
resultados: sucesso e insucesso.

@ Uma v.a. tem distribuicao de Bernoulli de pardmetro p se esta
assumir apenas dois valores, sucesso e insucesso, ou 1 e 0,
com probabilidade p e 1 — p respectivamente:

X — 1, com probabilidade p
B 0, com probabilidade 1 — p

@ Se a v.a. X tem distribuicdo de Bernoulli a fung¢do de
probabilidade tem a expressao,

P(X=x)=p(1-p)™, x=00ux=1,0<p<1
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Bernoulli (cont)

@ Momentos:

E(X)=1p+0(1—p)=p (1)
Var(X) = p(1 = p)* + (0 — p)*(1 = p) = p(1 - p) (2)
M(t) = E(e™) =) e™p*(1—p)'"* = (1 —p) + pe".

x=0
(3)
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Binomial

@ Vamos observar o valor da v.a. X, sucesso ou insucesso, huma
sequéncia de n provas de Bernoulli independentes, cada uma
com probabilidade de sucesso p, e registamos o valor da sua
soma, Y ,i. é., o niumero total de sucessos.

@ Seja y o nimero de sucessos em n provas independentes.
Qualquer sequéncia de valores de X com soma y em n provas
tem probabilidade,

P(Y=y)=p"1—p)"Y,y=0,1,2,...,n, 0< p<1,

<;> ~(n n)!/)ly!

sequéncias destas, tem-se

@ como ha

P(Y =y)= <;>py(1—p)”y, y=0,1,2,...,n, 0< p<1.
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Binomial (cont)

@ Momentos:

E(Y)=np
E(Y?)=n(n—1)p*>+ np
Var(Y) = np(1 - p)

M(t) = (1 — p+ pe")".

RS

—~~ ~~ —~
~N O
~— — N~ —

e Notas:
e Se X ~ B(n,p) e Y ~ B(m, p) sdo independentes entdo
X+Y ~B(n+ m,p)
e se n é grande, a binomial pode ser aproximada de forma
razodvel pela normal
e se n é grande, e com A = np, a distribui¢cdo Po(\) pode ser
utilizada como uma aproximagdo a B(n, p)
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Binomial negativa

@ Quando se fixa o niimero de provas de Bernoulli n, o nimero
de sucessos € uma Binomial.

@ Quando se fixa o nimero de sucessos r, e se considera o
nimero de provas que tém de realizar-se até se obterem r
sucessos, entdo o nimero de provas é uma v.a.,

X ~ NB(r,p), que assume valores da sucessdo
r,r+1,r+2,..., com fungio probabilidade,

x—1

P(X:x):<

)pr(l—p)x_r, x=r,r+1,r+2,...,0<p<1.
X —r
@ O acontecimento X = x sé pode ocorrer se houver

exactamente r — 1 sucessos nas x — 1 primeiras provas e 1

sucesso na x-ésima prova.
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Binomial negativa (cont)

@ Fazendo a mudanca de varidvel Y = X — r, onde Y
representa o n° de insucessos antes de r-ésimo sucesso, temos,

-1
P(Y =y)= (y+; )p’(l—p)y, y=012...,0<p<1
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Binomial negativa (cont)

e Momentos (Y):

E(Y)=r(1-p)/p
Var(Y) = (1 - p)/p?
M(t) = p"(1—(1—p)e’)™", t < —log(l - p)
e Momentos (X):
E(X)=r/p
)

M(t) = (pe")" (1 — (1 — p)e*) ™", t < —log(1 — p)
reparametrizando a binomial negativa em termos da média,
w=r(1—p)/p, tem-se,

E(Y)=wn
Var(Y) = p+ p?/r
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Geométrica

@ A distribuicdo geométrica é uma distribuicdo discreta, e pode
ser vista como a probabilidade de a primeira ocorréncia de um
sucesso acontecer ao fim de x provas de Bernoulli, cada uma
com probabilidade de sucesso p.

@ Pode ser vista como a distribuicdo do tempo de espera por 1
sucesso.

s

@ E um caso particular da binomial negativa com r = 1.

@ Uma v.a. X tem distribuicdo geométrica, se a f.p. puder
escrever-se como,

PX=x)=p(l—-p), x=0,1,2,... 0<p<1
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Geométrica (cont)

@ Momentos:

E(X) = 1;”
Var(X) = 1;2”
M(t) = T (1p_ pyet’ t < —log(l—p)
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Multinomial

o A distribuicdo multinomial generaliza a binomial.

@ Se X1, X, ..., X, sdo acontecimentos mutuamenta exclusivos
com P(X1) = p1,...,P(Xk) = px entdo a probabilidade de
em n provas Xj ocorrer xy vezes, ..., X, ocorrer xi vezes, é
dada por,

P(Xl :Xl,X2 :XQ,...,Xk :Xk) =
n!

X1 X0 X
ol (P1 P2 Pis
x1Ixol .. xg!

X;ZO,ZX,-:n,Zplzl
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Multinomial (cont)

@ Momentos:

E(Xi) =
E(X?) = n(n —1)pi® + np;
E(X,'X) = n(n— 1) Pipj
Var(X;) = npi(1 — pi)
Cov(Xi, Xj) = —npip;
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Poisson

@ A distribuicdo de Poisson é uma distribuicdo discreta que
expressa a probabilidade de ocorréncia de um nimero de
acontecimentos em determinado periodo de tempo fixo, em
que esses acontecimentos ocorrem a uma taxa constante e
independentemente do tempo desde o ultimo acontecimento.

@ Se o valor esperado das ocorréncias no intervalo de tempo fixo
é A a probabilidade de haver exactamente x ocorréncias é
dada por,
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@ Momentos:

E(X)=A
E(X?) =X\ +1)
Var(X) = X

M(t) = exp(A(ef — 1))

@ Notas:
e Se X ~ Po(X) e Y ~ Po(0) sdo independentes entdo
X +Y ~ Po(\ +6)
o Se X ~ Po(A) e (Y| X =x)~ B(x,p) entdo Y ~ Po(Ap)
o A binomial converge para a Poisson quando n - coe p — 0,
mantendo-se constante np.
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@ A distribuicdo uniforme é uma distribuicdo continua com dois
pardmetros definida num intervalo [a, b] onde todos os
sub-intervalos de [a, b] de igual comprimento s3o igualmente
provaveis.

@ Uma v.a. X tem distribui¢do uniforme, X ~ U(a, b), se a
f.d.p. se escrever como,

() = 5o, x € [a,5].
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Uniforme (cont)

@ Momentos:

E(X)=(a+ b)/2
E(X?) = (a® + ab+ b%)/3
Var(X) = (b — a)?/12
eb e
M(t) = b=a) t#0.

Como M(t) e as suas derivadas ndo estdo definidas em t =0,
os momentos de ordem k =1,2,... obtém-se calculando
|imt7>0 M(k)(t)
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Uniforme (cont)

@ Notas:

Com a=0e b =1 tem-se a uniforme standard, U(0,1)
Se X ~ U(0,1) entdo também Y =1— X ~ U(0,1)

Se X ~ U(0,1) entdo Y = —(1/A) log X ~ Ex())

A soma de duas varidveis independentes e com a mesma
distribuicdo uniforme é uma varidvel com distribuicdo
triangular.
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Normal

@ A distribuicdo normal é uma distribuicdo continua, definida
em R, com dois pardmetros e pode ser utilizada para modelar
uma grande variedade de fenémenos.

e Uma v.a. X tem distribuicdo normal, X ~ N(u, o), se a f.d.p.
Se escrever como,

f(x) = (2mo?) Y2e om?/20° e R 5 > 0.
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Normal (cont)

@ Momentos:
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Normal (cont)

@ Notas:

Para n grande a B(n, p) é aproximadamete N(np, np(1 — p))
Para A\ grande a Po(\) é aproximadamente N(\, \)

Para v grande a t(v) é aproximadamente N(0, 1)

Para v grande a X%u) é aproximadamente N(v,2v)

Se X ~ N(p,0) e a,b € R entdo (aX + b) ~ N(ap + b, a%°0?)
A soma (ou combinacdes lineares) de v.a.s independentes com
distribuicdo normal é ainda normal. O inverso também é
verdadeiro.

Se Xi,...,X, sdo v.a.s independentes com distribuicdo normal
standard, entdo Y./ X? ~ X%n)

A média amostral, X, de uma qualquer populagio onde existe
média e varidncia, é uma v.a. que converge em distribuicdo
para a normal, quando n — cc.
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Exponencial

@ A distribuicdo exponencial é uma distribuicdo continua,
definida em R, com um pardmetro e pode ser utilizada para
modelar tempos de espera.

e Uma v.a. X tem distribui¢do exponencial, X ~ Ex(¢), se a
f.d.p. se escrever como,

f(x) =de7%, x>0, >0.
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Exponencial (cont)

@ Momentos:

E(X)=1/§

E(X?) =2/8?

Var(X) = 1/4°
M(t)=6/(6—t), t<$d
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Exponencial (cont)

@ Notas:
e Se X é uma exponencial tem-se
P(X>t+s|X>s)=P(X>t),Vt,s>0
o Se X; ~ Ex(0),i=1,2,...,n, entdo > X; ~ G(n,0)
o Se X ~ Ex(d) e k >0, entdo kX ~ Ex(d/k)
o Se X; ~ Ex(d;), i =1,2,...,n, entdo min X; ~ Ex(>_ 0;)
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Gama

@ A distribuicdo gama é uma distribuicdo continua, definida em
RT, com dois pardmetros e pode ser utilizada para modelar
tempos de espera, i.é., tempo até a ocorréncia de determinado
acontecimento.

@ Uma v.a. X tem distribui¢do gama, X ~ G(«,d), se a f.d.p.
se escrever como,

o

r(a)xa_le_x‘s, x>0, a>0,0>0.

f(x) =
e I'(a) é a fungdo gama, definida por,

F(a):/ e x> Ldx.
0

o [(«) verifica a relagdo, () = (v — 1) (v — 1)
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e Uma parametrizagdo habitual consiste em fazer 5 =1/4,
parametro de escala,

x*1e™/B x>0, a>0,8>0.

@ Momentos (na parametrizagdo «,9):

E(X)=a/é
E(X?) = a(1+a)/8
Var(X) = /6>
M(t)=(1—(1/0)t) ", t <
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e Notas:

Se Xi ~ G(«;,9), i=1,2,...,n, entdo > Xi ~ G(>_ ey, 9)
Se a =1, entdo X ~ Ex(9)

Se Xi ~ Ex(6), i=1,2,...,n, entdo > X; ~ G(n,?)
Sea=n/2ed=1/2 entio X ~x{,

Se X ~ G(,9), entdo 20X ~ xfp,

Se X ~ N(p, ), entdo (1/2)(X — p)?/o? ~ G(1/2,1)
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Weibull

@ A distribuicdo Weibull é uma distribuicdo continua definida
em RT e é usualmente utilizada em problemas de fiabilidade
(sobrevivéncia).

@ Uma v.a. X tem distribuicao Weibull com 3 parametros,

X ~ W(a,p,0), se a f.d.p. se escrever como,

f(x) = aB(x — 0)°tem=0" >0, 3>0, 0> 0.

@ A Weibull com 2 pardmetros, quando (# = 0), é mais usual,
X ~ W(a, ), com f.d.p.,

f(x) = afx’ e’ a0 >0, 8> 0.
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Weibull (cont)

e Momentos (com 6 = 0):

£ = 19
E(X¥) = W, k=1,2,...

Var(X) = #[ru +2/8) = T2(1+1/8)]

@ Notas:
e Sef=1e60=0, entdo X ~ Ex(«)
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@ A distribuicdo beta standard é uma distribuicdo continua com
dois parametros, definida no intervalo [0, 1] e é usualmente
utilizada em estatistica bayesiana para modelar propor¢oes.

e Uma v.a. X tem distribuicdo Beta, X ~ B(«, 3), se a f.d.p.
se escrever como,

1

Be(a, )

e Be(a, ) é a fungdo beta, definida por

x*11-x)"1 0<x<1,a>0 8>0.

f(x) =

1
Be(a, 5) = /0 x271(1 - x)P~Ldx.

e Be(a, 3) verifica a relagdo Be(a, 8) = T'(a)l(8)/T (e + B)
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Beta (cont)

@ Momentos:

E(X) = aiﬁ
o0 ala+1)
E(XT) = (a+B)(a+B+1)
Var(X) = ap

(a+pB)2(a+B+1)

> a+r tk
+Z<H a+6+r)k!
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@ Notas:
o Se X ~ G(«,0) e Z ~ G(,0) independentes, entdo
X/(X+Z)~ B(a,p)
o Se X ~ anl) eZ ~ anz) independentes, ent3o
X/(X+2Z)~ B(n1/2,n/2)
o Coma=49=1tem-se X ~ B(1,1) = U(0,1)
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@ A distribuicdo Dirichlet de ordek k > 2 é uma distribuicdo
continua multivariada com k pardmetros, definida no simplex
aberto de dimens3o k — 1. E a generalizacdo multivariada da
distribuicdo Beta.

o Uma v.a. Xi,..., X, tem distribuicao Dirichlet,
X ~ D(ai,...,ak), se a f.d.p. conjunta se escrever como,

k k
1 ai—1 _
Be(a)HXi , Xi >0, Ei xi =1, aj > 0.

(X1, ., xx) =

@ Be(a) € a fungdo beta, definida por
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Dirichlet (cont)

@ Momentos:
i
Var(X;) = a;(fo @i — ai)
(CF a2 (CFai+1)

ov(X:, X7) = —QjQ;
Covt. %) (X a)2(Xf ai+1)

E(X;)
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Gama inversa

@ A distribuicdo gama inversa é uma distribuicdo continua com
dois pardmetros e é comum em estatistica bayesiana.

e Uma v.a. X tem distribuicdo gama inversa, X ~ Gl(a,J), se
a f.d.p. se escrever como,

60&
f(x) = r7><*(°‘+1)e*‘5/x, x>0, a>00>0.

(@)
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@ Momentos:

0
E(X)—a_l,oz>1
52
Var(X) = 2
ar(X) (a—l)Z(a—2)’a>
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@ Notas:
e A distribuicdo gama inversa obtém-se a partir da gama
fazendo a mudanca de varidvel X = 1/Y onde Y ~ G(«, )
o Sea=n/2ed=1/2 entio X ~ GI(n/2,1/2) = X(*nﬁ
(Qui-quadrado invertida)
e Se X ~ Gl(n/2,1/2) = X(_'S entio Y = VX ~ X(_n:; (Qui
invertida)
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Normal gama inversa

o A distribuicdo normal gama inversa € uma distribuicao
continua com quatro pardmetros e é comum em estatistica
bayesiana.

e Uma v.a. (X, Y) tem distribuicdo normal gama inversa,
X ~ NGI(p, v, a,0), se a f.d.p. se escrever como,

60‘(27-(/”)71/2 _(

fooy)=—roy a+3/2)exp{—)1/[5+;(x—u)2]}.

e Factorizando a densidade conjunta de (X, Y') no produto da
condicional de (X | y) pela marginal de Y, obtém-se

by (x,y) = ity (<) () = 2y /)2 exp {—jy(x - u)z} x

5o 5
0 —(a+1) _9
- M) eXp{ y}'
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Normal gama inversa (cont)

e onde (X|y) ~ N(u,y/v) e Y ~ Gl(c, )

@ Momentos:

E(Xly)=n
Var(Xly) = y/v
E(Y) = o i 1
52
Var(Y) = (0= 1)2(a —2)
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@ A distribuicdo logistica é uma distribuicdo continua, definida
em R e é usualmente utilizada em econometria para modelar
varidveis categdricas (regressio logistica).

@ Uma v.a. X tem distribuic3o logistica, X ~ L(u,s), se a f.d.p.
se escrever como,

o (x—p)/s

TSl e Gmnisy X €eR, peR s>0.

f(x)
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Logistica (cont)

@ Momentos:

E(X)=p
2
Var(X) = %52

M(t) = e"T(1 — st)[(1 + st), |st] < 1.
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Logistica (cont)

o Notas:
e Se X ~ U(0,1) entdo u + B(log(X) — log(1 — X)) ~ L(u, 5)
o Se X ~ Ex(1) entdo 1 — Blog = ~ L(u, )
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Log-Logistica

@ A distribuicdo log-logistica é uma distribuicao continua,
definida em R* e é usualmente utilizada em andlise de
sobrevivéncia (em economia é também conhecida por
distribuicdo Fisk).

@ Uma v.a. X tem distribui¢do log-logistica, X ~ LL(«, 3), se a
f.d.p. se escrever como,

_ (B/a)(x/a)’
f(x)—m,x>0, a>0,8>0.
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Log-Logistica (cont)

@ Momentos:

B0 —ag . 651
km/p
sin(kw/B)’ il
_ 2 2B B
Var(X) = (Sin(27r//3) sin2(7r/5)>

E(X¥) =k
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Log-Logistica (cont)

o Notas:
o A log-logistica ¢ a distribuicdo de probabilidade de uma v.a.
cujo logaritmo tem distribuic3o logistica.
o Se X ~ LL(c, ) entdo Y =log X ~ L(loga,1/0)
o Se X ~ LL(«, 8) entdo quando 8 — oo, LL(e, B) — L(a, o/ B)
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Log-Normal

@ A distribuicdo log-normal é uma distribuicdo continua,
definida em RT.

e Uma v.a. X tem distribui¢do log-normal, X ~ LN(u, o), se a
f.d.p. se escrever como,

f(x) = x 1(2mo?) V2 loax—m?/20* e 5> 0
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Log-Normal (cont)

@ Momentos:
E(X) = explu + 02/2)
E(X¥) = exp{kp + k202/2}, k =1,2,...
Var(X) = (exp{o?} — 1) exp{2u + 0?}.
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Log-Normal (cont)

@ Notas:

o A log-normal é a distribuicdo de probabilidade de uma v.a.
cujo logaritmo tem distribuicdo normal.
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@ A distribuicdo Cauchy é uma distribuicdo continua, definida
em R.

e Uma v.a. X tem distribuicdo Cauchy, X ~ C(u,3), se a f.d.p.
se escrever como,

18
R

@ Esta distribuicdo nao tem momentos.

f(x) = pER, B>0

e A distribuicdo Cauchy standard, C(0, 1), pode-se obter como
o racio de duas distribuicdes normais standard, independentes.
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o A distribuicdo Pareto é uma distribuicdo continua com dois
pardmetros, (0, «), definida em [0, +00).

e Uma v.a. X tem distribuicdo Pareto, X ~ Pa(f,a), se a f.d.p.
se escrever como,

af®
XaJrl )

f(x) = x>0,0>0 a>0

@ Esta distribuicdo foi definida por Vilfredo Pareto para estudar
a reparticdo da riqueza entre os individuos pois descreve
relativamente bem a ideia de uma grande parcela da riqueza
estar apropriada por uma parcela pequena da populagao.
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@ Momentos:

(a—1P2(a—2)’
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@ A distribuicdo Laplace é uma distribuicdo continua, definida
em R.

e Uma v.a. X tem distribuicdo Laplace, X ~ La(u,0), se a
f.d.p. se escrever como,
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Laplace (cont)

@ Momentos:

E(X)=p
Var(X) = 20°
_ exp(ut)
M(t) = T 022 |t| <1/0.
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Laplace (cont)

@ Notas:
e Se X ~ La(0,0) entdo |X| ~ Ex(1/0)
e Se X e Y sdo v.a.s independentes com distribui¢do Ex(1/0)
entdo (X — Y) ~ La(0,0)
e Se X e Y sdo v.a.s independentes com distribuicdo U(0,1)
entdo log(X/Y) ~ La(0,1)
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