Cap 4. Funcdes reais de variavel real: revisdes e complementos.

4.1. Limites e continuidade

4.1.1. Conceitos basicos

* Def: Uma correspondéncia f: A — B é uma fungéo, se associa a cada elemento x € A

um e um s6 elemento f(x) € B (escreve-se x — f(x)).
Dominio de uma funcdo f:A > B é Dy = {x € A: f(x) estd bem definido};

A cada elemento x € A chama-se objeto e ao correspondente f(x) € B chama-se

imagem (ou transformado) de x;

Contradominio de uma funcdo f:A - B é (D = {y € B: 3x € A: f(x) = y},

isto €, CDr € o conjunto de todas as imagens;

* Def (cont.) Funcdo real de varidvel real é f: R = R.

*Ex1) fR-> R ou f:R->R ou f(x)=3x+5
x> 3x+5 xe f(x)=3x+5

*Ex: fiR->R

2) f(x) =2x2-2 Dy =?
3) fx) =1/x Dy =?
4) f) =vVx+1 Dy =?
5) f(x) = Vx Dy =?
6) f(x) = |x| Dy =?




* Def: Sejaf:R = R.
f € uma funcdo par se f(x) = f(—x), Vx € Dy;
f € uma funcdo impar se f(x) = —f(—x), Vx € Dy;
f € uma funcdo limitada se C Dy for um conjunto limitado, ou seja,
seIm,M €R: m < f(x) <M, Vx € Dy.
f € uma funcdo crescenteem A C DrseVa,b € A,a<b = f(a) < f(b)
f € uma fungdo decrescenteem A € Dy seVa,b € A,a<b = f(a) = f(b)

Ex 1) f(x) =3x+5 4) fx)=vx+1
2) f(x) =2x* -2 5) fl) =3x
3) f(x) =1/x 6) fx) = x|

» Def: Grafico de f é o conjunto

graf (f) ={(xy): x€Ds A y=f(x)}
= (o f@), x D))

Se f:R — Ro gréfico de f pode ser representado no plano XY

Wy
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2) f(x) = 222 =2 3) f(x) =1/x
3
2 2
4 fx)=vx+1 , |
—K)’ 1 3 4 5 6 4 -3 =2 =1 0 1 2 3 4
- T 5 Fa) =3
2 I
* 6) graficode f(x) = |x|
* Obs: As figuras abaixo nao representam graficos de funcdes
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Funcdo composta

* Def: Sejaf:R — R com dominio Dy e seja g: R — R com dominio Dg.
A composicdo de g com f, g o f € afungdo definida por (g o f)(x) = g[f (x)]

cujo dominio é
Dyor = {x € Dy: f(x) € Dy}

s Ex: f(x)=1/x glx)=x%-1
(geox) = Dgor =
(feg)x) = Dfog =

* Obs: Emgeral, go f # f o g (quando coincidem, diz-se que f e g sdo permutaveis).

Funcdo inversa

* Def: Uma fungdo f: A - B diz-se injetivase Va,b € D, a # b = f(a) # f(b)

(ou seja, se objetos diferentes tém imagens diferentes).

* Def: Sejaf:Df c R — RR.Se existir, a funcdo inversa de f designa-se por f~te

é a fungdo tal que

) =x.

* Prop: Qualquer fungao injetiva tem inversa e Df—1 = CDy.




* Exemplos:
1) Sef(x) =e* entiof 1(y) =Iny,
2) Sef(x)=Inx entiof~1(y) =e?,

3)  Sef(x)=x3entdo f1(y) =3y,
4) f:R->R

xw f(x) =3x+5
? A fungdo f tem inversa?

5 Esef(x)=x?% f71=?

A funcdo ndo é injetiva e, por isso, ndo tem inversa.
. .~ + . 7 . +
No entanto, se considerarmos a restri¢do de f a Ry, fle ,isto &, f|R0+. Ry - R

x - x?
jé existe inversa: f~1(y) = /3.

4.1.2 Funcdes simples e muito importantes

A) Funcdes polinomiais

1) fx)=mx+b ,m=+=0 polindmio de grau 1 (reta)
exemplos: f(x) =3x+1, g(x) =3x—-1, h(x) =-3x+1, I(x)=3x
2) f(x)=ax?+bx+c ,a+0 polinémiode grau 2 (parabola)
sea> 0,
sea <0,

Obs: para esbocar o grafico de funcGes polinomiais de grau >3,
é preciso fazer um estudo da fungao mais aprofundado.
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B) FuncBes exponenciais

3) f(x)=¢e%

(funcdo exponencial

monotonia:

assintotas:

injetividade:

11

4) Qutras funcdes exponenciais: exponencial de base a (a > 1)

f(x) =a*
a>1

Df =
monotonia:

0,1)
assintotas:

injetividade:
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* Nota 1: f(x) = a* sé estd definida se a > 0;

sel<ax<l1

\
\

* Nota 2: a* (fungdo exponencial) # x% (fungio poténcia)
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C) Funcoes logaritmo

* Def: Ainversa da fungdo exponencial é a fungdo logaritmo, tendo-se
In(e*) =x; e"*¥=x
ou ainda, no caso geral,

log,(a*) = x; a'°8a* = x,

* Ex: log,8=7

o () =

log, 1 =
3log3 5 _
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5 f(x)=Inx (fungdo logaritmo )

25 Df =

2 CDf =

15 monotonia:
; ponto:

Inx >0 ©x
Inx<0 x

fc injetiva

15

6) Outras funcdes logaritmo: logaritmo na base a (se a > 1)

25 f(x) =loggx, f{z) = logu(x)
(a>1) Dy =
, CDf =
) =int) monotonia:
1 ponto:

logax >0 & x

4 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 ! logax < 0 S x

fc injetiva
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* Nota: f(x) =log, x s6 estadefinidase a > 0;

sel<ax<l1
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* Propriedades (das fungGes exponencial e logaritmo):

1)

2)

3)

eftd — o€ x ed; ec—d = ec'/ed

Incd =Inc +1Ind, (c,d>0)
In(c/d) =Inc —Ind, (c,d>0)
In(c®) =dlInc, (c >0, Vd € R)
In x

— Ina. —
=eX¥n4; logg x = —

ax
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D. Funcdes trigonométricas inversas

1) f(x) = arcsinx

Seja g(x) = sinx _ N3o tem inversa em R.
l Mas a restri¢gdo de g a [— /2, w/2] ja tem.

g [=m/2,m/2] = [-11] entdo

X + sinx

\/Z/T. -
Se

g h[-11] - [-n/2,m/2]
y » g '(y)= arcsiny

Gréfico de f(x) = arcsin x:

19

2) f(x) = arccosx

Seja g(x) = cosx N3o tem inversa em R.
] Mas a restricdo de g a [0, ] ja tem.

9:10,7] = [-1,1]
X - CosXx

ER /e B 3
T2 2 2 2

Se entdo

g ' [-1,1] - [0,x]
y » g '(y) = arccosy

Grafico de f(x) = arccos x:
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3) f(x) = arctg x

Seja g(x) = tgx | N3do tem inversa em R.

Mas a restricdode ga | — /2, w/2[ jatem.

g:1—-m/2, n/2[> [-11]
x = tgx

¥ z = Se entdo

g_l:[_lll] - ]_T[/Z, T[/Z[
y » g '(y)= arctgy

Grafico de f(x) = arctg x:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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§4.1.3. Limites. Continuidade

* Seja f:R - R, a um ponto de acumulagdode Dy e b € R.
Def: (limite segundo Heine)
limf(x)=b & V(a,) cRa, #a lima,=a =limf(a,) =b
X—a
Def: (limite segundo Cauchy)
limf(x)=b & v6>OEIs>0:(xEDf\{a} Alx —al <£):> [f(x)—b| <&
X—a

(o limite de f(x) guando x tende para a (por valores diferentes de a) ¢ on%real b se

qd x estd suficientemente préximo de a, f(x) estd tdo proximo quanto se queira de b)

* Ex1. f(x)= 3x+5 lim f(x) =7

xX—>2
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Ex2. f(x) = {%x + 555663’: z:

Nota: 1) )lgrgl f(x) = lim f(x)

X+a

_I3x+5, sex>1
Ex3. f(x)_{6x—1, sex <1

Nota 2) lim, /(x) = lim, f(2);

x>a

}Ci_rg flx)=7

lim f(x) =7

x-1

lim_f(x) = Jim £ ()

x—-a~
x<a

lim f(x) =7
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* Prop: Seja f:R - R, a um ponto de acumulagdode Df e b € R.

limf(x)=b & lim f(x)= lim f(x) = b.

x+1 sex>2
s Ex4. f(x) =14, sex =2
x> —1,sex <2

x+1, sex>2
* B f(x)={4 sex <2

}Ci_rg flx)=7

}Ci_rg fx)=7
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¢ Limites notaveis:

. e*-1
lim =1
x-0 X

. In(1+x
lim In@+0) _
x—0 X

1

lim 2X=0, (k> 0)

X—+00 Xk
x
lim (1 + S) = ek

X—+ 00
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* Def: Sejaf:R—R.

f é continuaemx = ase lim f(x) = f(a)
xX—a
(ouseja, se a € Dy e existir lim f(x) e lim f(x) = f(a) );
xX—a xX—a

f € continuaem A < Dy se f for continua em todos os pontos de A.

* Exer. Para os exemplos1 a5, estude a continuidade de cada fungdo nos pontos onde

calculou o limite.
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* Propriedades das funcdes continuas:

1) f(x) = polinémio em x
fx)=¢e* f(x)=Inx sdo fungbes continuas em todo o seu dominio;

f(x) =sinx, f(x) = cosx, f(x) = tg(x)

2)Se f e g forem fungBes continuas no mesmo ponto a entdo
i) f+9, f—g, fXg sdocontinuasem q;
ii) f/g écontinuaem a,se g(a) # 0;

3) A composicdo de fungdes continuas é uma fung¢do continua,

nos pontos em que esteja definida.

4) (T. de Bolzano) Se f for continua em [a, b], entdo f toma todos os valores entre f(a) e f(b).
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5) Teorema de Weierstrass

Toda a fungdo continua definida num conjunto compacto tem, nesse conjunto,
valor mdximo e minimo.

* Ex: i) Estude a continuidade de f(x) = Ve* + x? —In(x + 1) em todos os pontos
do seu dominio;

ii) Estude a continuidade das fungdes dos exemplos 1 a 5, em todos os pontos
do seu dominio;

iii) Modifique apenas um dos algarismos da funcdo do exemplo 4, de modo a
obter uma fungao continua em todo o seu dominio
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4.2. Calculo Diferencialem R

4.2.1. Derivadas. Regras de derivacdo

* Def: Seja f:R->R, a€ int(Df).

w, entdo f é diferencidvelem a e

Se existir e for finito o limite lim
h—0
a derivada de f em a é o valor desse limite, isto é,

veon _Af o N _ 1 flath)—f(@
f'(@ = £ (@ = lim LDO

* Teor: Se existir f'(a), f'(a) é unico.

e Exl: f(x)=(x—1)2
(@)=
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* Def: Seja f:R—->R, a€ int(Df).
f'(a*) = hlirgler (derivada a direita, no ponto a)

f'(a™) = hli%l—w (derivada a esquerda, no ponto a).

* Prop: f é diferencidvelem aseesése f'(a*) = f'(a™) = f'(a).

14+ x2 sex>0
Ex2: f(x) = f'(0) =?

1—x2% sex<0

1+x? sex>0
Ex3: f(x) = f'(0) =?

1—x, sex<0
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Obs: Se f for diferencidvel em a, existe uma reta que aproxima bem a fung¢do f numa
vizinhanga de a e cuja equacdo é

y=f@x—-a)+f(a)

(equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto(a, f(a)) ).

Ex4: Qual areta que melhor aproxima a fun¢do f(x) = (x — 1)? numa vizinhanga de
x =27

Prop:Seja f:R—-> R, a€ int(Df). Se f for diferencidvel em a entdo f é continuaem a.

Obs: 1) Se f ndo for continua em a entdo f ndo é diferencidvel em a (contra-reciproco);
2) Se f for continua em a, nada se conclui sobre a diferenciabilidade de f em a
(ex3 e ex2).
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* Prop: As fungOes polinomiais, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas sao diferencidveis em
todos os pontos do seu dominio e

)c'=, c€eR

2) (mx+b) = m,b €R
3) (x%) = , kez
4) (eM)' =

5) (Inx)' =

6) (sinx)' =

7) (cosx) =

8) (tgx)' =

9) (cotgx) =

10) (arcsin x)' =

11) (arccosx)’ =

12) (arctgx)' = (para x € Dy)
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* Prop: Regras simples de derivacdo
Sejam f, g: R = R duas fung¢des diferencidveis em x € int(Df) N int(Dgy). Entdo
1) (cf(x))’ =cf'(x), ceR
2)(f@+g(0) =) £g' @)
3) (F@) x (@) = @) x g() + f (%) X g'(x)

FOY _ F 0xg()-f(x)xg/(x)
4) (g(x>) B g%(x)

* Prop: (Derivada da fungdo composta)
Se g for diferencidavel em a e f diferencidvelem b = g(a) entdo

fog = f(g) é diferencidvelem a e

(fog)' @ = (F(900)) @ = f'®) x g’ @) = f'(9(@)) % g'(a)
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Obs: sendo u = u(x),

i du
u —u(x)—dx

Regras de derivacdo:

Fungdo Derivada Fungdo Derivada
af af
) "(x) = —(x fx) "(x) = — (x
f16) = 2-(x) f&) ==
x®, a€R axat u®, a€R aus
e* e* et u'.et
/
Inx 1 Inu w
X U
sinx cosx sinu u'.cosu
cos x —sinx cosu —u'.sinu
,
tg x 1 tgu u
cos?x cos?u
1 o
cotg x — cotgu [
sin“x in“u
. 1 . !
arcsin x arcsinu U
1—x2 1—u?
1 uw
arccos x - arccosu -
1—x2 Vi—u?
/
arctgx 1 arctgu L
14 x2 1+u2
,
arccotgx 1 arccotgu u
1+ x? 1+u?
a*, (a € RY) a*lna a*, (a € RY) u'.a*lna
/
log, x, (a € RY) L log,u,(a € RY) u 35
xlna ulna




4.2.2. Aplicacdes do conceito de derivada

. . - . - .0
* Regra de L'Hopital ( Calculo de limites: indeterminagdes do tipo 3)

Sejam a €]b,c[ e f e g duas fungdes diferencidveis em ]b, c[ , exceto eventualmente
ema.

Se
i) lim f(x) =0 e limg(x) =0,
x—a x—a

ii)g'(x) #0,Vx # a,x €]b, [,
i) lim f,(x) = L (L finito ou infinito ),

x—a g'(x)

entao
L f) e fO
m oo =M e
36
. 3x%2-2x-1
« Ex: 1) lim———
x—1 x—1
sinx —x

2) x—0 Ccosx —1
3) lim 22X

x-0 1—x

* Obs: pode existir lim L8 & n3o existir lim @
x—a g (Xx) x—a g'(x)

Nesse caso, obviamente, ndo se pode aplicar a Regra de L"Hbpital.

.1
x2 sin (—)
X/

e Ex: Calculelim -
x-0 sin x
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¢ Extensoes da Regra de 'Hopital:

1) a pode ser um extremo do intervalo |b, c[
2

) a pode ser substituido por +oo
3) aregratambém é aplicavel a indeterminagdes do tipo 2
)

4) aregra pode ser aplicada sucessivamente.

. 1-cos (1)
* Ex: Calcule a) lim -

X—+00 sin(l)
X

b) lim &

xX—+o0o X
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4.2.3. Derivadas de ordem superior

4.2.4 Aproximacdes lineares e aproximacdes polinomiais.

Féormula de Taylor

* Aproximacdo linear de f(x) em torno de x = a: Vimos que,

se f for diferencidvel em a, entdo existe uma reta (polinémio de graul) que aproxima
bem o grafico de f numa vizinhanga de (a,f(a)): y = f(a) + f'(a)(x — a). Assim,
f) =~ f(@)+f'(@)(x—a), VxE€V(a)

aproximagao linear de f,
numa vizinhanca de a

39




* Teor: Férmula de Taylor

Seja a € R um ponto tal que existem todas as derivadas de f até a de ordemn + 1 em V,(a).

Entao,

n)
f@) =f@+f (@x—a)+ f™ (@)

n!

(@

5 (x—a)*+-+

(x —a)" + Ry (x)

polinémio de Taylor de ordem n em torno de x=a

com lim Ba0) _ 0
x—-a (x—-a)t

* Obs: R, (x) é oerro que se comete quando se substitui f(x) pelo polinémio de Taylor de
ordem n.

A aproximagdo polinomial de ordem n da fungdof, em tornode x = a é

" (n)
f) = f(a)+f'(@)(x—a) +f2—('a)(x —a)? + - +f n'(a) (x —a)™, vx € V.(a).
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* Ex: Escreva a aproximagdo quadratica (n = 2) de f(x) = In(1 + x) em torno de x = 0.

* TPC: Escreva a férmula de Taylor de ordem n, para f(x) = e*, em tornode x = 0.

* Ex: Escreva a formula de Taylor de ordem 3, para f(x) = xTH, emtornode x = 1.

« TPC

4.2.5. Teoremas fundamentais da diferenciabilidade

* Teorema de Lagrange (ou do valor médio)

Seja f:[a,b] € R - R, continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b|.

Entdo 3c €la,b[: f'(c) =f(b2:£(a).
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* Corolario: Seja f:[a,b] € R - R, continuaem [a, b].
Se f'(x) =0, Vx €]a,b[, entdo f é constante em [a, b].

* Prop: Seja f:[a,b] € R = R, continua em [a, b] e diferenciavel em ]a, b|.
Se f'(x) = 0, Vx €]a, b[, entdo f é crescente em [a, b];
Se f'(x) <0, Vx €]a, b[, entdo f é decrescente em [a, b].

* Ex: Estude a monotonia das fungGes, em todos os pontos do seu dominio

a) f(x) =x3—12x

b) f(x) = =———; Calcule também f(=3) e f(— g).

x2+3x+2
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