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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

1. Determine a solução geral da equação y′′ − 4y = x2.

Resolução:

Começamos por resolver a equação homogénea associada y′′ − 4y = 0. A equação caracteŕıstica é

D2 − 4 = 0, equação que tem 2 ráızes reais distintas 2 e −2. Desta forma a solução geral da equação

homogénea é yh(x) = C1e
2x + C2e

−2x, com C1, C2 ∈ R.

Como o 2o menbro é um polinómio de grau 2 vamos procurar uma solução particular que seja também

um polinómio do mesmo grau, isto é yp(x) = ax2 + bx+ c. Substituindo na equação dada y′′ − 4y = x2

obtemos

2a− 4(ax2 + bx+ c) = x2 ⇔ −4ax2 − 4bx+ (2a− 4c) = x2 ⇔


−4a = 1

−4b = 0

2a− 4c = 0

⇔


a = − 1

4

b = 0

c = − 1
8

Desta forma obtemos a solução particular yp(x) = − 1
4x

2− 1
8 e portanto a solução geral da equação dada

é

yg(x) = C1e
2x + C2e

−2x − 1

4
x2 − 1

8
, C1, C2 ∈ R.

2. Determine a solução do seguinte problema de valores iniciais:


(1 + x2)yy′ = (y2 − 1)

y(1) =
√

2

Resolução: A equação dada é uma equação de variáveis separáveis: para y2 − 1 6= 0, isto é, y 6= 1 e

y 6= −1 podemos escrevê-la no forma y
y2−1y

′ = 1
1+x2 e a sua solução é dada, na forma implicita por∫

y

y2 − 1
dy =

∫
1

1 + x2
dx+ C, C ∈ R⇔ 1

2
ln |y2 − 1| = arctan(x) + C, C ∈ R.

As funções constantes y = 1 e y = −1 são também solução da equação dada (note que quando subs-

titúıdas na equação (1 + x2)yy′ = (y2 − 1) obtemos 0 = 0).

Resta-nos calcular o valor de C para o qual temos y(1) =
√

2. Ou seja
1
2 ln |(

√
2)2 − 1| = arctan 1 + C ⇔ 0 = π

4 + C ⇔ C = −π4 .
Portanto a solução do problema de valores inicial dado é, escrita na forma impĺıcita,

1

2
ln |y2 − 1| = arctan(x)− π

4
.

3. Considere a função f(x, y) = (y − x2)(y − 2).

(a) Determine e classifique todos os pontos cŕıticos de f .
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Resolução: Os pontos cŕıticos de f são as soluções do sistema

{
∂f
∂x (x, y) = 0
∂f
∂y (x, y) = 0

⇔{
−2x(y − 2) = 0

(y − 2) + (y − x2) = 0
⇔
{
x = 0 ∨ y = 2

2y − 2− x2 = 0
⇔
{
x = 0

y = 1
∨
{
y = 2

x =
√

2 ∨ x = −
√

2
.

Logo, os pontos cŕıticos de f são (0, 1), (
√

2, 2) e (−
√

2, 2).

A matriz hessiana é dada por Hf (x, y) =

[
−2(y − 2) −2x

−2x 2

]
, pelo que se tem

Hf (0, 1) =

[
2 0

0 2

]
, Hf (

√
2, 2) =

[
0 −2

√
2

−2
√

2 2

]
e Hf (−

√
2, 2) =

[
0 2

√
2

2
√

2 2

]
.

Como Hf (0, 1) é definida positiva, conluimos que (0, 1) é minimizante local. As restantes matrizes

Hf (
√

2, 2) e Hf (−
√

2, 2), são indefenidas (∆1 = 0, ∆2 6= 0) e portanto (
√

2, 2) e (−
√

2, 2) são pontos de

sela.

(b) Prove que a função não é limitada.

Resolução: Notando que, por exemplo, f(x, 0) = (0− x2)(0− 2) = 2x2, é fácil concluir que

lim
x→+∞

f(x, 0) = +∞.

Portanto, a função f pode tomar valores tão grandes quanto se queira e, consequentemente, não é

limitada.

4. Calcule

∫ ∫
Ω

x2eyx−x
2

dxdy, sendo Ω = {(x, y) ∈ R2 : y ≤ x ∧ y ≥ −x ∧ x ≤ 2}.

Resolução:∫ ∫
Ω

x2eyx−x
2

dxdy =
∫ 2

0

∫ x
−x x

2eyx−x
2

dydx =
∫ 2

0

[
xeyx−x

2
]y=x

y=−x
dx

=
∫ 2

0

(
x− xe−2x2

)
dx =

[
x2

2 + e−2x2

4

]2
0

= 7
4 + e−8

4

5. Sendo f uma função real de variável real homogénea de grau 3, considere a função g : R2 → R definida

por

g(x, y) = yf(y2 − 3xy).

(a) Prove que a função g é uma função homogénea e indique o seu grau de homogeneidade.

Resolução: Como f , por hipótese, é uma função homogénea de grau 3, sabemos que, para todo u ∈ R,

f(λu) = λ3f(u), ∀λ ∈ R.

Sejam (x, y) ∈ R2 e λ ∈ R.

g(λx, λy) = (λy)f
(
(λy)2 − 3(λx)(λy)

)
= λyf

(
λ2(y2 − 3xy)

)
Como f é homogénea de grau 3, temos f

(
λ2(y2 − 3xy)

)
= (λ2)3f(y2 − 3xy). Consequentemente

g(λx, λy) = λyλ6f(y2 − 3xy) = λ7yf(x2 − 3xy) = λ7g(x, y).

Fica assim provado que a função g é homogénea de grau 7.
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(b) Mostre, sem utilizar o facto de g ser uma função homogénea, que g verifica a identidade de Euler.

Resolução: Sendo u = u(x, y) = y2 − 3xy, podemos escrever g(x, y) = yf(u(x, y)) = yf(u). Assim

x
∂g

∂x
+ y

∂g

∂y
= x

(
y
df

du

∂u

∂x

)
+ y

(
f(u) + y

df

du

∂u

∂y

)
= xy(−3y)

df

du
(u) + yf(u) + y2(2y − 3x)

df

du
(u)

= (−3xy2 + 2y3 − 3xy2)
df

du
(u) + yf(u)

= 2y(y2 − 3xy)
df

du
(u) + yf(u)

= 2yu
df

du
(u) + yf(u)

Como f função real de variável real é homogénea de grau 3 verifica a identidade de Euler, o que para

funções de uma só variável, se traduz em u dfdu (u) = 3f(u).

Desta forma, obtemos

x
∂g

∂x
+ y

∂g

∂y
= 2y.3f(u) + yf(u) = 7yf(u) = 7g(x, y),

como queŕıamos demonstrar.

Cotações:
1 2 3a) 3b) 4 5a) 5b)

1,5 1,5 1,5 1,0 2,0 1,0 1,5
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