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Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

1. Considere a matriz A =

 −1 1 0

1 α 0

0 0 α+ 1

 , α ∈ R\{−1}.

(a) Calcule o valor de α para o qual (1, 2, 0) é vetor próprio de A.

Resolução: Relembre que u é vetor próprio de A se e só u 6= 0 e Au = λu, para algum λ ∈ R.

Assim, (1, 2, 0) é vetor próprio de A se e só se existir λ ∈ R tal que A

 1

2

0

 = λ

 1

2

0

 .
Como

 −1 1 0

1 α 0

0 0 α+ 1


 1

2

0

 =

 1

1 + 2α

0

, para que

 1

1 + 2α

0

 = λ

 1

2

0

 temos que ter

λ = 1 e 1 + 2α = 2, ou seja α =
1

2
.

(b) Classifique, em função do valor de α, a forma quadrática Q(x) = xTAx, com x ∈ R3.

Resolução: Como A é simétrica podemos classificar a forma quadrática pela cadeia de menores prin-

cipais primários de A. Assim, como

∆1 = −1 < 0

∆2 =

∣∣∣∣∣ −1 1

1 α

∣∣∣∣∣ = −α− 1 e

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

1 α 0

0 0 α+ 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (α+ 1)(−α− 1) = −(α+ 1)2 < 0, ∀α 6= −1,

se −α− 1 > 0 (⇔ α < −1) temos ∆2 > 0, logo ∆1 < 0,∆2 > 0 e ∆3 < 0 e portanto a forma quadrática

é definida negativa;

se −α− 1 < 0 (⇔ α > −1) temos ∆2 < 0, logo ∆1 < 0,∆2 < 0 e ∆3 < 0 e portanto a forma quadrática

é indefinida.

2. Considere a função f : Df ⊆ R2 → R definida por

f(x, y) =
ln
(
4− (x− 1)2 − y2

)
y − |x|

.

(a) Determine o domı́nio de f , Df , e represente-o geometricamente.

Resolução:

Df = {(x, y) ∈ R2 : 4− (x− 1)2 − y2 > 0 ∧ y 6= |x|} = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 < 4 ∧ y 6= |x|}.
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Figura 1: Gráfico do exerćıcio 2a)

(b) Defina anaĺıticamente o interior e a fronteira do conjunto Df .

Resolução:

int(Df ) = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 < 4 ∧ y 6= |x|} = Df .

fr(Df ) = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 = 4|} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y = |x| ∧ (x− 1)2 + y2 ≤ 4}.

3. Considere a função f(x, y) =


x2 + y2 + y3

x2 + y2
se x 6= y

1 se x = y
.

(a) Mostre que a função f é cont́ınua no ponto (0, 0).

Resolução:

Uma função f é cont́ınua em (0, 0) se e só se existe lim(x,y)→(0,0) f(x, y) e é igual a f(0, 0). Assim, como

no nosso caso f(0, 0) = 1, para mostrar que a função dada é cont́ınua em (0, 0) temos que provar que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 1.

Considerando os conjuntos B1 = {(x, y) ∈ R2 : x = y} e B2 = {(x, y) ∈ R2 : x 6= y} temos que

R2 = B1 ∪B2 e (0, 0) ∈ ad(B1) ∩ ad(B2). Logo, para que f seja cont́ınua no ponto (0, 0) é necessário e

suficiente que

lim
(x,y)→(0,0)

f|B1
(x, y) = lim

(x,y)→(0,0)
f|B2

(x, y) = 1.

Como f|B1
(x, y) = 1 obtemos lim

(x,y)→(0,0)
f|B1

(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

1 = 1.

Visto que f|B2
(x, y) =

x2 + y2 + y3

x2 + y2
para provar a continuidade de f no ponto (0, 0) resta-nos provar

que lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2 + y3

x2 + y2
= 1. Considerando que

0 ≤
∣∣∣∣x2 + y2 + y3

x2 + y2
− 1

∣∣∣∣ =
|y3|

x2 + y2
=
|y|y2

x2 + y2
≤∗ |y|

* porque y2 ≤ (x2 + y2).

e que lim
(x,y)→(0,0)

|y| = 0, conclúımos que lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2 + y3

x2 + y2
= 1.

(b) Mostre que a função f admite derivada no ponto (0, 0) segundo qualquer vetor (v1, v2) e calcule-a.
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Resolução:

∂(v1,v2)f(0, 0) = lim
h→0

f(0 + hv1, 0 + hv2)− f(0, 0)

h

=


lim
h→0

(hv1)
2+(hv2)

2+(hv2)
3

(hv1)2+(hv2)2
− 1

h
= lim

h→0

h3v32
h3(v21 + v22)

=
v32

v21 + v22
se v1 6= v2

lim
h→0

1− 1

h
= lim

h→0

0

h
= 0 se v1 = v2

(c) Indique o valor de
∂f

∂x
(0, 0),

∂f

∂y
(0, 0) e de ∂(1,1)f(0, 0). (Sugestão: utilize o resultado que obteve na

aĺınea b)).

Resolução:
∂f
∂x (0, 0) = ∂(1,0)f(0, 0) =b)

03

12+02 = 0;
∂f
∂y (0, 0) = ∂(0,1)f(0, 0) =b)

13

02+12 = 1;

∂(1,1)f(0, 0) =b) 0;

(d) Utilize os resultados obtidos na aĺınea c) para mostrar que a função f não é diferenciável no ponto

(0, 0).

Resolução:

Se f fosse diferenciável em (0, 0) então ∂(1,1)f(0, 0) = ∇f (0, 0).(1, 1). Pela aĺınea c) sabemos que

∂(1,1)f(0, 0) = 0 e ∇f (0, 0).(1, 1) = (0, 1).(1, 1) = 0 + 1 = 1. Logo, a função não é diferenciável no ponto

(0, 0).

4. Seja f uma função de R2 em R diferenciável tal que, para todo k ∈ R,
∂f

∂u
(k, k) =

∂f

∂v
(k, k) = k + 1. Sendo

g a função definida em R2 por g(x, y) = f
(
x2 − xey, xy

)
calcule o valor de

∂g

∂x
(1, 0) +

∂g

∂y
(1, 0) .

Resolução:

Sejam u, v funções de R2 em R definidas por u(x, y) = x2−xey e v(x, y) = xy. Começamos por observar

que u(1, 0) = 0 e v(1, 0) = 0. Então sendo g(x, y) = f(u(x, y), v(x, y)) temos

∂g

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
e
∂g

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y
.

Como ∂u
∂x (x, y) = 2x− ey, ∂u

∂y (x, y) = −xey, ∂v
∂x (x, y) = y, ∂v

∂y (x, y) = x e particularizando para o ponto

(1, 0) obtemos
∂g
∂x (1, 0) = ∂f

∂u (u(1, 0), v(1, 0))∂u
∂x (1, 0)+ ∂f

∂v (u(1, 0), v(1, 0) ∂v
∂x (1, 0) = ∂f

∂u (0, 0).1+ ∂f
∂v (0, 0).0 = ∂f

∂u (0, 0) = 1

(por hipótese dada no enunciado) . Analogamente,
∂g
∂y (1, 0) = ∂f

∂u (u(1, 0), v(1, 0))∂u
∂y (1, 0)+ ∂f

∂v (u(1, 0), v(1, 0)∂v
∂y (1, 0) = ∂f

∂u (0, 0)(−1)+ ∂f
∂v (0, 0).1 = 1.(−1)+

1.1 = 0. Assim conclui-se que
∂g

∂x
(1, 0) +

∂g

∂y
(1, 0) = 1 + 0 = 1.

Cotações:

1a) 1b) 2a) 2b) 3a) 3b) 3c) 3d) 4

1,0 1,5 1,5 1,0 1,5 1,0 1,0 0,5 1,0
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