5.2. Integrais definidos; calculo de areas.

5.2.1 Integral definido: definicbes e propriedades

* Def: Sejaf:[a,b] » R, f continuaem [a,b].

Integral definido de f no intervalo [a, b] é o nimero
f; f(x)dx = F(b) — F(a), (férmula de Barrow)

sendo F(x) qualquer primitiva de f em ]a, b[ ;

[a, b] - intervalo de integracdo

a - limite inferior de integracdo, b - limite superior de integracdo .

* Notac3o: fff(x)dx = [F(x)]b = F(x)]2 = F(b) — F(a).

e Ex: Calcule:

a) f13 2x dx
b) J = dx
-2
) J, "x+3dx

* Obs: Se f continua em [a, b], entdo fbaf(x)dx = F(a) — F(b)

* Prop: Propriedades do integral definido (completar)
D, fedx [ fGodx
2) [, f(x)dx =
3) [k f)dx k[ f(x)dx, k €R




Propriedades do integral definido (cont.):
b b
4) f, fedx  [7fOdx + [ f(x)dx
5) J; 0 dx =

e Ex: Calcule

01 11
1) [; —7dx, sabendoque [ ——dx=In2

21 2 1
2)f0mdx—f dx

1 x+1

4 e*sinx 1e¥sinx
3)fl x+1 dx+f4 x+1 dx

4) fzzxzarctgx — xIn+e* dx

TPC:13abdg

5.2.2 Célculo de areas

* Prop:
Seja f:[a,b] » R, f continuaem [a,b] e tal que f(x) = 0,Vx € [a, b].

Entdo, f:f(x) dx representa a drea do conjunto 4, limitado, e definido por
A={(x,y) ER? x€[ab],0<y<f(x)}
(isto é, a 4rea da regido limitada pelo eixo das abcissas, pelo grafico de f e pelas retas

verticaisx = a e x = b).

* Ex: 1.Calculeadreade{(x,y) ER? 1<x<2 A 0<y<x?}
2.Calculeadreade{(x,y) ER%: 1 <x<2A 0<y<8-—x}

3. Calcule a drea da regido do 12 quadrante limitada pelo grafico de f(x) = 4 — x?2.




* Obs: Se f e g sdo continuasem [a,b] ese f(x) = g(x),Vx € [a, b] entdo

adreade
R={(x,y)€ER* a<x<b A gx)<y<[f(x)}

é dada por f:f(x) — g(x) dx.
e Ex: 4.Calculeadreade{(x,y) ER? 1<x<2 A x2<y<8-—x}.

* Ex: 5. Calcule a drea das seguintes regioes
a)R, ={(x,y) e R?: x2 <y < |x|}

b)R, = {(x,y) ER?: y<5Ay=>-5x+5Ay=>Inx} (14b)

c) R3: regido limitada pelo grafico de f(x) = %, pelo eixo das abcissas e pelas
retasx =—2 e x=-—1

d) R,: regido limitadapor x =0, x =2, y=3—2x e y = x2.

* TPC: 14acd, 15bd.

resto do 14 e 15 (sé depois de ndo terem duvidas nos anteriores)

5.3 Integral Indefinido. Teorema Fundamental do Calculo Integral

* Def: Seja f continuaem [a,b] e x € [a, b].
A funcio f;f(t) dt chama-se integral indefinido.

* Ex: foert dt




* Teorema fundamental do Célculo Integral
Seja f:[a,b] » R, f continuaem [a, b] e seja x €]a, b|.

Entdo,
— xf dt | = f(x)
dx fa © '

* Obs: Note que o teorema anterior garante que se f for continua em [a, b], entdo

[Cf®adt

ndo so é continua, mas também diferencidvel no intervalo [a, b].

. Ex- d (¥ 2t
Ex: a) Calcule E(fo e dt).
b) Estude a monotonia de g(x) = f;‘ t(t—1)e ?*dtemR.

* TPC: 17a

5.4 Integrais improprios

» Até agora, estuddmos f; f(x) dx, sendo

a) I = [a, b] um intervalo limitado

b) f (x) uma funcdo limitada em [a, b] (porque f continua em I limitado)

* Def: Se I ndo for limitado ou se f ndo for limitada em I= [a, b], entdo ao integral
f; f(x) dx chama-se integral impréprio.

* Ex: a) f1+°°e‘x dx
b) J, — dx

31
c)flde




* Como se calculam os integrais imprdprios?

* Prop: 1) Se f continua em [a, + o], fa+oof(x) dx = lim fazf(x) dx
Z—+00
2) Se f continuaem ] — o, b], f_boof(x) dx = lim fzbf(x) dx
Z—>—00
3) Se f continua em [a, b[ e ndo for limitada numa vizinhanga de b,
b . z
J, f@) dx = lim [ £ (x) dx.
4) Analogamente, se f continua em ]a, b] e ndo for limitada numa vizinhanca de a,
b . b
J, f(x) dx = lim J, f(x) dx.
Em qualquer dos casos,

- se o limite indicado nao existir (ou for o), o integral do 12 membro diz-se divergente;

- se o limite indicado existir e for finito, o integral do 12 membro diz-se convergente.

* Ex: Estude a convergéncia dos seguintes integrais:

a) f:m e dx

b) [ — dx

1-x

c) f0+°° L dx

1+x2

11
d) J, = dx

* TPC: 19, 18abdf e acabar os exercicios do capitulo 5




