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Capitulo 5
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5.1. Primitivas

5.1.1. Definicoes e Propriedades Principais

DEFINICAO - Primitiva de uma Fungdo
Seja f:I c R - R, onde [ é um intervalo.

Primitiva de f em / é qualquer funcdo F:/ c R — R tal que:
F'(x) =f(x), VxelI
 Ex. 1: Encontre uma primitiva da fungdo f dada por f(x) = 2x,em R.

DEFINICAO - Funcdo Primitivdvel

Seja f:I € R - R, onde [ é um intervalo.

f é primitivavel em [ se existir pelo menos uma primitiva de f em I.

« Ex.2: A funcio do exemplo anterior dada por f(x) = 2x é primitivivel em R? Porqué?

* Obs: Uma fungio primitivavel tem iniimeras primitivas! Qualquer constante C adicionada a
uma antiderivada de uma fung¢do primitivavel é também uma primitiva dessa mesma
funcao.

* Ex. 3: Ainda para a fungio f(x) = 2x, defina outra primitiva diferente da que indicou no Ex. 1.

DEFINICAO - Conjunto de Primitivas de uma Fungdo

Seja f:I € R - R, onde I é um intervalo.
O conjunto de todas as primitivas de f em [ representa-se por:
F(x) ou P f(x) ou ainda [ f(x)dx
. f ¢ o simbolo de integral;
* f(x) é afuncio integranda ou integrando;

* dx é o simbolo que indica a variavel de integragao.

* Ex. 4: Seja f(x) = 2x. Indique o conjunto de todas as primitivas de f utilizando os trés tipos
de notacio.




* Ex. 5: Obtenha:
a) [ 2y dx b) [ 2y dy

TEOREMA - Propriedades Algébricas das Primitivas

Sejam f e g fungdes primitivaveis. Entao:
P1) Pkf =kP f,ondek € R
P2) Pf+g=Pf+Pg

e Ex. 6: Calcule P 5e¢* + 3

5.1.2. Métodos Gerais de Primitivagdo
a) Primitivacdo Imediata

E um método para primitivar fungdes simples e que consiste na inversdo das regras de
derivagdo.

Regras de Primitivacdo
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* Ex. 7: Calcule as primitivas de:

a) f(x) =0 h) f(x) = e?*

b) f(x) = 2x i) f(x) = 6xe3
0) () =x D) fa)=1/x

d) f(x) = 22 k) f0) =

e) f(x) =1/x7 D fe) ==
) f(x) = (5x + 1)? m) f(x) = =
g f(x) =e*

b) Primitivagdo por Partes

Este método auxilia no calculo de primitivas que envolvem multiplicagio de fungoes.

Note-seque: P fg# P f X P g (porexemplo:Px-x#Px-Px)

Primitivagdo por Partes

Pf'g=fg—Pfg

* Ex. 8: Primitive por partes:
a) P xe*
b) P xcosx
c) P x2%e*
d) Plnx

e) Pe*sinx




c¢) Primitiva¢do por Decomposi¢do
Este método consiste em, antes de primitivar, escrever a fungdo a primitivar como soma de

funcdes mais simples de primitivar.

+ Ex. 9: Calcule P (x3 + 1)?

» Caso Particular Importante: Primitivacao de fun¢des racionais

P %, onde P(x) e Q(x) sdo polindmios em x

* Obs: Contudo, algumas func¢des racionais tém primitiva imediata.

~

¢ Ex.10: Calcule:
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Primitivagdo de funcées racionais quando a primitiva ndo é imediata...

Seja P(x)/Q(x) uma fungio racional, onde P(x) e Q(x) sdo polinémios em x.
Passo 1:

a) Se grau P(x) = grau Q(x), efectuar a divisdo dos polinémios, obtendo a soma de um
polinémio com uma fun¢do racional prépria p(x)/q(x), com grau p(x) < grau q(x). Se esta
ultima fungdo racional ndo tiver primitiva imediata, passar ao “Passo 2”".

b) Segrau P(x) < grau Q(x), mas P(x)/Q(x) nio tiver primitiva imediata passar ao “Passo 2"

* Ex.11: Calcule:

x3+4 x3+4
x+2 x2+1

a) P

Passo 2:
Quando p(x)/q(x) ndo tem primitiva imediata, decompd-la em elementos simples de acordo
com um dos seguintes teoremas.

TEOREMA 1 - Decomposig¢do de Funcées Racionais (raizes reais)

‘ ©

Se o denominador q(x) tiver k raizes reais ry, 15, ..., 1, com multiplicidades m4, m;, ..., my, isto é,
se q(x) puder ser escrito como: (x — ;)™ (x — 15)™2 -+ (x — 1, )™*, entdo p(x)/q(x) pode ser
decomposta da seguinte maneira:

p(x) . anq ap 4o A1m,
q(x) x-—r  (x —1)? (x =)™
a a a
21 22 b 2m,
x—1r, (x-1) (x —rp)m2
a a ag
L oo 4L k1 + k2 S+ Mk ,
x—1c  (x—1%) (x — )™

onde @y, .., Agm, SA0 constantes.

* Ex. 12: Calcule:
a) P

—3x+2
x2(x-1)

x+8 3
(x=2)(x+3) b) P —2x2-2x+4
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TEOREMA 2 - Decomposigdo de Fungées Racionais (raizes reais e complexas)

Se o denominador q(x) tiver k raizes reais 4, ..., 1, com multiplicidades m;, ..., my, e | pares de
raizes complexas s; = p; t iqq, .., S; = p; * iq; com multiplicidades ng, ..., n;, entdo p(x)/q(x)
pode ser decomposta da seguinte maneira:

p() = A1 412 4. _Gamy
qgx) x—-r  (x—1)? (x—r)m
Ak Ag2 Apmy,
R e T G
bi1x + c14 bipx + c1p e bin,x + Cin,
x—p)?+qi [(x—p)?+4q7]? [(x —p1)? + qZ]™
L bjyx + ¢y bypx + cpp by, x + Cim,
(x—p)?+q [(x—pD?+qf)? [(x —p)? + g2 1™

onde a;q, ..., Ay, bi1, o blnl, €11, - Cip; S0 constantes.

x*+6x+9
* Ex.13: Calcule P 21320

d) Primitivagédo por Substitui¢cdo

Este método altera a expressdo da fung¢do a primitivar por outra equivalente mais facil de
primitivar.

Primitivagdo por Substituicdo

Se na primitiva em ordem a variavel x se substituir x por g(t), entio:

[ r@ ax= [ r(g@)-g'@ at

* Obs: Depois de calculada a primitiva em ordem a nova variavel t, é necessario efectuar a
retrosubstituicdo para a resposta ser dada em termos da variavel original x.

* Ex. 14: Primitive por substituicao:

eSX
4+e2%

c)P’;g d)P“‘T; e) PVI—xZ

(Sugestdo para e): faga a substituigdo x = sint e use a identidade cos?t = %cos(Zt)].

x\2
a) p ) b) P

12




5.2. Integrais

5.2.1. Integrais Definidos

DEFINICAO - Integral Definido

Seja f: [a, b] - R, continua em [a, b].

Integral Definido de f no intervalo [a, b] é o nimero

b
f () dx = F(b) - F(a)

onde:

* F é qualquer primitiva de f em [a, b];
* [a,b] é o intervalo de integracgio;

* a éo limite inferior de integracio;

* b é o limite superior de integracao.

* Obs: Anotagdo empregue no calculo do integral definido é a seguinte:

b b
f fG)dx = [FW, = F(b) — F(@) ou f f@dx = F@)| = F(b) - F(a)

¢ Ex. 15: Calcule:

a) f13 2x dx
b) J; T dx

) fl_zx +3dx
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P1) [)f(x)dx = - [} f(x)dx

P2) [*f(x)dx =0

P3) [Ckf()dx =k [ f()dx, k €R

P4) Sejaa < c < b. Entdo: f:f(x) dx = facf(x) dx + fcbf(x) dx
P5) [ 0dx =0

« Ex. 16: Calcule:

11 01 i 2 2
a) [, — dx.Qual o valor de J; o dx?7Ede Js oy dx — [] prei ol

4 e*sinx 1 e¥sinx dx

b) fl x+1 dx+f4 x+1

0) f:xzarctg x — xIne* dx

Cdlculo de Areas

PROPRIEDADE - Area abaixo do grdfico de uma funcdo

Seja f:[a, b] — R, continua em [a, b] e tal que f(x) = 0,Vx € [a, b].
Entéo, f: f (x) dx representa a area do conjunto
A={(x,y) ER*: a<x<bAO0<y<f(x)}
Isto é, representa a area da regido no plano entre as rectas verticais x = a e x = b, e entre o eixo

das abcissas e o grafico de f.

* Ex.17: Calcule a area dos seguintes conjuntos:
a) {(x,y) ER*:1<x<2A0<y<x?}
b) {(x,y)) ER%:0<x<4AN0<y<8-—x}
c) Regido do 12 quadrante limitada pelo grafico de f(x) = 4 — x2.
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PROPRIEDADE - Area entre grdficos de funcées

Sejam f e g fungdes continuas em [a, b] e tais que f(x) = g(x),Vx € [a, b].
Entdo, ff f(x) — g(x) dx representa a area do conjunto
R={(x,y)ER*a<x<bAgx)<y<fx)}
Isto é, representa a area da regido no plano entre as rectas verticais x = a e x = b, e entre os
graficosde f e g.
* Ex. 18: Calcule a area das seguintes regides:
A R ={(x,y) ER*: 1<x<2Ax*<y<8-—x}
b) R, = {(x,y) e R?: x2 <y < |x|}
) R;={(x,y) ER: y<5Ay=>-5x+5Ay=>Inx}

d) R,: Regido limitada pelo grafico de f(x) = 1/x, pelo eixo das abcissas, e pelas rectas
x=-2ex=-1.

e) Rs: Regido limitadaporx = 0,x =2,y =3 —2xey = x2.

5.2.2. Integrais Indefinidos

DEFINICAO - Integral Indefinido

Seja f continua em [a, b] e x € [a, b].

A funcdo definida por:

fa oL

designa-se por integral indefinido.

Um exemplo de integral indefinido é a fun¢do fgc e?t dt.

* Ex.19: Escreva o integral indefinido anterior como uma expressdo em termos de x, sem a
notacdo de integral.
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TEOREMA - Teorema Fundamental do Cdlculo Integral

Seja f:[a, b] — R, continua em [a, b] e seja x € ]a, b|.

d X
H([roa)=re

* Obs: Note-se que o teorema anterior garante que se f for continua em [a,b], entdo
f; f(t) dt é diferenciavel em [a, b], e por conseguinte também é continua em [a, b].

Entao,

d o x
* Ex.20: a) Calculea(f0 e?tdt).

b) Resolva a alinea anterior sem usar o Teorema Fundamental do Calculo Integral.

 Ex.21: Estude a monotonia de g(x) = fox t(t—De 2t dtemR.

5.2.2. Integrais Improprios
Até agora estudou-se integrais f: f(x) dx, em que:

» o intervalo de integracdo I = [a, b] é limitado;

» afungdo integranda f é limitada em [a, b].

Consideramos agora casos em que uma das condi¢des acima ndo se verifica.

DEFINICAO - Integral Impréprio

Se I ndo for limitado ou se f ndo for limitada em I = [a, b], entdo o integral f: f(x) dx designa-
se por integral improprio.

Alguns exemplos de integrais imprdprios sdo os seguintes:
> 1+°° e ¥ dx, pois o intervalo de integragdo é ilimitado;

3 . < e
> fl ﬁ dx, pois a fungdo integranda € ilimitada em [1,3].

20




Cdlculo de Integrais Improprios

Se f é continua em [a, +[, entdo: f;m fx)dx = zliTw fazf(x) dx
Se f é continua em |—oo, b], entio: f_boo f(x)dx = Zl_i)r_ngj be f(x)dx
Se f é continua em [a, b[ e ndo for limitada numa vizinhanga de b, entio:

[} G0 dx = lim [7 £ () dx

Se f é continua em ]a, b] e ndo for limitada numa vizinhanca de a, entio:

Jy £G) dx = lim [ £(x) dx

Em qualquer dos casos:

» se o limite existir e for finito, o integral do 12 membro diz-se convergente;

» se o limite ndo existir ou for infinito, o integral do 12 membro diz-se divergente.
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* Ex.22: Estude a convergéncia dos seguintes integrais:
a) f1+°° e *dx

b) [} = dx

1-x
+oo 1
C) fO m dx

1

1
d) fy 7= dx
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