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1 Precos e Retornos

1. O gréfico seguinte mostra a cotacao do PSI20 no periodo 2000-2012.
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Tendo em conta o grifico mostre que o retorno anualizado é negativo.

2. Considere os pregos de uma acgao:

t Pt
1 50
2 51
3 53
4 52

t

(a) Calcule R4 (3) usando as férmulas R; (m) = % e Ry (m) = H (1+R;) -1

j=t—m+1
(b) Calcule r4(3) usando as férmulas r, (m) =log P, —log Po—y ey (M) =714 + 71 + oo + Tt
(¢) Suponha que os dados sdo mensais. Calcule o retorno anualizado (com base em retornos continuos).
3. Seja 7 o retorno didrio de uma ac¢do em percentagem (r; = 100log (P;/P;—1)). Suponha que {r;} ¢ uma
sequéncia de v.a. i.i.d. com distribuicao N (,u,aQ) onde p = 0.03 e 02 = 5.
(a) Qual é a distribuigao de 74 (3) =74 +14—1 + 1127
(b) Calcule P (14 (3) < —1).

(c¢) Calcule o retorno anualizado e a volatilidade anualizada supondo que se observam 250 pregos por ano.

4. Considere:

Activo A Activo B
Como os retornos sido observados: diariamente mensalmente
Média dos retornos 0.01% (meédia didria) 0.1% (média mensal)

Note: retornos sao calculados usando a férmula v, = log (P;) — log (P;—1) onde P representa o prego.

Verifique qual dos activos apresenta maior rendibilidade anualizada.
5. Considere o ficheiro SP500 (3/01/1950-21/12/2012)
a) Obtenha a série dos retornos {r;} onde r; = log (P;/P;_1) .

(¢

(d) Calcule o retorno anualizado e a volatilidade anualizada no periodo 2001-2012.

(a)
(b) Calcule o retorno anualizado e a volatilidade anualizada no periodo total disponivel.
) Calcule o retorno anualizado e a volatilidade anualizada no perfodo 1950-2000.

)






2 Factos Empiricos Estilizados de Séries Temporais Financeiras

1. Analise a seguinte informagcao sobre a série temporal y; :

4 200
Series: Y
24 Sample 1 1000
160 Observations 1000
04
Mean 0.001524
2 120 Median 0014917
Maximum 3.820000
-4 Minimum -8.052770
80 Std. Dev. 1.110184
-6 Skewness -0.742759
Kurtosis 7.170298
8. 40
Jarque-Bera  816.5896
10 ' ' Probabilty ~ 0.000000
250 750 1000 0’-v=y—v—v—v—y=v—v—v—y—v—v—v—y—v—v—v—y—v—v—v—y—v—v—v—r
8 6
Teste Ljung-Box Hy: Corr (ys,y:—1) = ... = Corr (yt, yt—10) = 0, valor-p = 0.86
Teste Ljung-Box Hj: Corr (yf, yf_l) = ...= Corr (yf, yf_lo) =0, valor-p = 0.90

Sabe-se que y; é uma série temporal de dados didrios; mas nao se sabe se é uma série financeira, macro-
econdémica ou outra. Duas hipéteses estao em confronto. Hipétese F: y é uma série retornos de uma acgao
ou de um indice bolsista; hipétese NF: y nao é uma série retornos de uma acgao ou de um indice bolsista.
Exponha todos os argumentos a favor destas duas hipéteses. Em sua opinido, qual é a hipétese mais credivel?

2. Concorda ou discorda da seguinte afirmagao: “Coeficientes estimados de kurtosis altos (acima de 3) implicam
a presenca do fenémeno volatility clustering.

3. Concorda ou discorda da seguinte afirmagdo: “O efeito assimétrico implica uma distribui¢ao assimétrica
negativa para os retornos.”

4. Concorda ou discorda da seguinte afirmagao: “Se fortes (baixas) variagoes sdo normalmente seguidas de fortes
(baixas) variagdes em ambos os sentidos, entdo r7 deve estar correlacionado com r¢_; (i = 1,2,..)".

5. Seja r; o retorno didrio de um activo financeiro cotado na bolsa de valores. E razodvel esperar que

|Corr (r¢,7¢—1)| + ... + |Corr (4, 74 —100)| > |Corr (rf,r§71)| + ...+ |Corr (r?,rfﬁwo) |?

6. Considere o seguinte correlograma.

Correlogram of Y

Sample: 3 500
Included observations: 498

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

0.865 0.865 375.26 0.000
0.832 0.332 723.12 0.000
0.759 -0.042 1013.1 0.000
0.691 -0.085 1253.6 0.000
0.623 -0.049 1449.4 0.000
0.565 0.009 1610.8 0.000
0.519 0.053 1747.5 0.000
0.488 0.076 1868.5 0.000
0.445 -0.031 1969.5 0.000

1
1
1
1
1
1
1
1
1
! 0.421 0.013 2060.1 0.000

Concorda ou discorda da seguinte afirmacao: “Existem fortes indicios de que y é um série financeira”.

7. Imagine uma série de rendibilidades didrias associadas a um activo cotado na bolsa de valores. Nestas circun-
stancias:

(a) Um valor plausivel para a kurtosis é I:] Justifique o valor.



10.

11.

12.

(b) Um valor plausivel para Corr ’I”t 1 rt I:] Justifique o valor.

(¢) Um valor plausivel para % onde Z ~ N (0,1) I:] Justifique o valor.

Diga como pode analisar e testar estatisticamente os seguintes aspetos:

(a) “Fortes variagbes dos retornos sdo normalmente seguidas de fortes variagoes em ambos os sentidos”

(b) “O volume de transagoes estd normalmente correlacionado com volatilidade”.
Considere o seguinte modelo para o prego de um activo cotado na bolsa
log P, = log P;—1 + uy

onde u; ¢ um ruido branco. Podera este modelo pode captar (ou estimar) a existéncia de um prémio de risco
positivo?

Considere uma série de precos de uma acdo cotada na bolsa. A partir desses pregos calcularam-se os retornos
didrios e obteve-se o valor-p da estatistica Bera-Jarque. Seja py esse valor. De igual forma, a partir dos
pregos calcularam-se os retornos semanais e obteve-se o valor-p da estatistica Bera-Jarque. Seja p, esse
valor. Concorda com a seguinte afirmagao: “é de esperar que pg < ps”7 Justifique.

Foram simuladas duas trajectérias de varidveis aleatérias com distribuicdo de Pareto f (y) = acty (et
y > ¢ = 1. Numa das trajectérias considerou-se @ = 2 e na outra o = 1.5. Qual das figuras seguintes foi
simulada com a = 27 Justifique devidamente.

Simulagao Trajectoria de v.a. ¢/ Dist. de Pareto Simulacgao Trajectéria de v.a. ¢/ Dist. de Pareto
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As curvas apresentadas na figura segumte representam as abas direitas de duas fungoes de densidade de
probabilidade (fdp). Uma das curvas é proporcional a e —a? : a outra é proporcional a z=(®t1) o > 0.

e |




Qual das duas fungoes caracteriza melhor a distribuicdo marginal de uma série de retornos?

13. Uma classe de distribuic¢oes de cauda pesada é definida a partir da mistura de densidades. Considere
f@)=afi(@)+(1-a)f2(z), 0<a<1

onde, fi(z) ¢ a fdp da N(0,0%) e f2(z) ¢ a fdp da N (0,03). Suponha a = 0.9, o1 = 0.1 e g5 = 3.148.
Sabendo que Y tem fdp f, mostre que P (]Y| > 3) = 0.0340. Compare com P (|Z| > 3), onde Z ~ N (0,1) e
comente.

14. Considere uma série financeira de cotagoes de um indice ou acgao.

(a) Apresente os graficos das séries temporais dos pregos e dos retornos r;.

(b) Apresente o valor do retorno anualizado 74, e teste a hipétese do retorno anualizado ser positivo (este
retorno deve ser encarado como um parametro populacional).

Teste a igualdade de médias dos retornos em relagao aos dias da semana.
Teste a igualdade de médias dos retornos em relacao aos meses do ano.

)
)
e) Apresente um grifico da estimativa ndo paramétrica da fdp dos retornos juntamente com a fdp normal.
) Calcule o estimador de Hill para a aba esquerda e direita da distribui¢do de retornos.

)

Estime os primeiros 20 coeficientes de autocorrelacdo dos retornos e teste a nulidade dos primeiros 20
coeficientes de autocorrelacao. Comente os resultados.

(h) Estime os primeiros 200 coeficientes de autocorrelagdo dos retornos absolutos, i.e. de |r¢|. Comente os
resultados.

(i) Faga os seguintes ensaios:
i Ho k=3
ii. Hy:sk=0.
iii. Hy:k=3esk=0.
iv. Hy : Corr (rf,rt_l) =0.
(j) Tendo em conta as alinea anteriores, identifique alguns dos “factos empiricos estilizados”.

(k) Repita o exercicio para dados mensais.






Modelacao da Heterocedasticidade Condicionada - Caso Univariado

1. Seja {y;} uma série temporal. Concorda com a seguinte afirmagio: “se y é um processo nao linear (por
exemplo, um ARCH) entdo a FAC e a FACP de y nao permitem identificar o modelo probabilistico subjacente

ay”.

2. Depois de estimado um certo modelo realizou-se o teste multiplicador de Lagrange de Engle cujos resultados
estao apresentados na tabela seguinte.

ARCH Test:
F-statistic 0.133345  Probability 0.984719
Obs*R-squared 0.668998  Probability 0.984627

Test Equation:

Dependent Variable: RESID"2

Method: Least Squares

Included observations: 1571 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 6.58E-08 3.69E-08 1.780103 0.0753
RESID"2(-1) 0.020564 0.025278 0.813521 0.4160
RESID"2(-2) 0.000127 0.025283 0.005006 0.9960
RESID"2(-3) -0.001061 0.025283  -0.041959 0.9665
RESID"2(-4) -0.001119 0.025283  -0.044256 0.9647
RESID"2(-5) -0.000576 0.025278  -0.022776 0.9818
R-squared 0.000426  Mean dependent var 6.70E-08
Adjusted R-squared -0.002768 S.D. dependent var 1.45E-06
S.E. of regression 1.46E-06  Akaike info criterion -24.03676
Sum squared resid 3.32E-09  Schwarz criterion -24.01630
Log likelihood 18886.88  F-statistic 0.133345
Durbin-Watson stat 2.000002  Prob(F-statistic) 0.984719

Verifique se existe evidéncia estatistica de efeito ARCH.

3. Para estudar os retornos mensais do indice S&P 500 no periodo Julho de 1954 a Maio de 2006 estimaram-se
dois modelos (modelo I e IT). Os modelos incluem as seguintes varidveis dummy:

1 set corresponde a Setembro
SET =
0 outros casos
1 t d t.1
OUTS7T — se t corresponde a Out.1987
0 outros casos
200
Series: R
Sample 1954M07 2006M05
160 - Observations 623
Mean 0.006055
1204 Median 0.009064
Maximum 0.151043
Minimum -0.245428
80+ Std. Dev. 0.041904
Skewness -0.579596
Kurtosis 5.433204
40
I Jarque-Bera  188.5666
ol _. .- o Probability 0.000000
T T T T T |_|_|_|_|_|_|_|_|_|_|_|_
-0.2 0.1 -0.0 0.1



Dependent Variable: R

Method: Least Squares ARCH Test:
Sample (adjusted): 1954M12 2006M05
White Heteroskedasticity-Consistent Standard Errors & Covariance F-statistic 3.809286  Probability 0.000053
Obs*R-squared 36.46783  Probability 0.000070
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

Test Equation:
Dependent Variable: RESID"2

C 0.007211 0.001725 4.179417 0.0000 Method: Least Squares
SET -0.019060 0.006113 -3.117855 0.0019
R(-5) 0.101825 0.040983 2.484603 0.0132 Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

ouTs? -0.253252 0.001677 -151.0097 0.0000
c 0.000952  0.000177  5.386259  0.0000
R-squared 0.083949  Mean dependent var 0.005847 RESID"2(-1) 0.082923  0.056271  1.473640  0.1411
Adjusted R-squared 0.079474  S.D. dependent var 0.041776 RESID"2(-2) 0.084488  0.050719  1.665822  0.0963
S.E. of regression 0.040082  Akaike info criterion -3.589343 RESID"2(-3) 0.127261 0.061940 2.054581 0.0404
Sum squared resid 0.986417  Schwarz criterion -3.560692 RESID"2(-4) -0.018052  0.036482  -0.494806  0.6209
Log likelihood 1113.107  F-statistic 18.75622 RESID*2(-5) 0.041309 0035902  1.150603  0.2504
Durbin-Watson stat 2.004844  Prob(F-statistic) 0.000000 RESID'2(6) 0088388 0042430 2083174 0.0877
RESID"2(-7) -0.060176  0.032040  -1.878148  0.0608
RESID2(-8) -0.044494  0.040461  -1.099684  0.2719
RESID"2(-9) 0.006290  0.040704  0.154531  0.8772
RESID*2(-10) 0.097871  0.048278  2.027224  0.0431

Dependent Variable: R

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Sample (adjusted): 1954M12 2006 M05

Included observations: 618 after adjustments
Bollerslev-Wooldrige robust standard errors & covariance

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 0.007280 0.001619 4.497443 0.0000
SET -0.014501 0.005507  -2.633161 0.0085
R(-5) 0.095225 0.039378 2.418195 0.0156

ouTs7 -0.253332 0.001574  -160.9771 0.0000

Variance Equation

C 0.000112 5.33E-05 2.099832 0.0351
RESID(-1)"2 0.083939 0.028061 2.991251 0.0028
GARCH(-1) 0.847647 0.059015 14.36334 0.0000

R-squared 0.082925 Mean dependent var 0.005847
Adjusted R-squared 0.073919  S.D. dependent var 0.041776
S.E. of regression 0.040202  Akaike info criterion -3.622529
Sum squared resid 0.987520  Schwarz criterion -3.572391
Log likelihood 1126.361  F-statistic 9.208061
Durbin-Watson stat 2.003605 Prob(F-statistic) 0.000000
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Correlogram of Standardized Residuals

Correlogram of Standardized Residuals Squared

Sample: 1954M12 2006M05
Included observations: 618

Sample: 1954M12 2006M05
Included observations: 618

Autocorrelation  Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob Autocorrelation  Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob
il i 1-0.013 -0.013 0.0991 0.753 il if 1-0.062 -0.062 24140 0.120
i i 2 0.012 -0.012 0.1815 0.913 i 1) 2 0.008 -0.012 2.4511 0.294
h i 3 0.039 0.039 1.1344 0769 ' g1 3 0.029 0.028 2.9914 0.393
i i 4 0.013 0.014 1.2415 0.871 L I 4-0.034 -0.031 37090 0447
il it 5 .0.007 -0.006 1.2742 0.938 i i 5 0.013 0.010 3.8190 0576
.J. .J. 6 -0.050 -0.051 2.8199 0.831 ' i 6 0.084 0.085 8.2488 0.220
i i 7 -0.005 -0.007 2.8330 0.900 o Ji' ;88?] ggli gggig gggg
i i 8 -0.002 -0.003 2.8369 0.944 th i -0.011 -0. : :

Illl ||j| 9 0.041 0.046 3.9145 0.917 o Il 9 0.014 0.009 9.0455 0.433
i i 10 -0.002 0.001 3.9162 0.951 g Jr 10 0.068 0.077 11.977 0.287
i i 11 -0.003 -0.003 3.9225 0.972 H i 110012 0.018 12.064 0.359
i i 12 0021 0.015 4.2062 0.979 W I] 12 0.039 0.035 13.038 0.366
IJI IJI 13 -0.044 -0.046 54442 0.964 H il 13 0.030 0.037 13608 0402
il Ul 14 -0.041 0.042 65290 0.951 i i 14 0.020 0.030 13.856 0.460
f L 15 -0.044 0,043 7.7519 0.933 W il 15-0.021 -0.024 14.140 0.515

(a) Faca o teste multiplicador de Lagrange (teste de Engle) (escreva a hipétese nula). O que pode concluir?

(b) Quais as estimativas que escolheria para a média condicional: as do modelo I ou as do modelo 117
(¢) Por que razao o modelo II foi estimado com a op¢ao "Bollerslev-Wooldridge robust standard errors &
(d) Que conclusdes pode retirar das duas tltimas tabelas (a seguir a estimacao do modelo IT)? Formule as

(e) Considere as estatisticas que constam da figura I. Se tivesse considerado dados didrios esperaria obter
aproximadamente os mesmos valores para a média, varidncia e coeficiente de kurtosis? Ou esperaria que
os valores para essas estatisticas fossem maiores ou menores? Justifique.

Justifique.

covariance"?

hipéteses nulas.

4. Considere:

(a) r - série dos retornos didrios do SP500;

dia da semana assume os valores 2,3,...,6 consoante o dia da semana (segunda, terca,...,sexta).

dia da_ semana=2 ¢ uma varidvel dummy.que assume o valor 1 se o dia corresponde a uma segunda

-feira.

var representa a série das variancias condicionadas no periodo de estimagao.

Com base no output seguinte,

Obtenha a previsdo da variancia condicional a dois passos.

Considere o teste de Wald apresentado numa das janelas. Escreva as hipdteses nula e alternativa asso-
ciadas ao teste e retire as conclusoes estatisticas. Concorda com a afirmacao: “sob a hipétese nula os

estimadores de méxima verosimilhanca sao inconsistentes” 7
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B8 Workfile: SP500 - (d:\meulaulas\stfitestesisp x B Fquation: UNTITLED Workfile: SP500::Untitled\ |_ HD &|
Vigw m Ohject m Save | Details+/- | |Show |Fetch [ Store | Delete [m Sarnple View [ﬂ] Cbject [m MNarne |Freeze | |Estimate [Forecast |Stats |Resids
Range: 4/01/1993 4/09/2009 (irregular) -- 4057 obs Display Filter. * Dependert Yariable: R
Sample: 40111993 4/08/2008 - 4057 abs Method: ML - ARCH (Marquardt) - Student's t distribution
Elc Eleq02 Br M var Date: 14/08/10 Time: 12.04
b4 dia_da_semana (6] group01 B4 resid Sample (adjusted): 5/01/1993 4/08/2008
Mahs B4 sp500 Included observations: 4055 after adjustments
A Mews Page Convergence achieved after 17 iterations
Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
: UNTITLED Workfile: SP500:: GARCH = C(3) + CEPRESIDN-112 + C(EFRESIDE-212 + CIE)
e roc)cbest refame [Fresce] sttt [t ranspoe e+ CARCHCN) » CUIPDI DA SEMANAS2
obs R] RESID VAR DIA_DA_SEMANA] Variahle Coefficient  Std. Error z-Statistic  Proh.
28/08/2003 -0.15804 -0.28468 1.23261 §.00000 ~
31/08/2009 -0.81091 -0.874975 1.08312 2.00000 B C 0.083329 0.0121585 5210072 0.0000
1/08/2008 -2.23722 -2.32288 1.04202 3.00000 R{-1) -0.027674 0.015631  -1.770460 0.0787
2/09/2009 -0.33018 -045543 1.10734 4.00000
3/09/2009 0.84986 0.77739 1.37417 5.00000 Variance Equation
4/08/2008 1.30322 1.26341 1.30760 §.00000
C 0.017733 0.005750 3.084160 0.0020
RESID(-1}"2 0.014912 0.011147 1.337796 0.1810
. . . RESID{-2}"2 0.081424 0.014172 43341268 0.0000
BB Fquation: EQD1 Workfile: SP500: :Untitled\ GARCH(-1) 00722824 0008154 1131812 0.0000
Wmm mmm Mm@]m DiA_DA_SEMANA=2  -0.085887 0.028533  -2.30B8466 0.0209
WWald Test ke’ T-DIST. DOF 7488747 0.786121 §.5261545 0.0000
Equation: EG01
R-squared 0.001707  Mean dependent var 0.020867
Test Statistic Value df Probahility Adjusted R-sguared 0001461 5.0 dependent var 12450358
SE. of regression 1.244125  Akaike info criterion 2749314
F-statistic 0.055756 (1,4047) 0.8133 Ml Sum sguared resid 6273423 Schwarz criterion 2761758
Chi-square 0.055756 1 08133 Log likelihood -bokR 234 Hannan-Cluinn criter 2783722
F-statistic 0.9902B0  Durhin-VWatson stat 2.075954
Prob(F-statistic) 0436172
MNull Hypothesis Summary,
Normalized Restriction (= 0} Walue Std. Err.
-1+ Cd) + C(5) + C(6) -0.000840  0.003558
v

5. Na figura seguinte apresentam-se os resultados de estimagao do retorno do NASDAQ (Periodo: 12/10/1984 a
21/12/2004, 5066 obs.)

Dependent Variable: RETORNO

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Included observations: 5063 after adjustments
Convergence achieved after 30 iterations

Coefficient Std. Error  z-Statistic Prob.
C 0.000703 0.000150 4.692919 0.0000
SEGUNDA -0.001547 0.000290 -5.334311 0.0000
QUARTA 0.000816 0.000266 3.074664 0.0021
RETORNO(-1) 0.172979 0.015571 11.10877 0.0000

Variance Equation

C 3.96E-06 9.77E-07 4.055530 0.0001
RESID(-1)"2 0.063598 0.009189 6.921289 0.0000
RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0)  0.140397 0.011611 12.09180 0.0000
GARCH(-1) 0.812864 0.009463 85.89974 0.0000
SEGUNDA 3.63E-06 1.78E-06 2.040244 0.0413
QUARTA -1.03E-05 2.83E-06 -3.636438 0.0003
QUINTA -4.55E-06 1.85E-06 -2.463333 0.0138
VOL_EST(-1) 7.29E-06 8.47E-07 8.607166 0.0000
R-squared -0.007505 Mean dependent var 0.000427
Adjusted R-squared -0.009699  S.D. dependent var 0.014328
S.E. of regression 0.014397  Akaike info criterion -6.334065
Sum squared resid 1.046928  Schwarz criterion -6.318588
Log likelihood 16046.69  Durbin-Watson stat 2.213909

Sabe-se que a ultima observagao disponivel é uma terga-feira e, nesse dia, registaram-se os seguintes valores:
yn = 0.010779, U, = 0.010519, 62 = 0.000176, vol _est, = 3.511798 (volume estandardizado).

(a) Escreva o modelo tedrico subjacente ao modelo estimado (considere y = retorno) e identifique a dis-
tribuigao assumida para os €’s.
(b) Discuta o efeito dos dias da semana na média e na variancia condicional.
(¢) Calcule
E [y|segunda, = 1],

E [yt| quarta, = 1], E [yt] sexta; = 1].
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(d) Assuma E [vol _est] = 1. Calcule

Var [y:| segunda, = 1], Var [y:| quarta, = 1], Var [y;| sexta; = 1]

(e) Obtenha a previsdo para y; ondet=n+1,n+2en+3
(f) Calcule a previsao para o7 onde t = n + 1, n +2 e n + 3. Nas previsoes a dois e a trés passos assuma

vol _estpy1 = vol _est,io =wvol _est,.

6. Seja y o retorno didrio (perfodo 11/0ut/84 a 2/Set/05) associado ao indice NASDAQ. Considere os modelos
1,2e3.

1 set corresponde a 19, 20, 21, 22 ou 23 de Outubro de 1997

BM, (black monday) = { 0 outros casos
(a varidvel BM identifica a semana onde ocorreu o crash bolsista de Outubro de 1997).

HL,; = high;—lowy, high; e low; sao respectivamente o valor mais alto e mais baixo do indice observado
durante o dia t.

(a) As estimativas dos modelos 1 e 2 sao diferentes, apesar das varidveis explicativas serem as mesmas (na
equagdo da média e da variancia). Porqué? Refira-se as propriedades de consisténcia e de eficiéncia dos
estimadores envolvidos.

(b) Compare os modelo 2 e 3 quanto a "parciménia” e "precisao". Identifique o modelo mais "parcimonioso" e
o mais "preciso". Com base nestes critérios, qual dos dois modelos (2 e 3) escolheria?

NOTA: Nas questoes seguintes considere o modelo 3.

(c) Interprete os coeficientes associados a BM (na equagdo da média e da varincia) e analise a sua significAn-
cia. Num quarto modelo (resultados nao apresentados) experimentou-se o terceiro modelo sem a varidvel
"RESID(-1)"2*RESID(-1)<0". Como resultado, a estimativa associada a BM na varidncia mostrou-se
mais significativa (isto é, o rdcio-t em médulo aumentou). Indique uma possivel explicagao.

(d) Qual (ou quais) o(s) dia(s) da semana onde a rendibilidade é, em média, mais alta? E mais baixa? Qual
(ou quais) o(s) dia(s) da semana onde a volatilidade é, em média, mais alta? E mais baixa?

(e) O sinal da estimativa do coeficiente associado a HL é o esperado? Justifique.

(f) Obtenha a previsdo a dois passos para y (momentos n + 1 e n + 2) sabendo que a tltima observacao
disponivel é uma sexta-feira e, nesse dia, se observou o seguinte:

yn = —0.003
(g) Obtenha a previs@o a um passo para a variancia condicionada sabendo que:

i, = —0.004, HL, = 12.94, 62 = 0.000098
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Modelo 1 Modelo 2

Dependent Variable: Y Dependent Variable: Y
Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution Method: ML - ARCH (Marquardt) - Student's t distribution
Included observations: 5242 after adjustments Included observations: 5242 after adjustments

Bollerslev-Wooldrige robust standard errors & covariance

Coefficient Std. Error z-Stafistic Prob.

Coefficient Std. Error z-Stafistic Prob.

C -0.000495 0.000244  -2.030007 0.0424

C -0.000634 0.000280  -2.266869 0.0234 Y(-1) 0.155979 0.014670 10.63251 0.0000
Y(-1) 0.159423 0.014835 10.74633 0.0000 TER 0.001188 0.000340 3495186 0.0005
TER 0.001196 0.000271 3223762 0.0012 QuA 0.002143 0.000332 6.4459250 0.0000
Qua 0.002216 0.000357 6.198392 0.0000 aul 0.001673 0.000327 5.112804 0.0000
Qul 0.001578 0.000371 4254999 0.0000 SEX 0.001714 0.000334 5.132326 0.0000
SEX 0.001528 0.000376 4.067297 0.0000 BM -0.056380 0.013589  -4.149081 0.0000

BM -0.046719 0.040034  -1.166979 0.2432

Wariance Equation

Varnance Equation

C 551E06 239E-08 2.302453 00213
C 6.66E-06 4 59E-06 1.449592 0.1472 RESID(-1)*2 0.089098 0.010058 8.858508 0.0000
RESID(-1)}"2 0.103038 0.014539 7.087258 0.0000 GARCH(-1) 0.841762 0.013698 61.44986 0.0000
GARCH(-1) 0.822135 0.020743 39.63483 0.0000 TER -1.70E-06 427E06  -0.397519 06910
TER -4 05E-06 TT2E-06  -0.524283 0.6001 Qua -8.93E-06 3.86E06  -2.316245 0.0205
QuAa -1.11E-05 5TAE06  -1.937437 0.0527 aul -5.35E-06 355E06  -1.505108 0.1323
Qul -6 .59E-06 531E06  -1.241204 0.2145 SEX -4 91E-06 3T2E06  -1.321313 0.1864
SEX -7 ABEO7 8.07E-06  -0.092662 09262 BM 0.000805 0.000395 2.039192 00414
BM 0.001024 0.000835 1.225465 0.2204 HL(-1) 544E07 8.11E-08 6.713897 0.0000

HL(-1) 5.15E07 9.65E-08 5.337689 0.0000
T-DIST. DOF 7.594247 0.671885 11.30289 0.0000

R-squared 0.000245 Mean dependent var 0.000413
Adjusted R-squared -0.002624  S.D. dependent var 0.014157 R-squared -0.001175  Mean dependent var 0.000413
S.E. of regression 0.014175  Akaike info criterion -6.349016 Adjusted R-squared -0.004240  S.D. dependent var 0.014157
Sum squared resid 1.050096 Schwarz criterion -6.328960 S.E. of regression 0.014187  Akaike info criterion -6.387044
Log likelihood 1665677  F-statistic 0.085448 Sum squared resid 1.051588  Schwarz criterion -6.365755
Durbin-Watson stat 2206552  Prob(F-statistic) 0.999999 Log likelihood 1675744 Durbin-Watson stat 2197513

Modelo 3

Dependent Variable: Y
Method: ML - ARCH (Marguardt) - Student's t distribution
Included observations: 5242 after adjustments

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C -0.000534 0.000237 -2.248188 0.0246
Yi{-1) 0.160906 0.014799 10.87258 0.0000
TER 0.001079 0.000328 3.291703 0.0010
QUA 0.002112 0.000319 6.624500 0.0000
Qul 0.001582 0.000325 4.869947 0.0000
SEX 0.001664 0.000339 4.907460 0.0000
BM -0.059032 0.014622 -4.037293 0.0001

Variance Equation

c 2.T3E-06 7.29E-07 3.749794 0.0002

RESID{-1)*2 0.042726 0.011570 3692772 0.0002
RESID(-1)"2*RESID(-1)<0) 0.101943 0.017114 5.956655 0.0000
GARCH(-1) 0.826632 0.014149 58.42538 0.0000

QUA -5.84E-06 3.10E-06 -1.882604 0.0598

BM 0.000833 0.000452 1.843104 0.0653

HL(-1) 5.83E-07 8.09E-08 7.202286 0.0000

T-DIST. DOF 8.120120 0.743425 10.92259 0.0000
R-squared -0.002421  Mean dependent var 0.000413
Adjusted R-squared -0.005105 S.D. dependent var 0.014157
S.E. of regression 0.014193  Akaike info criterion -6.394088
Sum squared resid 1.052897  Schwarz criterion -6.375304
Log likelihood 16773.91  Durbin-Watson stat 2206637

7. Nos gréficos seguintes estao representadas duas séries temporais (y e z) e as respectivas volatilidades estimadas
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(ambas as séries possuem efeitos ARCH/GARCH).
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Qual das séries exibe maior dependéncia temporal da volatilidade?

Para estudar os retornos didrios da cotagao IBM obtiveram-se os seguintes resultados

Dependent Variable: R
Method: ML - ARCH (Marquardt) - Student's t distribution
Included observations: 11156 after adjustments

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 0.058934 0.026023 2.264677 0.0235
TER -0.023163 0.036713 -0.630932 0.5281
QUA -0.060686 0.035578 -1.705738 0.0881
QuiI -0.094204 0.035625 -2.644295 0.0082
SEX -0.063007 0.036022 -1.749152 0.0803
JAN 0.032624 0.037617 0.867262 0.3858

Variance Equation

C 0.159397 0.049791 3.201327 0.0014

RESID(-1)*2 0.031524 0.004490 7.020474 0.0000
RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0)  0.043304 0.006572 6.588806 0.0000
GARCH(-1) 0.938043 0.004712 199.0711 0.0000
VOL(-1) 0.146484 0.022031 6.648994 0.0000

TER -0.038917 0.091006  -0.427636 0.6689

QUA -0.334158 0.085922  -3.889099 0.0001

QuI -0.169021 0.079195  -2.134248 0.0328

SEX -0.123027 0.079473  -1.548033 0.1216

T-DIST. DOF 6.238264 0.302559 20.61836 0.0000
R-squared 0.000414 Mean dependent var 0.030201
Adjusted R-squared -0.000932  S.D. dependent var 1.634094
S.E. of regression 1.634856  Akaike info criterion 3.510571
Sum squared resid 29774.47  Schwarz criterion 3.521069
Log likelihood -19565.97  F-statistic 0.307531
Durbin-Watson stat 2.031709  Prob(F-statistic) 0.994917

onde, R representa os retornos didrios, TER, QUA, etc. sdo varidveis dummies que captam o efeito do dia da
semana, JAN é uma varidvel dummy que capta o efeito do més de Janeiro e

VOL, = log (volume;) — log (volume;_1)

15



sendo “volume” o volume de transacoes.

NOTA: nos casos apropriados, formule as hipéteses estatisticas que permitem discutir as questoes.

(a) Para certas acgdes detecta-se um aumento das rendibilidades em Janeiro (por motivos fiscais tende-se a
vender em Dezembro e a comprar em Janeiro). Verifique se os dados suportam este efeito.

(b) Comente a afirmagdo “um aumento ceteris paribus do volume de transagoes tende a aumentar a volatil-
idade”.

(¢) Descreva sucintamente o efeito assimétrico e verifique se esse efeito estd presente na série em estudo.
(d) Concorda com a afirmacao: “o modelo é inaceitdvel pois o R-square é muito baixo” ?

(e) Quais as estimativas que viriam diferentes se fosse usado o método de pseudo méaxima verosimilhanga
baseado na distribui¢cao normal? Justifique

(f) Apresente uma estratégia de compra e venda de acgoes da IBM com base nos resultados do modelo.
Justifique.

9. Considere o seguinte OQutput onde se estima um modelo para as rendibilidades do PSI 20:

Dependent Variable: R

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Student's t distribution
Sample: 4/01/2002 31/05/2007

Included observations: 1376

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 0.071494 0.016352 4.372331 0.0000
MA(1) 0.050038 0.027302 1.832744 0.0668

Variance Equation

C 0.003036 0.009827 0.308921 0.7574
RESID(-1)"2 0.039957 0.018699 2.136914 0.0326
RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0)  0.055215 0.023645 2.335145 0.0195
GARCH(-1) 0.903125 0.018724 48.23364 0.0000
ABS_AMPL(-1) 0.000239 0.000196 1.217098 0.2236
HOLIDAYS 0.110723 0.058033 1.907920 0.0564
T-DIST. DOF 6.530626 1.106313 5.903056 0.0000

ABS AMPL; representa a amplitude high-low (isto ¢ a diferenga entre a cota¢do maxima e a cota¢do minima
registada no dia ¢t. HOLIDAYS; ¢ uma varidvel dummy que assume o valor 1 se o dia ¢—1 (i.e., no dia anterior)
houve um feriado.

(a) Escreva o modelo tedrico subjacente (i.e., escreva as equagdes que descrevem o modelo) e identifique a
média condicional , a varidncia condicional e a distribui¢ao condicional.

(b) Analise a significancia estatistica dos coeficientes associados a ABS AMPL e a HOLIDAYS. Use um
nivel de significancia de 10%. Escreva as hipdteses nulas e alternativas.

10. Em Abril de 2010 ocorreu uma explosao na plataforma petrolifera Deepwater Horizon no Golfo do México

(Estados Unidos). A plataforma estava sob a responsabilidade da companhia BP (British Petroleum). A
explosao matou 11 trabalhadores e provocou o derramamento de petréleo durante meses. Para avaliarmos as
implicacoes deste evento nas cotagoes da empresa BP realizou-se um estudo econométrico com as seguintes
varidveis:
RETURNS BP: retornos didrios das acoes da BP; RETURNS MARKET: retornos do indice bolsista
FTSE100; RETURNS _OIL: variagoes do prego do petréleo no mercado internacional; LEAK: varidvel
dummy que assume o valor 1 durante o perfodo em que houve derramamento de petréleo. Obtiveram-se os
seguintes resultados:
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Dependent Variable: RETURNS_BP

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Sample: 21/05/1987 15/03/2011

Included observations: 5899

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 0.024894 0.016277 1.529391 0.1262
RETURNS_MARKET 0.615100 0.012546 49.02592 0.0000
RETURNS_OIL 0.124924 0.006330 19.73539 0.0000
LEAK -2.083357 0.505492 -4.121446 0.0000

Variance Equation

c 0.030927  0.003828  8.080129  0.0000
RESID(-1)"2 0.027338  0.004347  6.288740  0.0000
RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0) ~ 0.044633  0.006221  7.174912  0.0000
GARCH(-1) 0.934073  0.004233  220.6833  0.0000

LEAK 1.207213  0.269741  4.475445  0.0000

Discuta o impacto que o derramamento de petréleo teve nas cotagoes da BP. Fundamente as suas conclusoes
com base em testes estatisticos.

. Consideraram-se 3 modelos para estimar os retornos do PSI20 no periodo 04/01/1993-04/09/2009 (4055
observagoes didrias) (os retornos foram multiplicados por 100, i.e. r; = log (P;/P:—1) x 100).

re =cH+ Pri_1 + ug re=c+ ¢ri_1 + ug re=cC+ ¢ri_1 + us
M1< u; =0, e~ N(0,1) M2<{ u =ore, er~1t(v) M3<{ us=o0ier, e ~1t(v)
o} =w+aui_y + Boi_, o} =w+aui_y + Boj_, ot =w+ta (w1 —7)° +poi,

Em todos os casos assume-se que ¢; é independente de u;_j, k € Ne E(¢;) = 0 e Var (¢;) = 1. Os resultados
da estimagao (através do programa GAUSS) foram:

MODELO ML
Mean | og-1i kel i hood -1.31369
Covariance of the paraneters conputed by the foll owi ng nmethod: QW covariance matrix

Par aneters Esti mat es Std. err.
c 0. 0582 0.0142
phi 0. 1241 0. 0220
w 0.0187 0.0078
alfa 0.1755 0. 0507
beta 0. 8278 0.0431
Al C 2.6298547

SC 2.6376308

Todos os modelos foram estimados pelo método da quase maxima verosimilhanga (embora usando-se diferentes
pseudo verdadeiras densidades - normal no modelo 1 e t-Student nos modelos 2 e 3).

(a) Compare os resultados de estimac¢ao do modelo 1 e 2. Refira-se as vantagens em se assumir uma dis-
tribuigdo t-Student para os erros.

(b) Justique o interesse da especificagio 02 = w + o (w1 —7)° + Bo?_, (modelo M3) face & especificacao

usual GARCH(1,1).

(¢) Considere

Fno1 =099, 7, =097
[l 1 = ¢4 @rn_o=—0153, [, =é+ dro_q = 0.162
62, =0.967 62 =0.993.

Com base nos resultados do modelo 3, determine um intervalo de previsao para 7,41 a 95%.
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MODELO M2
Mean | og-1Iikelihood -1.26936
Covari ance of the paraneters conputed by the follow ng nethod: QW covariance matrix

Par aneters Esti mat es Std. err.
c 0. 0493 0. 0102
phi 0.1193 0. 0170
w 0. 0098 0. 0038
alfa 0.1338 0. 0299
bet a 0.8711 0. 0268
v (graus lib.) 5.3621 0. 4839
Al C 2.5416849

SC 2.5510162

MODELO MB

Mean | og-1i kel i hood -1.26832
Covariance of the paranmeters conputed by the foll ow ng nmethod: QW covariance matrix

Par aneters Esti mat es Std. err.
c 0. 0435 0. 0105
phi 0.1199 0. 0170
w 0. 0096 0. 0038
alfa 0.1328 0. 0281
bet a 0. 8697 0. 0259
ganma 0. 1122 0. 0393
v (graus lib.) 5. 3654 0. 4813
Al C 2.5400895

SC 2.5509760

(d) Com base nos resultados do modelo 3 obtenha uma estimativa do retorno anualizado.

(e) Com base no modelo 3 obtenha a expressao de Var (r;) como fungao dos parametros do modelo. Que
condicao ou condigoes deve impor para que Var () exista?

12. Considere o seguinte output obtido a partir de uma série de retornos didrios de um titulo cotado na bolsa de
valores:

Dependent Variable: R

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Student's t distribution
Sample (adjusted): 5/01/2000 21/02/2012

Included observations: 2885 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
C 3.37E-05 0.000190 0.177009 0.8595
R(-1) 0.051775 0.018046 2.869147 0.0041

Variance Equation

C 2.27E-06 7.03E-07 3.223868 0.0013
RESID(-1)"2 0.135656 0.022252 6.096371 0.0000
RESID(-1)"2*(RESID(-1)<0) 0.119858 0.032428 3.696107 0.0002
GARCH(-1) 0.844630 0.012415 68.03218 0.0000
T-DIST. DOF 3.796430 0.282714 13.42853 0.0000
R-squared 0.005620 Mean dependent var -0.001072
Adjusted R-squared 0.005275 S.D. dependent var 0.021750
S.E. of regression 0.021693  Akaike info criterion -5.457992
Sum squared resid 1.356705 Schwarz criterion -5.443513
Log likelihood 7880.153 Hannan-Quinn criter. -5.452773
Durbin-Watson stat 1.885872

A partir dos residuos estandardizados &; obteve-se:
Qobs =71 (n+2) 310 l_zi)f (&¢) = 13.5, com valor-p igual a 0.141

i=1n
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13.

14.

15.

16.

17.

Qobs =n(n+2) 320, L2 (¢7) = 10.8, com valor-p igual a 0.930

i=1 n—i

. 1. L. ~ ~2
Na figura seguinte representam-se os ultimos valores das séries 4, &; € 0

(6] Group: UNTITLED Worldile: ACCOES PSI20 - 2000-201210: Untitled\, - B X

[ViewIProcIObject] [PrintINameIFreeze] [Default v] [SortITransposeIEditn-,.f-ISmpI
obs R|RES_ESTAND VAR

6/02/12012 0.027780 0.864470 0.001003 -
7/02/2012 0.186877 6.011421 0.000851
8102/2012 0.049572 0.543097 0.005469
9/02/2012 -0.005420 -0.115507 0.004840

10/02/2012 -0.033152 -0.513463 0.004107
13/02/2012 0.033152 0.569020 0.003748
14/02/2012 -0.027550 -0.507571 0.003332
15/02/2012 0.01111M 0.226921 0.003036
16/02/2012 -0.051003 -1.014544 0.002588
17/02/2012 0.000000 0.048669 0.002869
2000212012 0.022990 0.456045 0.002426
2100212012 -0.011429 -0.274609 0.002123

(a) Concorda ou discorda das seguintes afirmagoes:

i. “Os retornos usados na estimagao basearam-se na férmula r; = In (P;) — In (P;—1) . Se tivesse sido
usada a férmula Ry = (P; — P;_1) /Pi—; os resultados da estimagao poderiam ser muito diferentes”.
Justifique.

ii. “A série 4;/5; (notagdo usada nas aulas) parece comportar-se aproximadamente de acordo com uma
distribui¢ao N (0,1)”. Justifique.

(b) Teste a especificagdo do modelo (avaliagdo do diagndstico). Comente os resultados.

(¢) Mostre que hé forte evidéncia estatistica de Var (u;) ndo existir. Fornega uma possivel explicagio para
esse facto.

(d) Apresente uma previsao para r,,+1 € 02 4.

Considere o processo multiplicativo, u; = €;0; onde &; ¢ um ruido branco. Sabe-se que u? tem a seguinte
representagao:
u? = 0.14+u? | —0.50,_1 +v;

onde E [v] = 0 e Cov (vg,v4—x) = 0. Discuta a existéncia de Var [uy] .

Seja Tni1| Fn ~ N (fty41,02, 1) onde
/J‘n-i-l = ¢Tna
2 _ 2 2
Opt1 — w+a (Tﬂ - /u’n) + ﬂan‘
Nestas condigoes pode concluir que a distribuicdo marginal de r; é normal?

Considere o processo multiplicativo, u; = ;04 onde &; ¢ um ruido branco. Sabe-se que u? tem a seguinte
representagao:
u? =0.14+0.9u? | —0.7v;_1 + vy

onde E [v] = 0 e Cov (v, v:—x) = 0 (para todo o k inteiro). Calcule Var [uy] .

Quais os factos empiricos estilizados que o modelo ARCH(q) consegue explicar/modelar? Quais os que nao
pode explicar?

Considere

Ye=c+oyi1+ \/w + a1 (g1 — ¢ — dyr-2)’es

onde ¢; ¢ um ruido branco Gaussiano de média 0 e variancia 1.
(a) Reescreva o processo na forma

Yo = c+ Py + Uy,
Ut

OtEt

identificando 0? como uma fun¢ao de u?_,
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18.

19.

(b) Qual a distribui¢do condicional de u;?
(¢) Qual a distribui¢ao condicional de y;?
(d) Imponha restri¢oes sobre ¢, w e a; para que:

i. a varidncia condicional esteja bem definida;
ii. {u:} seja um processo estaciondrio de segunda ordem e, nestas circunstancia, calcule Var [ug];
iii. {y:} seja um processo estaciondrio de segunda ordem e, nestas circunstancias, calcule E [y:] e Var [y:]
(e) Explique por que razao é desnecessério assumir-se uma variancia para ¢; diferente de um.

(f) Como procederia para estimar os parametros do modelo utilizando apenas o método dos minimos quadra-
dos?

(g) As estimativas dos minimos quadrados para c e ¢ coincidem com as de maxima verosimilhanca?

Suponha que se pretende modelar os retornos de um titulo cotado na bolsa de valores através do seguinte
modelo,

Y = C+ Uy, Ut = E¢0¢,

o} w+ aru; g + Bio7_ + 0D, +71u?711{ut—1<0}5

onde D; =1 se t corresponde a uma segunda-feira e D; = 0 no caso contrario.

Verifique se sdo possiveis e/ou plausiveis os seguintes valores para os parametros, justificando:
c = -.01; w=—0.1; ayp = 0.3; a; = —0.1; 6 =0.01;
s = 0.9; 0 = 0; v, = —0.1.
Suponha que se pretende modelar os retornos de um titulo cotado na bolsa de valores através do seguinte

modelo,
Yt = py + U, ur = €10, Inof =w+ongf y + azerz + flno}y + 3D

onde D; = 1 se t corresponde a uma segunda-feira e Dy = 0 no caso contrério.
(a) Verifique se sdo possiveis e/ou plausiveis os seguintes valores para os parametros, justificando:

w = -—01 ;ap = 0.3; a; = —0.1; as = 0.1;
B8 = 0.01; 5 =0.9; 6 =0.

(b) Por que razao em certas aplicagdes financeiras se assume uma distribuicao t-Student para ;7 Existem
inconvenientes sérios em se admitir uma distribuicao normal para e; quando a hipétese de normalidade
é rejeitada?

20. Considere o seguinte modelo

Yo = Py T Ut
Uy = &t0¢

2 _ 2 2
o; = wtou;;+poy

onde {e;} é uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. de média zero e varidncia um. Suponha que os
resultados de estimagdo (¢t = 1,...,n) fornecem os seguintes valores:

p,=-08, ~6:=1 &=1, @&=02  B=05.

Sabe-se também que y,, = 1.2 (dltimo valor observado).

(a) Discuta a estacionaridade de segunda ordem do processo {u;} e, caso seja possivel, obtenha uma estima-
tiva para E [uﬂ .

(b) Obtenha uma estimativa para E [02 | F], E [02 5] Fu] € limp—ioo E [02, | Ful-
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21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

Considere
2 2
Yt = PYi—1 + Ug, Ug = OE¢, oy =1+au;_,

onde {&;} é uma sucessdo de varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigdo de Laplace,

1 _
g(et) = ﬁe leelV2,

Sabe-se:

El[e:] =0, Var [g;] = E [¢}] =6.

L,
{u¢} € um processo estaciondrio de segunda ordem e E [uf] < oc.

(a) Obtenha a média marginal e condicional e a varidncia marginal e condicional de y;.

(b) Seja = (¢,a) . Comente as propriedades assimptéticas do estimador 0,, baseado no problema de
optimizagao

mgmelogf (y¢| Fio1;0) onde

t=1

1 1
log f (4| Fio136) = —5 I (2m) — S log o} — 5 (e — )’

1
2 207
My = dY—1, U% =1+ O‘utz—l'

(c) Calcule o coeficiente de curtose de u;. Apresente todos os célculos.

Defina um processo de modo que o facto estilizado “retornos de accoes tendem a apresentar assimetria nega-
tiva” possa ser estimado.

Mostre que o modelo 0% = 02 + a4 (uf_l - 02) , com 02 = Var [u;] e 0 < o < 1, pode representar-se na forma

2 _ 2
o; =W+ oaqup_q.

Por que razado o processo GARCH com «y + 5, = 1 se designa por integrated GARCH?

Suponha que y ~ IGARCH. Por que razao y pode assumir episodicamente valores muitos altos ou muito
baixos?

Calcule E [Ui—&-h’ Fy] sabendo que
2 T 2
0; = Wwo T w1 {u¢-1<0} +oup_yg
e u; tem distribuicao marginal e condicional simétrica em torno de zero.
Seja P, o valor de um activo ou de um portfolio no momento n.

(a) Explique (em termos mateméticos) por que razdo a variagdo do valor do portfolio, P,y — P,, pode ser
aproximada pela expressao

Ty [R] X Py
onde
Tn [h] =Tp41 + Tpt2 + oo + Tngn, Tnti = log (P71,+i/Pn+i—1)
(b) Seja TTL+1| fn ~ N (/’Ln+17072L+1) onde
Mn+1 = (br’l’ba
2 _ 2 2
Opi1 = wHa(ry —p,)” + Bo;.

Considere a varidvel aleatéria Z = r,, [2] x P,. Obtenha

E[Z|F,] e Var[Z]| F,].
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28.

29.

30.

31.

Considere:

Yy = c+Pys_1 + uy, Ut = €0+,

2 2 2

0; = wtoui g+ 60

Certos valores para os parametros ¢, ¢, etc., podem ser possiveis mas ndo plausiveis (i.e., podem verificar-
se em certos casos particulares, mas para a maioria das aplicagbes com séries financeiras nao se verificam);
outros valores para os parametros sao incompativeis com a definigdo do modelo (por exemplo, se implicam
uma variancia negativa). Com base nestas ideias e supondo que y representa um retorno de um titulo cotado
na bolsa de valores, seleccione a opgao que lhe parega mais correcta:

(a) O valor para ¢ = —.01 ¢é
I:] possivel e plausivel I:] possivel mas nao é plausivel I:] incompativel
Note: “incompativel” significa impossivel ou incompativel com a definicao do modelo.

(b) O valor para ¢ =0.3 é

I:] possivel e plausivel I:] possivel mas nao é plausivel I:] incompativel
(¢) O valor para ay = —0.1 é
I:] possivel e plausivel I:] possivel mas nao é plausivel I:] incompativel

(d) O valor para 8; =19 ¢
D possivel e plausivel D possivel mas nao é plausivel D incompativel

Considere o modelo com efeitos ARCH

Yr = Uy + \/1 + 0.5 (yt—l —0.5— O.Qyt_g)Qé‘t

onde &; ¢ um ruido branco Gaussiano de média 0 e variancia 1. Verifique se {y;} é um processo estaciondrio
de segunda ordem.

Considere o modelo GJR-GARCH
_ 2 _ 2 2
Ut = OtEt, o =w+arug_qy +yui_1Zu, <o},

onde ¢; é um ruido branco independente de o; para todo ot e a3 +v/2 < 1. Se a3 = 0 entéo as “boas noticias”
no perfodo t — 1 (isto é, uz—; > 0) ndo tém influéncia na volatilidade.

I:] A proposicao é falsa.
I:] A proposicao é verdadeira.

Seja uy = o4e¢, onde Jf tem uma representagdo GARCH(1,1) e £; ¢ um ruido branco Gaussiano de média 0 e
variancia 1 e independente de o;. Para que valores de s se verifica a seguinte relacao:

E [Ui+s| ‘7:"] =E [U?H-S| ‘7:”] ?
E para que valores de s se verifica a seguinte desigualdade:
E [un | o] # B[00 Fa] 7

Justifique
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Considere
2 2
Yt = Ug, Ut = OtE¢, 0 =W+ oup_g.

onde £ é uma sequéncia de v.a. i.i.d. com fungao densidade de probabilidade

V2 o1

96 =i

z € R,

Escreva a fungao de log-verosimilhanga.

Por que razao o modelo ARCH (na sua versdo original) nao é habitualmente usado para modelar a volatilidade
de séries temporais financeiras? Justifique. Para dados financeiros observados com baixa frequéncia (por
exemplo dados mensais) consideraria a possibilidade de usar um ARCH(1)? Justifique.

Seja {u;} um processo ARCH(1) definido por: u; = o4&, onde 0? = w+au?_;, e, ~ N (0,1) e g; ¢ independente
de u;_x, k € N. Seja p, a funcio de autocorrelacio de u?. Prove que p, = o (autocorrelacio de ordem 2).
Apresente as condigdes que garantem a existéncia de p,.

Considere
e o= ori1tug, |9 <1
Uy = OtE¢, crf =w+ ozuf_l + ,Bof_l
onde &; ¢ um ruido branco N (0,1) independente de r;_1. Mostre que E (r7 — 07) > 0.

Considere um modelo GARCH(1,1)
Up = 04E¢, crt2 =w+ aluf_l + ,310?_1

onde ; ¢ um rufdo branco. Mostre quese a; = 0 e 03 = w/ (1 — ;) entdo {u;} ¢ um processo condicionalmente
homocedéstico.

Considere um modelo GARCH(1,1)
Ye=p+ Sy Fu, w=o04E,  0p = w4 auig + Biop_y,

e as seguintes especificagoes:
Apu=1¢=05 a, =038, 5, =0.1;
B)pu=0,¢=0.5,a,=0.1, 5, =0.9.

Desenhe uma possivel trajectéria para cada uma das especificagoes. Justifique as trajectérias tragadas.

Por que razado na estimagdo do modelo ARMA-GARCH ¢, por vezes, utilizada a opc¢ao “Heteroskedasticity
Consistent Covariance (Bollerslev-Wooldridge)” ?

Considere

Ut = Ot&y,

2 _ 2
oy = wtaiup_q

onde ¢; ¢ um ruido branco Gaussiano com varidncia. Admita as hipéteses H1, H2 e H3 (pag. 326). Mostre:
(a) E(uf) =0
(b) ku =3+ 60‘5

1-3a?

Considere o modelo
Up = €40, o} =w+oui_y + (B+7Te, 1<0}) O1—1

onde,

e ¢ ¢ um ruido branco com distribuigdo N (0,1) e ; é independente de u;—g, k € N;
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e ¢; ¢ um ruido branco e P (e; < 0) = 3/4.
e u; ¢é independente de ey;

e E [uf] ¢é finito e constante.

Calcule a varidncia marginal de u;. A condi¢do 0 < o+ 8 + v/2 < 1 garante a estacionaridade de segunda
ordem?

41. Considere o seguinte estimador para a variancia condicional:

o (h) =

S| =

h
1
D ovii=g Wity i)
=1

Uma das limitagoes deste estimador é a de que todas as observagdes no periodo (t — h,t — 1) tém o mesmo
peso na determinagao do valor de o7 (h) . Mostre que o estimador EWMA

of = (1= A)yiy +Aoi_y,
supera essa limitacao.

42. Considere o ARCH(1),
Yt = C+ Uy, Ut = E¢0¢, af zw—l—ozuf_l

onde &; ¢ um ruido branco N (0,1) independente de o4 e E [uf] < oo. Seja vy = uf — o7.

(a) Calcule a média condicional de v; e as autocovariancias de v;.
(b) Calcule a variancia condicional de vy.

(c) Escreva a equagio de regressio que permite estimar w e a usando o estimador OLS. Comente a qualidade
deste estimador OLS.

43. Considere o modelo de regressao de varidvel aleatéria residual com coeficientes autoregressivos aleatérios (na
literatura este modelo é designado por RCAR(2), random coefficient autoregressive):

Yo = TS +uy
ug = (g +M1p) us—1 + (Pg +M2) Ur—2 + &4

onde 3, ¢, e ¢, sdo parametros (escalares), {&;} ¢ uma sequéncia de v.a. i.i.d. de média zero e variancia o2 e

o ={| |}

é uma sequéncia de vectores aleatérios i.i.d. Suponha ainda:
0
Bl = | o]

Elnm] = Y= { a2 ] (X é semi-definida positiva)
Qi2 22
e {e:} e {n,} sdo mutuamente independentes.

(a) Calcule a média condicional de u; e compare-a com a média condicional de um processo AR(2).

(b) Calcule a variancia condicional de u; e compare-a com a variancia condicional de um processo ARCH(2).
Discuta os resultados.

(¢) Prova-se que o processo u; = Z;I'=1 (gbj + njt) u¢—; +¢€¢ € estaciondrio de segunda ordem se, dada a matriz

O I,
M= (g—1)x1 q—1 7
¢q (¢q717"'7¢1)

(0(g—1)x1 € o vector nulo de dimensdo (¢ — 1) e I,_1 ¢ a matriz identidade de ordem ¢ — 1) se tem:
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44.

45.

46.

e todos os valores préprios de M sdo em moédulo inferiores a um;

e vec(X) a < 1 onde a ¢ a tltima coluna da matriz (I — M @ M)~

Deduza uma expressao simplificada para a condigao de estacionaridade de segunda ordem no caso q = 1.
Compare com a condigdo de estacionaridade do modelo ARCH(1) e AR(1). Discuta. [R: |¢] < 1,

0411/ (1 7¢2) < 1]

Daniel Nelson propos a seguinte distribui¢do (padronizada) GED (Generalized Error Distribution) para captar
o achatamento das distribuigdo marginais de dados financeiros:

g (x) = M
Z2(+L/0T (1/0)
onde I' é a funcao gama e A = \/%. Note-se que se X tem distribui¢do g entdo E[X] = 0 e

Var[X] = 1. O pardmetros v controla o achatamento da distribui¢do (se v = 2 a distribuigao g corresponde
a distribuicdo normal padronizada, se v < 2 a distribui¢do g é leptocurtica). Considere o modelo

Y o= Y1t u, |9 <1
Uy = Ot&y¢

onde u; é um processo estaciondrio, o? tem a especificacgio GARCH(1,1) e &; é uma varidvel i.i.d. com
distribuigao GED.

(a) Escreva a funcgao log verosimihanga identificando todos os parametros a estimar.

(b) Admita ainda que e; tem distribuicio GED com v < 2. Quais seriam as propriedades do estimador
que resultasse da maximizagio da funcdo —3 > Inof — 3 W onde o? tem a especificacio
GARCH(1,1)?

(c) Discuta as possiveis vantagens em se admitir uma distribuicio GED para &;.

Engle, Lilien e Robins propuseram o modelo ARCH-M para captar a relagdo entre rendimento e risco, basi-
camente a partir de uma especificagao do tipo

Yyt = mt+g(0?)+ut

Uy = 0O¢&¢

onde, o; tem especificagdo do tipo ARCH, m; representa um conjunto de outras varidveis explicativas da
média condicional e g é uma fungao real de varidvel real. Considere o modelo ARCH-M

Yy = S0 +u
Uy = O4€s, S (0,1)
o? = wHoul |, 0<a; <1/V3

Calcule a média e varidncia condicional de y; e mostre que

Ely = 5w<1+ @ > i

1—a1 :1—041’

w (6ar1)? 2uw?

Vary] = l—ar  (1- a1)2 (1- 30&%).

: 4] — _ @?(tan) ; ‘ ;
(note: E [o}] = M) Verifique que y; é autocorrelacionado.

Considere o modelo:

e = c+uy, Ut = OE¢,

0‘? = w+a(ut71—90t,1)2+,60'?,1

ondee; ~ N (0,1) e g; é independente de u;_g, k € N. Verifique se 0 modelo permite captar o efeito assimétrico.
Justifique. Obtenha a expressido do VaR a dois perfodos a a100%.
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47. Considere a série BP disponibilizada no site da cadeira. Objectivo: Ajustar um modelo dinamicamente
completo com uma componente do tipo GARCH. Aspectos a considerar:

Testar a presenga de um efeito ARCH.
Testar a presenga de um efeito assimétrico.
Testar o efeito dos dias da semana na média e na varidncia condicional.

Analisar o efeito do derrame de petréleo no Golfo do México (varidvel derrame).

Testar o efeito do prego do crude no preco da BP.

)
)
)
)
)
) Estimar o modelo supondo &; ~ normal e g; ~ t-Student. Compare os resultados.
) Incluir no modelo todos os efeitos considerados estatisticamente significativos.

) Testar a especificagdo do modelo (testes de diagndstico).

) Apresentar um grafico do desvio padrao condicional, &¢, ao longo do tempo.

) Obter um intervalo de previsdo a 1 passo a 95% para o retorno.

)

Obter a previsao da varidncia condicional a 1 passo.

Em relacao aos ensaios estatisticos defina as hipdteses, a estatistica de teste e a respectiva distribuigao, a
regiao critica ou p-value, a decisao do ensaio e, numa linha, interprete os resultados.
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Modelacao da Heterocedasticidade Condicionada: Caso Multivari-
ado

1. O processo vectorial y tem a seguinte representagao:
Yie \ _( @ + ¢11 0 Y1,t—1 + U1t
Yot 2 $a1 Do Y2,t—1 Uy

U1t = €1t — €2¢
Uzt = ae1t + €2t

onde

(e1¢, eat) s@o independentes entre si, e e;| Fr—1 ~ N (0, U?t) .

(a) O modelo poderd designar-se de “triangular”? Justifique.

(b) Obtenha Var (y¢| F;—1) como funcio dos termos o3, e 3.

2. Considere um modelo multivariado

Y1t C1 Yit—1 €1t
yar | = c2 | +®| w21 | +P| e
Yst C3 Yst—1 €3t
onde ® e ¥ sdo matrizes quadradas de ordem 3. Suponha que os elementos de e; = (eyy,ea,e€3¢) S0

independentes entre si, e e;| Fy—1 ~ N (0,0%), 0% = w; + oze?,_; + 5,02, ;. Suponha o seguinte:

e A média condicional de y;; depende apenas de y; ¢+—1;

e A média condicional de y2; depende apenas de ys ;-1 € de y31—1;

e A meédia condicional de y3; depende de y1,t—1, Y2.t—1 € Y3,¢—1;

e A variancia condicional de y1; depende apenas dos choques (idiossincraticos) da equagao 1;

e A variancia condicional de yo; depende apenas dos choques (idiossincréticos) da equagao 2 e dos choques
aleatérios da primeira equagao;

e A varidncia condicional de ys; depende dos choques (idiossincraticos) da equagdo 3 e dos choques
aleatdrios da primeira equagao.
(a) Escreva as matrizes ® e ¥ (inserindo parametros e restrigdes de nulidade) tendo em conta as hip6teses
enunciadas.
(b) Explique como estimaria os parametros do modelo.
(¢) Calcule a covarancia condicionada entre yi; € yYs¢.
3. Sejam ¥1; e Y2, respectivamente, os retornos em % associados ao indice FTSE USA OIL & GAS e ao indice

FTSE USA INDUSTRIALS. Foi considerado o seguinte modelo multivariado (os pardmetros sao designados
por ¢(1),...,¢(11), de acordo com a notagao do EVIEWS):

()= (el )+ (e o) (e )+ (o)

onde
wis c(7) ui hi1t—1
< ) ‘ ft—l ~ N (0, Ht) s VGCh (Hf) = C (8) +c (10) ’U,Ltflul’tfl +c (11) hlg’t,1
U2t 2
c(9) uz ;g haot—1

Os resultados de estimagdo sdo os seguintes:
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Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (Marquardt)

Covariance specification: Diagonal VECH

Sample: 3/01/2000 21/01/2011
Included observations: 2780
Convergence achieved after 26 iterations

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Cc(1) 0.067023 0.024378 2.749297 0.0060
C(2) -0.028323 0.019986 -1.417175 0.1564
C(3) -0.017968 0.019937 -0.901220 0.3675
C(4) 0.054303 0.019743 2.750423 0.0060
C(5) -0.035374 0.014741 -2.399679 0.0164
C(6) 0.009921 0.021013 0.472114 0.6368
Variance Equation Coefficients
C(7) 0.012612 0.002705 4.662608 0.0000
C(8) 0.006343 0.001437 4.414880 0.0000
C(9) 0.007308 0.001456 5.018096 0.0000
C(10) 0.053475 0.003204 16.69028 0.0000
C(11) 0.943913 0.003232 292.0141 0.0000
Log likelihood -9033.394Schwarz criterion 6.530223
Avg. log likelihood -1.624711Hannan-Quinn criter. 6.515231

Akaike info criterion

6.506758

{ViewlProcl ObjectJ [PrinthameIFreeze] [Default

'] [Sor‘tITransposelEditﬁ-lSmpl+f—1T'rtIelSampIeJ

obs obs H11 H12] H22|  RESID01|  RESID02| Y1 Y2
710112011 | 7/01/2011 0.820284 0.526474 0.577348 0.571067 0.083928 0.659189 0.162211
10/01/2011 | 10/01/2011 0.804328 0.505853 0552651  -0.417943 0.119330  -0.372505 0.151923
11/01/2011 | 11/01/2011 0.781160 0.481157 0.520723 1.444597 0.356886 1.510442 0.425873
12/01/2011 | 12/01/2011 0.861563 0.488084 0.514132 1.239416 0.900937 1.255752 0.905716
13/01/2011 | 13/01/2011 0907999 0526765 0.536009 -0.191193 0.041883 -0.176011 0.060749
14/01/2011 | 14/01/2011 0.871639 0.502138 0.513347 1.195967 0.403861 1.266884 0.464993
18/01/2011 | 18/01/2011 0.911851 0.507089 0.500585 0.702704 0.658415 0.725490 0.672516
19/01/2011 | 19/01/2011 0.899726 0.509733 0.502999  -1.096077  -1.121988  -1.061685  -1.086677
20/01/2011 | 20/01/2011 0.926120 0.553251 0540413 -0.852135  -0.468615  -0.735516  -0.387537
21/01/2011 | 21/01/2011 0.925619 0.549918 0.537649 0.565709 0.933064 0.660528 1.009540

4 | m

(a) Com base num teste estatistico verifique se é possivel deduzir alguma relagdo de causalidade a Granger

(na média).

(b) Apresente a previsdo do coeficiente de correlagao condicionado a um passo (previsdo para o perfodo n+1,
sendo n a ultima observagdo). Nota: ndo precisa de indicar o valor final, basta apresentar as contas que

terd de efectuar para obter o resultado final.

(¢) Indique como procederia para testar a correcta especificagdo do modelo.

4. Considere um modelo GARCH multivariado de dimensdo m = 2, y; = p, + u; (notagées habituais) onde
u = Htl/Qet e ; 6 um vector de v.a. i.i.d. (condicionalmente homoceddstico) tal que E (e¢) = 0, Var (e;) = L.

Suponha que a matriz H; é definida pelos seguintes elementos:

(a) Determine as

2
hii w1+ 601uy ;g +T1hi1-1

2
hi2t = wa+0uy, g +03u1—1uzs—1 + mohi1 -1+ T3h121

2 2
hooy = ws+ 94U1,t_1 +O0s5u1 4 1U2,4—1 + 06u2¢_1 +mahi1i—1 + mshi2—1 + Tehag 1.

(b) Que critica ou criticas pode apontar a este modelo?

5. No modelo triangular com 3 equagdes escreva u; na forma u, = Hi/Qst onde E(e;) = 0 e Var(ey) = 1,

identificando a matriz Hi /2,
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6. Foi estimado o seguinte modelo multivariado para os retornos dos precos internacionais do ouro e da prata no
periodo 22/06/1993 a 19/06,/2013:
Yi=py tuy

onde (usando a notagdo do EVIEWS)

o= () (e ey () = (e )" (20)

[P

e, com “o” para designar o produto de Hadamard,
hiit hizs _ M(1,1) M(1,2) i AL 1) A(L,2) o ui, Urg—1U2-1 1\ |
hiat  haay M(1,2) M (2,2) A(L,2) A(2,2) UL t—1U2,¢—1 U3, 4
B(1,1) B(1,2)\ _( hiar b
B(1,2) B(2,2) hi2¢-1 hoat1 )°
Nota: a matriz de varidncias-covaridncias do processo foi estimada a partir da especificagao
- - li
Ht = (:)1 ((:)1)/ + 51 (51)/ o ut_lu;_l + b1 (b1> @) Ht—l

Estimation Method: ARCH Maximum Likelihood (Marguardt)
Covariance specification: Diagonal VECH

Sample: 22/06/1993 19/06/2013

Included observations: 5217 Covariance specification: Diagonal VECH

Total system (balanced)observations 10434 GARCH =M + A1*RESID(-1y*RESID(-1) + B1.*GARCH(-1)

Coefficient Std. Error Z-Statistic Prob. - -
Coefficient Std. Error Z-Statistic Prab.

c(1) -0.002982  0.009344  -0319128 07496
c2) 0088137 0014685 6013514 00000 M(1,1) 0.002579  0.000372  6.933996  0.0000
c@3) 0.067415  0.006457 1039475  0.0000 M(1.2) 0003654 0.000642 5687504 0.0000
Ci4) 0018903 0018338  -1.030812  0.3026 Mi2.2} 0.013817  0.001788  7.727013  0.0000
ci5) 0021855 0020872 1047128 02950 A(1,1) 0.050917  0.001493 3410743  0.0000
Gi6) 0017149 0013248 1294417 01955 A(12) 0.045596  0.001366 3338964  0.0000
A(2,2) 0.043215  0.001744 2478178 0.0000
Equation R1 = C(1) + C2)R1(1)* CEIR2(1) B(1,1) 0948885  0.001493 6354679  0.0000
B(1.2) 0.051385  0.001254  758.6065  0.0000
B(2:2) 0953893  0.001738  548.8337  0.0000

Equation:R2 = C{4) + C5)*R1(-1) + CE)R2(-1)

(a) Com base nos resultados de estimagao diga se concorda ou nao com seguintes afirmagdes, justificando
devidamente e usando testes estatisticos, caso se apliquem:

i. “Os coeficientes correlagao condicional sao positivos ao longo de todo o periodo”.
ii. “r; causa & Granger ro e vice-versa’.

(b) Qual ou quais os “factos empiricos estilizados” que normalmente se observam nos retornos das cotagoes de
agoes que estao aqui também presentes, tendo em conta os resultados da estimagao do modelo? Justifique.
Recorde-se que r; e ry representam os retornos das cotacoes do ouro e da prata, respectivamente.

(¢) Suponha que a verdadeira matriz H, ndo é dada pela especificacdo anterior, mas sim por
hiit higs _ 1-X 1-=-2X o u%t_l A
hias  hooy 1-Xx 1-2A Up - 1U2,E—1 u3,

AA R hi1i—1 hi2,—1
AA higt—1 hoot—1 )~

i. Estude a estacionaridade de segunda ordem de {u;}.
ii. Obtenha uma expressao para a previsao de H,,,, dado F,,, h > 1.

7. Considere o sistema com m = 2 equagoes
ry = py +uy

onde u; = H;l/zst e g ¢ um vetor de v.a. iid. (condicionalmente homoceddstico) tal que E (g¢) =
0 eVar (¢;) = I. Suponha que H; ¢ definida da seguinte forma:

Ht = C/C + A/llt_lllé_lA
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onde se assume
air 0 c11 €12
A= ) C= , Ci2 = C21.-
a1 Q22 C21  C22

Usando estas matrizes A e C na especificagao de H; acima definida obtém-se, depois de algumas contas,

2 2
H = c11 + ¢ €11C21 + C21C22
t = 2 2
C11C21 + C21C22 Cy1 t+ C59
2 .2 2
11U 51 , a11a12uy ¢4 + a11a22u1,t—1u2,t2—1
2 2 2
a1101207 v 1 + Q1102201 11U 51 Q1207 ¢ 1 T 201202201 t—1U2 51 + Q3205 ¢4

(a) Escreva (sem simplificar) a expressao de Corr (ri¢, 72¢| Fr—1)
(b) Apresente duas vantagens do modelo em anélise relativamente ao modelo Vech GARCH(1,1). Justifique.
(c) Estude a estacionaridade de segunda ordem do processo {u;} .
8. Considere
Y1t = c1 + P11Y1,e—1 + Ut

Yor = €2 + O Y1,t—1 + Pooly2.t—1 + Ut
Y3t = C3 + G31Y1,4—1 + P3o¥2,t—1 + P33Y3,¢—1 + U3t

onde:

® Uy = €1y, Ugy = aeyy + eay, uz = beyy + cear + e3y;
2\ s _ )
eit| Fi—1 ~ N (O,O'Z-t) ,1=1,2,3;

2 _ 2 2 o ,
o =wi ey g+ 5807, 1, 1=1,2,3;

e e1; € eg sao independentes entre si mas

o Cov (e, est| Fr_1) = 1.
Determine Var (y;|F;_1) e Var (u;| F;_1) onde y; = (y1s, yor, yse) € Wy = (u1g, uar, uze) .

. . 1/2
9. Considere o sistema r; = p + u, onde u; = Ht/ €

T_DAXt Hq
r BRASIL; Lo
ry = r NIKKFEI, |; nw=1 ps
r_SP500 m
r_ FTSFE100; e
H, = M+aw_1u;_; +SH, 4

Considere os outputs:
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Estimation@Method:BARCH@MaximumilikelihooddBFGSE@MarquardtBteps)
CovarianceBpecification:@iagonal/ECH

Sample:F/01/1999%,/04/2018

Included®bservations:#5026

Convergence@chieved@fterl 14dterations
Coefficient@ovariance@omputedilising@®uterroduct®f@radients

Coefficient Std. Error zBBtatistic Prob.
C(1) 0.045696 0.014568 3.136814 0.0017
C(2) 0.059909 0.018406 3.254804 0.0011
C(3) 0.029973 0.016619 1.803494 0.0713
C(4) 0.043928 0.011020 3.986169 0.0001
C(5) 0.023168 0.011464 2.020877 0.0433

Equation:@®R_DAX30*100Z(1)

Equation:fR_MSBRAZIL* 100ET(2)

Equation:®R_NIKKEI225*100ZT(3)

Equation:®R_SP500*100B:T(4)

Equation:@R_FTSE100* 100 (5)

CovarianceBpecification:@iagonalVECH
GARCHEAVIBEA1.*RESID(EL) *RESID(EL) BB 1. *GARCH(EL)
M@sEnAndefinite@natrix

AldsEBcalar

BlAs@&Bcalar

Coefficient Std.&Error zBBtatistic Prob.

M(1,1) 0.019828 0.001202 16.49283 0.0000
M(1,2) 0.009251 0.001125 8.220656 0.0000
M(1,3) 0.006216 0.000905 6.870847 0.0000
M(1,4) 0.007914 0.000669 11.83502 0.0000
M(1,5) 0.012348 0.000858 14.38806 0.0000
M(2,2) 0.034930 0.002131 16.39363 0.0000
M(2,3) 0.004493 0.001327 3.387098 0.0007
M(2,4) 0.010047 0.000853 11.78446 0.0000
M(2,5) 0.007596 0.000887 8.559209 0.0000
M(3,3) 0.030092 0.001635 18.40341 0.0000
M(3,4) 0.002402 0.000740 3.245264 0.0012
M(3,5) 0.004458 0.000722 6.172605 0.0000
M(4,4) 0.011222 0.000654 17.17085 0.0000
M(4,5) 0.005442 0.000511 10.65716 0.0000
M(5,5) 0.012098 0.000797 15.17981 0.0000

Al 0.047636 0.001091 43.67326 0.0000

B1 0.942025 0.001274 739.1398 0.0000

(a) Quais os ativos com maior rendibilidade no perfodo? E os ativos com maior varidncia condicional?

(b) Os dados sugerem que o processo é estaciondrio? Use a representagdo VECH (ou VEC) do modelo para
justificar a sua resposta. Nota: nao precisa de expandir vech(M), vech(u;—ju}_;) e vech(H;_1).
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Modelacao da Média - Abordagem Nao Linear

1. Considere o processo
Yo = |bet| ye—1 +

onde u e € sdo ruidos brancos Gaussianos, independentes entre si, com distribuigdo N (0,1). Determine uma
condicao suficiente, envolvendo a constante b, para que y seja um processo estritamente estaciondrio. Note:

Elle:f] = /2

s

2. Considere 14
ye= Wi +yia) tw
onde {u;} é um ruido branco N (0,02) e u; é independente de y;_x, £ > 1. Estude a estacionaridade do

processo {y:} .
3. Considere a equagao deterministica
ye = f (ye-1)

Na figura seguinte representam-se as fungoes f (z) e x (recta de 45°). Identifique graficamente o ponto ou os
pontos fixos e estude a estabilidade desse ou desses pontos.

fx) °T

2+

1+

X L

4. Considere y; = arctan (2y,5271) + u; onde {u;} é uma sucessdo de v.a. i.i.d. e independentes de y;_p, k > 1,
com fungao de densidade positiva e E (u¢) = 0. O esqueleto da equagao estd representado na figura seguinte,
juntamente com as rectas —x e .

2L

(a) Sabendo que !arctan (2x2)| < 1.5709 prove que o processo {y;} é estritamente estaciondrio.
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(b) Tendo em conta a figura anterior acha que a distribuigdo estaciondria pode ser bimodal? Justifique.

5. Considere y; = y;_1 +e 73 (€Y= — e¥t-1) + u; onde {u;} ¢ um processo ruido branco e u; ¢ independente de
yi—1. O esqueleto da equacdo, g (x) = = + e~ 3 (e — e%), estd representado na figura seguinte, juntamente
com as rectas —z e z. Discuta a partir da figura se o processo {y;} pode ser estritamente estaciondrio.

a(x) 8T

6. Considere )

Y = Ye—1 + BYr—1 (1 — 67%) + Uy, ()

onde u; é ruido branco Gaussiano com variancia igual a 1.

(a) Considere 8 = —1. Determine o ponto fixo do esqueleto da equagéo, e discuta a estabilidade desse ponto
fixo através do grafico teia de aranha (considere os valores iniciais —1 e 1).

(b) Determine os valores de 5 que asseguram a estacionaridade estrita do processo {y;} .

(c) O teste Dickey-Fuller pode apresentar baixa poténcia no contexto do modelo (*) com g = —1. Explique
porqué.

(d) A distribui¢do estaciondria (que coincide com a distribui¢do marginal) é desconhecida, mas pode ser
estimada. Das 6 fungoes densidade de probabilidade (probability density functions - pdf) abaixo apresen-
tadas, qual é a que corresponde & densidade estaciondria do processo estocdstico em andlise? Justifique.

~ ~
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. Considere o processo
2 2
Yt = }bEt | Ye—1 + Uy

onde u e ¢ sdo rufdos brancos Gaussianos, independentes entre si, com distribuigdo N (0,1). Determine uma
condicao suficiente, envolvendo apenas a constante b, para que y seja um processo estritamente estaciondrio.

. Para o modelo
v = O1Ys—1 + U Se Yp_g <y
DoYs—1 + U S€ Yp_g > Y

com Var [u;] = 02, obtiveram-se os seguintes resultados na fase de estimagao:

Valores de 62 em fungao de v e d

d —

vl ! 2
-1 15.5 16
-0.7 124 13.5
-0.1 12.1 12.3
-.001 3.5 2.5
0.0 1.2 2.4
1.2 2.5 2.8
1.5 5.5 7

(a) Proponha uma estimativa para v, d e o2. Justifique.

(b) Para os valores 4, cf, obtidos no passo anterior, obteve-se

f (e s N A N 0.5
o(30) = (x () X () x () =] %3]
i. Escreva a iltima linha da matriz X (’y, CZ) supondo y,_1 = 1.5 ey, = —1.5.

ii. Faga um esbogo do grafico teia de aranha associado ao esqueleto do modelo estimado (i.e., § (x)).
Trace sobre o gréifico uma trajectéria com inicio em yo = 3.

iii. Determine o ponto fixo de g (z) e discuta a estabilidade desse ponto.

(¢) Para o modelo estimado, qual das hipéteses esta correcta E [y;] = 0, E [y:] < 0 ou E [y¢] > 07 Justifique

devidamente.
. Considere
0.1+ yp—1 + uy, se Y1 < —2
Yt = Ye—1 + U, se —2<y1<2
=01+ g1 + uy, se Yyp—1 > 2

onde {u;} é um processo ruido branco e u; é independente de y;_1.

(a) Discuta a estacionaridade estrita do processo {y;} .
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(b) Trace trés possiveis trajectérias de y (ao longo do tempo) com os seguintes valores iniciais: yo = 0,
Yo = 5, yo = —3. Justifique.

10. Considere as seguintes observacoes

t |112|3 |4]5]6 |7
w|1]2|-114]5|-2]-1

e o modelo

{ crtu sey_1 <0
Yy =

co+up sey_q1 > 0.

Estime os parametros c; e ¢y utilizando um método de estimagao consistente.

11. Considere
i — —08ys—1+tur Y1 <0
K 09y;—1+us  y-1 20

onde {u;} é um rufdo branco Gaussiano e u; é independente de y;_, k > 1.
(a) Qual das hipéteses estd correcta:

Py >0) = P(y:<0)
Py:>0) > Py <0)
Py >0) < Py <0)?

Justifique devidamente.

(b) Sabendo que o grafico seguinte representa g (g (x)) e = (linha 45°) (g é o esqueleto do modelo) diga se
existem pontos periédicos de periodo 2 e identifique-os caso existam.

12. Considere
_ elyrg +ur se Sp=1
Ye = e ly_1 4w se S =2

onde {u;} é um ruido branco e {S;} é uma cadeia de Markov homogénea. Determine a relacdo entre
P(S;=1|5-1=1)e P(S; =2|S;_1 = 2) por forma a assegurar a estacionaridade estrita do processo {y;}.
Comente o resultado obtido.

13. Considere
. 10 + Ut Se St =1
Ye = 20+u; se Sy =2

onde {u;} é um processo ruido branco e {S;} ¢ uma cadeia de Markov com matriz de probabilidades de

transicao
0.9 0.1
P = [ 0.4 0.6 } '

Determine E (y;) .
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14.

15.

16.

Considere
_ 10+u; seS;=1
Y= 20+u; seS, =2

onde {u;} ¢ um processo ruido branco e {S;} ¢ uma cadeia de Markov. Sabendo que
27t ]

5
2271

T3

Suponha que y é modelado através de um modelo Markov-Switching onde os regimes seguem uma cadeia de
Markov com matriz de probabilidade de transicao nao homogénea dada por

P=PxPx.P=
————

t vezes

92—t
5

4 27°
5 T3
4

5

G Gy

determine E (y| So = 1) e limy_oo E (3| So = 1).

. { D11t P12t } _ { O (oo + a1ye—1) 1—®(ap+ o1ye—1) }
D21t D22t 1—®(By+ B1ye-1) ® (B + Brye—1) '

onde @ (z) é a fungao de distribui¢do da varidvel N (0,1). Qual o interesse desta especificacdo? Fornega um
exemplo onde o modelo possa ser aplicado. Como poderia testar a homogeneidade da cadeia de Markov?

Para analisar as variagoes do nivel da taxa de juro (FED fund) no periodo 03/1954-07/2010 considerou-se o
modelo AR(1) e o modelo Markov-Switching. A varidvel analisada foi y; = r; — 7,1 onde r; representa o nivel
da taxa de juro. O modelo Markov-Switching é

_Ja+ O1ye—1 + o018 se Sy =1
i Co+ GoYi—o + 09er se Sy =2.

Obtiveram-se os seguintes resultados:

Model o AR(1) Model o Mar kov- Swi t chi ng

Log-1i kel i hood -481. 68 Log- i kel i hood -98. 25

Nunber of cases 669 Nurmber of cases 669

Par aneters Esti mates Std. err. Par amet er s Esti mat es Std. err.

c -0.0012 0. 0192 cl -0. 0365 0.1185

phi 0.3814 0.0712 phi 1 0. 3476 0. 0836

si gma 0. 4977 0. 0744 si gmal 1.1794 0.2314
c2 0. 0047 0. 0085
phi 2 0.5318 0. 0425
si gma2 0. 1946 0. 0097
pll 0. 8949 0. 0364
p22 0. 9809 0. 0082

(a) Defina a hipétese nula para testar o modelo AR(1) contra o modelo Markov-Switching.

(b) Sabendo que o processo y se encontra no momento ¢ no regime de alta volatilidade, qual é a probabilidade
do processo y continuar nesse regime no momento t + 27

(c) Verifique a condigao de estacionaridade estrita do processo y.

17. Foi realizada uma simulagao baseada no modelo

_ c1+09y;:—1 +u seSp=1
Yt = co+09y;_1 +u; seS;=2

onde {S;} é uma cadeia de Markov com matriz de probabilidades de transicao p;j; = P (S; =1 S;—1 =j) e
{ut} € um processo ruido branco. Com base nas trajectérias simuladas (ver gréfico) e indique os valores de
c1, ¢2 € pj;, sabendo que os valores possiveis para ¢; e c2 sao {0, 10} e os valores possiveis para pi1 e pag s8o0
{0.5,0.95} . Justifique.
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18. Considere a série temporal:

35
30
254
20
>15

10

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1,000
t
n y 6y Assimetria (skewness) kurtosis
1000 4.3 57 1.98 7.65

(a) Identifique os possiveis indicios de néo linearidade na série temporal. Justifique.

(b) Entre o modelo Markov-Switching e o SETAR, qual escolheria para modelar a série? Escreva o modelo
seleccionado, justificando.

19. Seja f a fdp de uma mistura de distribui¢des normais: a100% de N (p;,0%) e (1 — ) 100% de N (o, 03) .
Sabendo que o tempo médio de permanéncia no regime 1 é igual a 10 periodos, reescreva o modelo probabilistico

como um processo Markov-Switching, {y;}, identificando abaixo as expressoes A, B, ..., F’
| A sey, estd no regime 1 p_ ¢ D
Y=\ B se 1; estd no regime 2 “\E F )

Justifique.
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20. Considere o modelo

Y = c+uy *)
Ut = EO0¢ (**)
Uf = w1 +walfg,—0y + auil + 60%71 (**%)

onde:

e {£:} ¢ uma sequéncia de v.a. i.i.d. com E [e¢] =0 e Var[e;] = 1 e &; é independente de u;_g, k € N;

e {S;} é uma cadeia de Markov com espago de estados {1,2} e matriz de probabilidades de transicao
P- < P11 P12 ) :
D21 D22
e [(g,—2) ¢ uma varidvel dummy igual a um se S; = 2.
(a) Numa aplicacio empirica estimou-se o modelo (¥), (**) e (¥**) e obteve-se & + 3 = 0.91. Para efeitos

de comparagao, estimou-se o modelo (*), (**) mas considerando a especificagao habitual GARCH(1,1)

0? = w+ au?_| + Bo?_,. Neste ultimo caso obteve-se & + B = 1.01. Dé uma possivel razio para as

diferencgas obtidas na estimacao de oo+ 8. Em seu entender, por que razao o modelo (***) permite obter
uma estimativa & + 8 mais baixa?

(b) Considerando o modelo (*), (**) e (***) obtenha
E (03L+2| Fn, Sn = 1)

21. Considerou-se o modelo Markov-Switching para estimar os retornos mensais (multiplicados por 100) da Mi-
crosoft no perfodo Margo/1986 a Fevereiro/2015, cujos resultados se apresentam a seguir:

Dependent Variable: R100
Method: Switching Regression (Markov Switching)

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Regime 1
C 1.220794 0.421486 2.896405 0.0038
LOG(SIGMA) 1.713034 0.053677 31.91389 0.0000
Regime 2
C 2.984211 0.993352 3.004182 0.0027
LOG(SIGMA) 2.324357 0.070599 32.92321 0.0000

Constant transition probabilities:
P(, k) = P(s(t) =k | s(t-1) = i)
(row =i/ column =)

1 2
1 0.991207 0.008793
2 0.014854 0.985146

No grafico seguinte representam-se os retornos e uma das smoothed probabilities, isto é, P (S; = 1| F,,) ou
P(S;=2|F,). (Nota: S; representa a cadeia de Markov, com espaco de estados {1,2}. Assim, S; = 1
significa que S; se encontra no regime 1, no momento t; de forma andloga para S; = 2).
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(a) Qual das probabilidades estd representada na figura, P (S; = 1| F,,) ou P (S; = 2| F,,)? Justifique.

(b) Calcule o tempo médio de permanéncia em cada um dos regimes e relacione com um dos factos empiricos
estilizados das séries financeiras.

(¢) Obtenha o retorno anualizado.
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Risco de Mercado e o Valor em Risco

. Considere os problemas de otimizagdo para a determinacao dos pesos éptimos de uma carteira constituida
por m activos com risco:

(A) { min,, Var (Rp n+1) (B) { ming, w1 Hyp1wnia
m
sa E(Rpn+1) =p, e D wi =1 S.8 Wy 1My = My € w1 =1

Concorda com a seguinte afirmacdo: “O problema de optimizagao (B), baseado em momentos condicionais, é
geralmente preferivel.”

. Em relacdo ao exercicio 12 do capitulo 3 calcule o VaR,, 4+n,o associado a um capital de 1000 unidades
monetdrias para h = 1 e a = 0.05.

. Em relagao ao exercicio 46 do capitulo 3 obtenha a expressao do VaR a dois perfodos a a100%.

. Seja AV,q = A“//’;“Vn = Rp11V, onde R,y1 = (Pny1 — Pn) /P, (notages usadas nas aulas). Usando
a abordagem nao paramétrica, expresse o VaR a um periodo como fungao do quantil da distribuicao de

ry = log (P;/Pi—1) de ordem a.
. Considere
re = c+ Qus_q1 + uy, Uy = O4Ey, af =w+ 041“?4 + 51075271> a4+ 6, =1

Obtenha a expressao geral do VaR a dois perfodos a a100%.

. Para estimar o VaR (Value at Risk) da série de retornos da Microsoft (dados didrios entre 13/03/1986 e
20/02/2015) foram considerados dois modelos:

e = C+ U

Modelo M1 Uy = O4E4, er ~N(0,1)
of =i +(1-N)o7,
Ty = C+ Ut

Modelo M2 Up = O4E¢, er ~1t(v)

2 _ 2 2
o =w+aiup_y + 51074

Depois dos modelos estimados calcularam-se as quantidades:
(M1) (M2)
VaRt,tfl,oN VaRt,tfl,a7

isto é, os VaRs associados aos dois modelos. Definiram—se depois as seguintes fungoes indicatrizes:

M1
11, 1 se AV, < —VaRE,t_{,a
0 no caso contrario.
1, 1 se AV, < —VaR\Y?)
0 no caso contrario.

e realizaram-se as seguintes regressoes auxiliares:

Equacéo 1
Dependent Variable: 11
Method: Least Squares

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.048981 0.003029 16.16899 0.0000
11(-1) 0.017888 0.012566 1.423540 0.1546
11(-2) 0.040725 0.012558 3.243106 0.0012
11(-3) 0.017888 0.012566 1.423540 0.1546
Prob(F-statistic) 0.001735
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Equacéo 2
Dependent Variable: 12
Method: Least Squares

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.046867 0.002915 16.07865 0.0000
12(-1) 0.018424 0.012567 1.466019 0.1427
12(-2) 0.018424 0.012567 1.466019 0.1427
12(-3) 0.011551 0.012567 0.919126 0.3581
Prob(F-statistic) 0.149220

Finalmente testou-se em cada um dos casos, a hipétese C(1)=0.05, C(2)=0, C(3)=0, C(4)=0 (notacao do
EVIEWS), cujos resultados se apresentam a seguir:

Wald Test:

Equacéo 1

Test Statistic Value df Probability
F-statistic 4.070173 (4, 6331) 0.0027
Chi-square 16.28069 4 0.0027
Wald Test:

Equagéo 2

Test Statistic Value df Probability
F-statistic 1.351769 (4, 6331) 0.2482
Chi-square 5.407077 4 0.2480

(a) O que se pretende investigar neste exercicio? Qual o valor de & usado no célculo dos VaRs? Justifique.
(b) Retire as devidas conclusoes em face dos resultados obtidos. Explique as diferengas obtidas em face dos
modelos usados.

(¢) Sugira um possivel melhoramento no célculo do VaR, sem sair do quadro da estimagdo paramétrica.
Justifique.

7. Analisou-se os retornos da Microsoft (dados didrios entre 2/01/1990 e 20/02/2015) nos seguintes aspetos:

(A) Considerou-se o modelo mistura de normais onde se d4 um peso « a distribuicdo de X; ~ N (/117 0%) e
o complementar a distribuicao de Xo ~ N (,uz, U%) . Todos os parametros foram estimados pelo método da
madxima verosimilhancga, como se apresenta na tabela seguinte:

Paraneters Esti nat es Std. err.
al fa 0.2433 0. 0300
mul 0. 0022 0. 0010
m u2 0. 0002 0. 0001
sigmal 0. 0346 0. 0014
si gna2 0. 0137 0. 0005

Com base nestas estimativas obteve-se, por integragdo numérica, o seguinte quadro:

x P(r<ux)

-0.031 0.05
-0.021 0.10
0.033 0.95
0.064 0.99
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(B) Estimou-se o indice de cauda através do estimador de Hill:

Aba Esquerda 2.4 (considerando 2% das observagdes mais baixas)
Aba Direita 3.0 (considerando 2% das observages mais altas)

(a) Comente os resultados obtidos na parte (B) e relacione com os resultados da parte (A).
(b) Obtenha uma estimativa do VaR a 1% dado um investimento de V,, = 1000 unidades monetérias.

(¢) Destaque uma vantagem e uma desvantagem do método usado para calcular o VaR. Justifique.

. Tenha em consideracao que pretende calcular o VaR de forma paramétrica recorrendo & metodologia RiskMet-
rics para um indice bolsista norte-americano. Para o efeito aplicou o modelo da Figura 1 (pédgina seguinte)
aos retornos desse indice e obteve, de seguida, a estimativa da série da respectiva variancia condicional (Figura
2, pagina seguinte).

(a) Considere o seguinte VaRy ;110.05 parat=1,2,--- T (Figura 3, pagina seguinte). Discuta a plausibili-
dade desta estimativa ter sido gerada pelo modelo estimado na Figura 2.

Dependent®ariable: R1
Method:MMLEARCH REStudent'sE&listributiondBFGSEMMarquardt@teps)

Variable Coefficient Std.Error zBBtatistic Prob.

C 0.050424 0.008933 5.645009 0.0000

Variancefquation

RESID(EL)"2 0.06900 0.002228 31.283 0.0000
GARCH(1) A ? ? ?
TEDIST.EDOF 7.679880 0.328239 23.39720 0.0000

Figura 1: Estimacao GARCH
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Figura 2: Série da variancia condicional
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(b)
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Figura 3: Estimativa do VaR

Apresentando um valor possivel para a quantidade A (Figura 1), escreva a expressao (analitica) para o
VaR a 3 perfodos a 5% sabendo que:

° 0’% = 0.57,

o 7, = —0.10,

e 0 valor do investimento inicial foi de 1000 u.m.

9. Considere:

e VaR, - o valor em risco de um portefélio constituido por 2 ativos com igual peso na carteira. Este VaR,

(b)

¢ calculado com base num sistema de 2 equacoes r; = g + u,, u; = H'/2¢,, onde
H1 O—% 012
M = B H - 2 ;
Ho 012 03

VaR;, i = 1,2 - os valores em risco dos 2 ativos acima referidos, mas considerados individualmente.
O investimento em cada um dos ativos é V,,/2. O calculo de VaR;, i = 1,2 baseia-se na equacgao i do
sistema ry = p + u,.

o investimento total é V,.

Determine 015 de forma que o valor em risco do portefélio seja igual a soma do valor em risco dos dois
ativos, i.e.

VaR, = VaRi + VaR,.

(use o mesmo quantil de ordem em todos os casos).

1 1/2
Note: \/( 1/2 1/2) ( o f(f;%z > < 1§2 ) = 1/o7 ¥ 2015 + 03

Calcule |H| e comente.
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