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Resolva os seguintes exercicios, justificando cuidadosamente as suas
respostas.

1. (6 valores) Considere uma cadeia de Markov (X,,),>0 no espago de
estados {0,1,2,3,4} com matriz de transigao

23000
10000
P=l3 &30
000 = %
00001

(a) Determine a decomposicao do espago de estados em classes de co-
municagao e classifique os respectivos estados (recorrente/transiente).

(b) Determine o periodo do estado 1.
(c¢) Determine as distribuiges estacionérias da cadeia.

(d) Calcule a probabilidade de partindo do estado 2 a cadeia ser ab-
sorvida pelo estado 4.

2. (4 valores) Considere uma partida de ténis no momento em que um
deuce ¢ atingido. Um jogador ganha a wvantagem se fizer o ponto
seguinte. De seguida ou ganha a partida ou o jogo regressa a deuce.
Suponhamos que, para qualquer ponto, a probabilidade de o jogador A
ganhar o ponto é 0.6 e a probabilidade de o jogador B ganhar o ponto
¢ 0.4.

(a) Modele o jogo usando uma cadeia de Markov com espago de esta-
dos: 1 - A ganha a partida, 2 - B ganha a partida, 3 - deuce, 4 -
A tem vantagem, 5 - B tem vantagem.



(b) Partindo do deuce calcule:

i. a probabilidade de o jogador A ganhar a partida;

ii. o tempo médio (nimero de pontos) da partida de ténis.

3. (3 valores) Pacientes chegam a um consultério médico seguindo um
processo de Poisson com intensidade de 1 paciente de 10 em 10 minutos.
O médico comega por examinar o primeiro paciente s6 apos o terceiro
paciente chegar ao consultorio.

(a) Calcule o tempo médio entre a abertura do consultério e o instante
em que o primeiro paciente comeca a ser examinado.

(b) Calcule a probabilidade de durante a primeira hora o médico néo
examinar nenhum paciente.

(c) Trés horas apos a abertura do consultério chegou apenas um pa-
ciente. Calcule a probabilidade desse paciente ter chegado durante
as primeiras duas horas.

4. (5 valores) Um laboratério de biologia tem 2 microscopios e 2 técni-
cos responsaveis pela sua manutencao. Suponha que cada microscod-
pio trabalha durante um tempo médio de 6 meses até necessitar de
manutenc¢ao e o técnico responsavel demora em média 1 més para re-
alizar a respectiva manutencao. Seja X(t) € {0,1,2} o nimero de
microscopios a funcionar no instante t.

(a) Supondo que a intensidade de avaria é proporcional ao niimero de
microscopios em funcionamento, use um processo de nascimento
e morte para modelar X (¢). Determine a matriz de intensidades
que caracteriza o processo.

(b) Escreva a equagao regressiva de Kolmogorov para P ,(t).
(c¢) Determine:
i. a distribuicao estacionaria;
ii. a fraccdo de tempo (longo prazo) de funcionamento simulta-
neo dos microscopios;

iii. o ntimero médio (longo prazo) de microscopios em funciona-
mento.



5. (2 valores) Seja (Y,)n>0 uma cadeia de Markov com estados {0,1} e
matriz de transicao
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Considere um processo de Poisson N(t) com parametro A > 0 e inde-
pendente da cadeia (Y;,)n>0. Mostre que

¢ um processo de nascimento e morte com dois estados {0, 1} e deter-
mine os parametros do processo em func¢ao de o e \.



