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Processos Estocdsticos e Aplicagoes
(Exame com consulta limitada ao formuldrio; Duracdo: 2h30m)

30 de Junho de 2014

Atencao: Justifique todas as respostas
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(a) Os estados 1 e 4 sao transientes. Os estados 2 e 3 constituem uma classe de estados
recorrentes. O estado 5 constitui outra classe, com apenas um estado, recorrente.

(1)

(b) A distribuigao estaciondria associada a classe {2,3} é w5’ = P33/(1 + P33) € ﬂgl) =
1/(1 + Ps3). Para a distribuico estaciondria associada a classe {5} tem-se obviamente
(2)
ms = 1.

(c) 1/2.
(d) Pj,=3"", P =11-3") e Py =n3

: no_ 1
(e) lZmn_>OOP43 = m

(a) i. Designem-se os estados por 1,2,3 e 4 de acordo com a sua classificacdo (de AAA
para D).A cadeia é irredutivel pois todos os estados comunicam entre si.
ii. A cadeia é aperiédica. Como a cadeia é irredutivel, todos os estados tém o mesmo
periodo e como h& elementos positivos na diagonal principal de P, o periodo dos
estados é 1.

(b) E 0.01.



(c)

(d)

Como a cadeia é irredutivel e aperiédica existe uma unica distribuicao estaciondria e é
a distribuicao limite. E a dnica solucao de

w1 = 0.8m1 +0.17y
T = 0.27T1 + 0.871'2 + 0.17'('3
74 = 0.1m3 4+ 0.8my4
T+ me+m3+ms=1
que é [1/6,2/6,2/6,1/6].
Seja w; = Numero esperado de visitas ao estado 2, antes de visitar o estado 4, se a
empresa tiver a classificacao i, ¢ = 1,2,3. Utilizando a andlise baseada no primeiro
passo tem-se
wy = 0.8wq + 0.2ws
wo = 14 0.1wy + 0.8ws 4+ 0.1wg
w3 = 0.1wg + 0.8w,

de onde w; = 20.

3. Uma fdbrica possui 3 médquinas idénticas. Sempre que uma delas avaria vai para reparagao,
junto de um de entre 2 técnicos especializados. Cada mdquina, quando em funcionamento,
funciona durante um perfodo aleatério, exponencialmente distribuido, com média 12 até
avariar. O tempo de reparagdo de cada maquina é exponencial média 10. Designe por N (¢)
o nimero de mdaquinas avariadas no instante ¢. {N(¢)}:>0 pode ser descrito como um
processo de nascimento e morte.

(a)

(c)

A= (3-n)/12,n=0,1,2.

My = mini{oz’n}7 n= 17273

— 144 — 360 — 300 — 125 P 4 odi ‘i ;
O = 939> T1 = 539> T2 = f9g € T3 = gg-Lntao o mimero médio de maquinas avariadas
é1.437 .

Ty + 3 = 0.45748.

E uma Poisson com média A = 8 x 6 + 16 x 30 = 528
E[S] = 528 x 30 = 15840 e V[S] = 528 x (502 +302) = 1795 200 de onde o5 = /1795 200

—1 18000-15840\ _ 1 _ _1_ _
Pr{S > 18000} ~ 1 — ® (7¢m ) =1-®(1.61) = 1 —0.9463 = 0.0537.

) {—Bi}i>0 - Sim, a demonstracao ¢é trivial

{eBy/e2 }t>0 - Sim: Seja Xy = c¢By 2. Tem-se que X = 0. O incremento Xy, — X, =
c(Bt)c2 4572 — Bsjc2) tem distribuigao normal, com E(Xys—Xs) =0e V(Xiys—Xs) =
C2V(Bt/cz+s/c2 — Bye2) = 2 x C% = t. O incremento X;;s — X, ¢ independente do
incremento X, Vs,t > 0 devido ao facto de o incremento B, — B; ser independente
do incremento By, Vs,t > 0. X; é continua pois B; também o é.

{Bat — Bi}1>0 - Nao é um movimento Browniano. Seja X; = Bo; — B;. Por exemplo

o incremento Xo; — Xy = (Byt — Bat) — (B2t — By) néo é independemte do incremento
Xt = B2t — Bt, pOiS COU((B4t — Bgt) — (Bgt — Bt), Bgt — Bt) = —V(Bgt — Bt) = —t.

6. E[|X,|] = B[X,] = E[e?S»¥(0)] = E[e?5n]e=0) = (M(0))" (Me(0)) ™" =1
E[Xn41l€q, .y &) = E[fSnni= (v O¢ ¢ ] = e 06—t Dv@)jg, ¢ ] =
= IO Elefna—v O e, ¢ ] = Xp Ele%n =V O] = X, Me(0)(Me(6)) ™" = Xon.



