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Atencao: Justifique todas as respostas

1. Considere uma cadeia de Markov com espago dos estados S = {0,1,2,3,4,5}
e matriz de probabilidades de transicao
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(a) Qual a partigdo de S induzida pela relagdo de comunicacdo entre
estados?

(b) Quais sdo os estados recorrentes e transientes?

(¢) Qual o perfodo de cada estado?

2. Uma empresa possui trés maquinas idénticas, para a fabrico de um deter-
minado produto. Em cada dia, cada maquina avaria com probabilidade
1/2 independentemente das outras méquinas. No fim do dia cada méquina
avariada é enviada para uma oficina para reparacao, que apenas repara
um mdquina de cada vez. Quando tem uma ou mais de uma médquina
em reparagao, repara exactamente uma, que envia para a empresa ao fim
do dia de trabalho. Seja X, o numero de médquinas em funcionamento
no fim do dia n (depois do envio das mdquinas avariadas e recolhas das
reparadas).

(a) Descreva {X,,} como uma cadeia de Markov, indicando os seus esta-
dos e a matriz de probabilidades de transicao.

(b) Classifique os estados e determine a distribui¢do estaciondria, no caso
de existir.

(¢) Qual o nimero meédio de maquinas a funcionar no inicio de um dia
tipico de trabalho?
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3. Suponha que a passagem dos autocarros de uma determinada carreira,
numa paragem aonde s passam autocarros da referida carreira, ocorre
segundo um processo de Poisson com taxa «, enquanto que a chegada dos
passageiros para esse autocarro ocorre segundo um processo de Poisson de
taxa ( independentemente da passagem dos autocarros.

a) Em ¢t = 0 passa um autocarro que deixa a paragem vazia. Qual a
Emt=0 t dei ia. Qual
probabilidade de que a primeira chegada depois de t = 0 seja de um
autocarro? [20]

(b) Qual a probabilidade de que o primeiro autocarro a passar depois de
t = 0 encontre r passageiros a espera? Identifique a distribuicao de
probabilidade em causa. [20]

4. Considere um processo de nascimento e morte com espago de estados M,
M+1,..., N com

An =an(N —n) e p, = pn(n— M),
aonde M e N representam o limite inferir e superior da populacao.

(a) Prove que a distribuicéo limite da populagao é proporcional a
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[20]
(b) Suponha que M =2, N =5, a = 2. e § = 1. Calcule a distribuigao
limite. 20]
5. Considere o seguinte processo autoregressivo
Y,=aY,_1+ Z,,
onde {Z,;n =1,2,...} é uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com
média nula e variancia 0% e suponha que Yy = 0. Prove que {M,,;;n = 1,2, ...},
com M, = a~"Y,, é uma martingala relativamente a {Z,;n =1,2,...}. [20]
6. Suponha que {W;:},5, € {Wt} sd@o movimentos Brownianos standard
= t>0
e que p € [—1,1] é uma constante. O processo {Xt}tgo com X; = pW; +
/1= p? W, ¢ um movimento Browniano? Justifique. [20]



