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Chapter 1

Nocoes gerais de teoria de
probabilidades

Antes de iniciarmos o nosso estudo dos processos estocésticos convém relem-
brar alguns conceitos elementares de teoria de probabilidades.

1.1 Espacos de probabilidade e variaveis aleatérias

Seja 2 um conjunto. Designamos por {2 o espaco dos resultados. Uma
coleccao F de subconjuntos de €2 é uma o-algebra se as seguintes 3 condig¢oes
se verificarem:

1. 0 e F,
2. A€ Fsse A € F,
3. U, An € F para quaisquer A, Ay, ... € F.

Os elementos de uma o-algebra F designam-se por eventos. Uma medida
de probabilidade ¢ uma fungao P: F — [0, 1] tal que

PWO) =0 o P (UAn> = S B4,

para quaisquer eventos Ay, Ag, ... € F disjuntos entre si. Ao triplo (2, F,P)
designamos por espago de probabilidade. Os axiomas que definem um
espaco de probabilidade foram introduzidos por Andrey Kolmogorov'}

! Andrey Kolmogorov (1903-1987) foi um matematico russo que fez intimeras con-
tribuicoes fundamentais em diversas dreas da matematica



Variavel discreta X(Q) Distribuigao de probabilidade
Bernoulli {0,1} P(X=1)=p, pel0,1]
Binomial {0,...,n} | P(X =k)=Cpp*(1 —p)"*

Poisson {0,1,2,..} | P(X =k)=e?27, A>0

Table 1.1: Exemplos de variaveis aleatérias discretas

Uma variavel aleatéria é uma funcao F-mensuravel X : 0 — R. Ser
F-mensuravel significa que a pré-imagem (ou imagem inversa) de qualquer
conjunto aberto ¢ um evento de F, i.e., X (]a,b[) € F para quaisquer reais
a <b.

A fungdo de distribuigdo de probabilidade’ de X ¢ a funcio Fy :
R — R definida por

Fx(x) =P(X < x).
H&a duas classes particulares de variaveis aleatorias: discretas e continuas.
Uma variavel aleatoria diz-se discreta se tomar um conjunto contavel (finito
ou infinito) de valores, isto é, X (Q2) = {x1,2s,...}. Uma variavel aleatoria
diz-se continua se P(X = x) = 0, ou seja, Fx é uma funcao continuaﬂ. Se
Fx for continuamente diferenciavel, entao

Fx() = [ felw)du

onde fx = F é a densidade de probabilidade de X. Nesta disciplina va-
mos apenas considerar varidveis aleatorias discretas ou continuas com densi-
dade de probabilidade, também conhecidas por absolutamente continuas.
Ver Tabelas [1l e .2

Se X ¢é integravel relativamente a P entao definimos o valor esperado
de X como

mm:/xm
Q
No caso de X ser discreta ou continua temos que
E(X) = an]P’(X =z, ou E(X)= / rfx(x)d.

’Relembrar que Fx ¢é uma funcdo monétona crescente, continua & direita,
lim, oo Fx(z) =0 e lim, o Fx(z) =1
3Uma vez que P(X =) = Fx(z) — Fx(z7).
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Variavel continua | X () Distribuigao de probabilidade
1/(b— <x<b
Uniforme [a, b] fx(x) = { /b—a) aszs '
0 caso contrario
1/z—p\2
Gaussiana R fx(x) = - 127T6_5(T) , o>0,peR
. e ™ >0
Exponencial [0, 400 | fx(z) = ., A>0
0 caso contrario

Table 1.2: Exemplos de variaveis aleatorias continuas

Em geral, definimos o momento de ordem n de X como E(X") e o
momento central de ordem n de X como E((X — p)") onde u = E(X).
Ao momento central de segunda ordem chamamos variancia de X,

V(X) = B((X — ).
Da linearidade do valor esperado segue que
V(X) = B(X?) - (B(X))”.

Dado um vector de variaveis aleatorias (Xi,...X,) : @ — R™ designa-se
x,, a sua distribuicao de probabilidade conjunta,

Fx .. x,(x1,...,2,) =P(X; < 21,...,X,, < zy,).
Recordar, que duas variaveis aleatorias X e Y sao independentes sse
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y).
Definimos a covariancia de variaveis aleatorias X e Y como
cov(X,Y)=E[(X - EX))(Y — EY))].
Se X e Y sao independentes, entao cov(X,Y) = 0.

Exercicio 1. Seja X uma variavel aleatoria continua em [0, +o0o[. Mostre
que

E(X) :/OOO}P’(X>x)dx
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Exercicio 2. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes com den-
sidade de probabilidade fx e fy, respectivamente. Mostre que a densidade
de probabilidade de Z = X +Y é

—+00

fz(z) = fx(z—=n)fy(n)dn

—00

1.2 Esperanca Condicional

A esperanca condicional é um conceito central em teoria de probabilidades,
em particular no estudo de processos estocasticos. Considere uma variavel
aleatoria X :  — R definida num espaco de probabilidade (€2, F,P). Suponha
que desejamos obter a melhor "aproximagao" de X dado que conhecemos al-
guma informagao de F (alguns dos seus eventos). A melhor aproximagao de
X é num certo sentido dada pela esperanca condicional.

Definicao 1.2.1. Seja G uma sub-o-édlgebra de F, i.e., G C F. A esperanca
condicional F(X|G): Q — R é uma variavel aleatoria que satisfaz:

1. E(X|G) é G-mensuravel,

2. Para todo o evento A € G,

/AE(X!Q)d]P’:/AXd]P’.

Observagao 1.2.1. A o-algebra G representa alguma informagao que é con-
hecida da experiéncia aleatéria. Na definicao esta implicito que X ¢é inte-
gravel, ou seja, F(X) < co. A existéncia da esperanca condicional é conse-
quéncia do teorema de Radon-Nikodym.

Usando a definicao geral de esperanga condicional podemos condicionar
X numa outra variavel aleatoria Y : 2 — R. Chamamos a seguinte colecao
de eventos a informacgao de Y,

o(Y)={Y"(B): B ¢ Boreliano} .

E facil verificar que o(Y) é uma o-algebra de Q. De facto, é a menor o-algebra
que torna Y mensuravel. Assim, define-se a esperanca condicional de X
dado Y como

EX|Y)=E(X]|o(Y)).



Note-se que E(X|Y) é o(Y)-mensuravel. Portanto, E(X|Y) é constante
nos eventos {Y = y}. Logo, existe uma fungdo E(X|Y = y) de variavel
independente y tal que

EX|Y =y) = BE(X[Y)(w), VwelY =y}

Vejamos como calcular E(X|Y = y) quando X e Y sao discretas ou absolu-
tamente continuas.

1.2.1 Esperanca condicional: caso discreto

Seja Y : Q@ — R uma variavel aleatoria discreta. Suponha que Y(Q2) =
{y1,%2,...} eque P(Y =1y,) > 0 para todoon > 1. A esperanca condicional
de X dado Y é calculada da seguinte forma,

E(X|Y:y1), y=1un
EX|Y =y) = E(X|Y =1), y=1u

onde
1

_— X dP.
IP)(Y - yn) /{Y:yn}

Exemplo 1.2.2. Considere duas moedas de 20 e 50 céntimos. Lancam-se
as moedas ao ar e somam-se os montantes das moedas que ficaram com a
face voltada para cima. KEsse montante é o valor da variavel aleatoria X.
Seja Y a variavel aleatéria que retorna o montante da primeira moeda, de
20 céntimos, caso esta se encontre de face voltada para cima. Caso contrario
tem o valor zero. Note-se que

{Y =0} ={EF,EE} e {Y =20}={FF FE},

EXY =yn) =

onde E simboliza escudo e F' face. Entao
EX|Y=0)=25 e E(X|Y =20)=45.
Logo,
25 sey=0
EXY =y) =
45 sey =20

Suponhamos, tal como no exemplo anterior, que X é uma variavel aleatoria
discreta (tal como Y'). Entao neste caso definimos a fungao de massa de
probabilidade condicionada de X dado Y,

pxpy (zly) = P(XP(:YI’:Y@/): Yo e P(Y =y) > 0.
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E usual também escrever-se

P(X = 2|Y = y) = pxpy (z]y)-

Com esta defini¢ao expressa-se E(X|Y = y) através da formula

EX]Y =y) = Zl“an\Y Tnly)-

Usando a lei de probabilidade total,
= ZpX\Y(:ﬂyn)P(Y = yn)

obtemos a seguinte proposicao.

Proposigao 1.2.3 (Lei de probabilidade total para a esperanga condicional).
Sejam X e Y duas varidveis aleatorias discretas. Entao

E(X) =) E(X]Y =y,)P(Y = y,)

Demonstrac¢ao. Exercicio. O]

1.2.2 Esperanca condicional: caso continuo

Suponhamos agora que X e Y sao duas variavel aleatoéria absolutamente
continuas com func¢ao densidade de probabilidade fx e fy, respectivamente.
A fungao de densidade de probabilidade condicional de X dado Y
é definida por
fxy(z,y)
fxiy(aly) = ————.
| fr(y)

A esperanga condicional E(X|Y = y) é calculada da seguinte maneira,

E(X|Y =y) =/ Ooxfxw(fdy) dx

o

Usando a lei de probabilidade total

+oo

fx(z) = xiy (zly) fy (y) dy

—0o0

obtém-se a seguinte proposicao.



Proposicao 1.2.4. Sejam X e Y duas varidvel aleatoria continuas com
funcao densidade de probabilidade fx e fy. Entao

+o0
B(X) = / E(X|Y = y)fr (y) dy

o

Exemplo 1.2.5. Suponha que X e Y tém a funcao de distribui¢ao de den-
sidade conjunta

fX,Y<x>y) = 1/y67§7y‘ x,y > 0.
Entao

fr(y) = /OOO fxy(z,y)de =e".

Logo
Fxpy (xly) = 1/ye /.

Portanto, a variavel aleatéoria X condicionada a Y = y tem distribuicao
exponencial com parametro 1/y. Logo E(X|Y =y) = v.

1.2.3 Esperanga condicional: caso vectorial

Dado um vector aleatorio (Y7, . ..,Y,) define-se de forma anéloga a esperanga
condicional no caso de discreto,

E<XD/1 =Y, 7Yn = yn) = ZxkpX\Yl,...,Yn(mk’yb cee 7yn)7
k

onde
P(X =2,V =y1,... Y, = y,)

P(Yi=uy1,... Y, = yn) ’

PX|vi,....Yn ($|y17 e >yn> =

€ no caso continuo

+oo
E(X|Y1 =Yy, Yy = yn) = / fo\Yl,...,Yn(x’yla cee ,yn)d$

—00

onde

fXY1 Y, (wayla"'ayn)
fXY,...,Yn($|y17---ayn) = —
M fY1,...,Yn(y1a--'7yn)

1.2.4 Propriedades

A seguinte proposicao retine a principais propriedades da esperanca condi-
cional.



Proposicao 1.2.6. Sejam X, X1, Xo, Y wvaridveis aleatorias com valor es-
perado finito e g,h : R — R duas fung¢des mensurdveis. A esperanca condi-
cional satisfaz as sequintes propriedades:

1. E(Oéle —+ OéQXng) = OélE(Xl‘g> + OK2E(X2|Q),
E(X|G)>0se X >0
E(Y)X]Y =y) = g(y) E(X]Y =y)

EhX)|Y =y) = E(h(X)) se X eY forem independentes

SeH C G CF, entao E(X|H) = E(E(X|G)|H).
Demonstracao. Procurar na bibliografia. ]
Note-se que da propriedade (3) obtém-se
EXYY =y) = yEX]Y =y).
No caso de X e Y serem independentes, entao (4) implica
E(X]Y =y) = E(X).
Ou seja, a esperanga condicional é uma constante e nao depende de y.

Exercicio 3. Uma empresa produz diariamente N componentes electronicas,
onde N é uma varidvel aleatoria com distribuicao de Poisson e parametro A >
0. Cada componente pode ter um defeito, independentemente das restantes,
com probabilidade p. Supomos também que o defeito de cada componente é
independente do ntimero N de componentes electronicas. Seja D o nimero
diario de componentes electréonicas com defeito. Determine:

1. E(D|N = n)
2. E(D)
3. E(N|D = d)
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Chapter 2

Nocoes gerais de processos
estocasticos

2.1 Nocoes gerais
Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade.

Definigao 2.1.1. Um processo estocastico X ¢ uma coleccio X = {X; : t € T'}
de variaveis aleatorias X; : 2 — R indexadas por um parametro t € T' C R.

Quando o conjunto dos parametros 7' é um conjunto contével, tipica-
mente T'={0,1,2,...} ou T = Z, entdo o processo estocastico ¢ de tempo
discreto. Neste contexto, uma sucessao de variaveis aleatorias X, Xo, ... é
um processo estocéstico de tempo discreto.

Quando T é um intervalo, tipicamente T" = [0,00[ ou T = R, entdo o
processo estocastico é de tempo continuo. Neste contexto, é usual escrever-
se X (t) quando o processo é de tempo continuo.

Ao conjunto dos valores que as variaveis aleatorias X; podem tomar
designa-se por F, o conjunto dos estados do processo estocastico.
Quando o conjunto dos estados E é contavel (finito ou infinito) entdo o
processo estocastico diz-se discreto, caso contrario diz-se continuo.

Para cada w € (2 a funcao

é designada por trajectoria ou realizacao do processo. Uma trajectoria de
um processo referente a um perfodo limitado de tempo é designada por série

temporal. Ver Figuras el2.2
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Figure 2.1: Duas realizagoes de um processo estocastico a tempo continuo
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Figure 2.2: Realizacao de um passeio aleatorio
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A lei de probabilidade do processo estocéstico é dada por todas as
distribuicoes de probabilidade conjuntas de um nimero finito de variaveis
aleatorias (Xi,,...,Xy,). Portanto, a lei de probabilidade do processo con-
siste na familia de fung¢oes de distribui¢ao de probabilidade conjuntas,

Fxyp oo, (@1, mn) = P(Xyy S a1, Xy, S @)

onde tq,...,t, sao quaisquer conjunto finito de indices pertencentes a T e
n>1.

2.2 Processos 1id

Definigao 2.2.1. Um processo estocastico X = {X;:t € T} ¢ iid (inde-
pendente e identicamente distribuido se

1. Para todo o conjunto finito de indices tq,...,t, € T com n € N, as
variaveis Xy, ..., Xy, sao independentes, i.e.,

FXt11-~~,th - Fth e Fth

2. As varidveis aleatorias sao identicamente distribuidas, i.e.,

FXt:FXS7 Vs,tGT.

Exemplo 2.2.1 (Passeio aleatorio simétrico). Considere a sucessao (X, )n>1
de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (iid) com
distribuicao

Seja
Sp,=X1+---+ X,.
O processo estocastico de tempo discreto S = {S,,: n € N} é designado por

passeio aleatorio simétrico. Ver Figura 2.2l A variavel aleatoria S, por
ser interpretada como o deslocamento até ao instante n, podendo ser escrita

Sn == Sn—l +Xn

Definigao 2.2.2. Dois processos estocasticos X = {X;:t€T} e Y =
{Y;:t € T} dizem-se identicamente distribuidos sse tiverem a mesma
familia de fungoes de distribuicao de probabilidade conjuntas, ou seja,

Fxy X, = Fyiy oy,

n

para todo o conjunto finito de indices t,...,t, € T.
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Definicao 2.2.3. Dois processos estocasticos X = {X;:t€T} e Y =
{Y; : t € T'} dizem-se independentes sse os vectores aleatorios

(th,...,th) e (}/;/17"'7}/;«71)

sao independentes para quaisquer t{,...,t, € T en € N.

2.3 Estacionariedade

Em termos gerais, um processo estacionario é um processo cujas caracteris-
ticas de aleatoriedade nao se alteram ao longo do tempo. Existem diversas
defini¢oes de estacionariedade.

Definicao 2.3.1. Um processo X; diz-se estacionario em média sse
EXy)=pn, VteT.

Num processo estacionario em média o seu valor esperado nao evolui ao
longo do tempo.

Definicao 2.3.2. Um processo X; diz-se de covariancias estacionarias
sse

1. Os momentos de segunda ordem sao finitos, isto é

E(X}) <o, VteT,

2. Existe uma fungao v : T'— R tal que

Cov(Xs, Xy) =7(t—s), Vs<t.

Observacao 2.3.1. Num processo X; com covariancias estacionarias tem-se
Var(X;) = ~(0).
Ou seja, a variancia do processo nao se altera ao longo do tempo.

Definicao 2.3.3. Um processo X; diz-se estacionario até a segunda or-
dem sse for estacionéario em média e tiver covariancias estacionéarias.

Uma definicao de estacionariedade mais forte que as anteriores é a seguinte.

Definicao 2.3.4. Um processo X; diz-se fortemente ou estritamente

estacionario de ordem k € N sse para quaisquer instantes ti,...,1; €
T e qualquer h tal que t; + h € T, i« = 1,...,k, os vectores aleatorios
(Xey, - Xe,) € (Xey4hy - -, Xyp1n) sdo identicamente distribuidos.

14



Chegamos assim & defini¢ao de estacionariedade mais forte.

Definicao 2.3.5. Um processo é fortemente ou estritamente estacionario
sse for fortemente estacionario de ordem k para qualquer k € N.

Esta definicao de estacionariedade implica todas as outras. Adicional-
mente, num processo fortemente estacionario todas as variaveis aleatorias X,
tem a mesma distribuigdo. Analogamente, todos os pares (X;, X;) sao iden-
ticamente distribuidos desde os instantes estejam igualmente espagados no
tempo.

Exemplo 2.3.2 (Processo de Bernoulli). Sejam (X,,),>1 variaveis aleatorias
iid com distribuigao

PX,=1)=p, PX,=0=1-p
onde p € [0,1]. O processo de Bernoulli é fortemente estacionério.

Exemplo 2.3.3. Qualquer sucessao de variaveis aleatorias iid é um processo
fortemente estacionério.

Exemplo 2.3.4. Considere um processo estocéstico {X,, :n =1,2,...} tal
que E(X,) = 0 e Var(X,,) = 0% para todo n > 1 e Cov(X,,, X,,) = 0 para
n # m. Este processo é estacionario até a segunda ordem, sendo usualmente
designado por ruido branco.

Exercicio 4. Seja Q = {0,1,2} e considere a familia de variaveis aleatorias
Xt Q- R,
Xi(w) =wt, t>0.

1. Classifique o processo estocastico {X;: t > 0} indicando o conjunto dos
parametros 1" e o conjuntos dos estados E.

2. Determine todas as realizagoes do processo.
3. Calcule P(X; =1,Xo =1) e P(Xy =2|X; =1).

Exercicio 5. Seja (&,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias de Bernoulli
independentes e

Xpy=min{k>1: &+ +&=n}, n>1.

1. Supondo que &, representa o resultado (sucesso ou insucesso) de uma
experiéncia aleatoria, descreva o significado da variavel aleatoria X,,.
Que valores pode tomar?

15



2. Classifique o processo estocastico {X,,: n > 1} indicative o conjunto
dos parametros T' e o conjunto dos estados F.

3. Determine a distribuicao de probabilidade de X,,.
4. Calcule P(X3 = z3|Xo = 29).

Exercicio 6. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias iid, § € R e
Y, = X,,—0X,,_1. Mostre que o processo estocastico Y = {Y,,: n € N}, usual-
mente designado por processo de médias moveis de primeira ordem MA(1),
é estacionario até a segunda ordem.
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Chapter 3
Cadeilas de Markov

Seja S um conjunto contével (finito ou infinito) e (2, F,P) um espaco de
probabilidade. E frequente tomar S = {0,1,2,...}.

Definigao 3.0.1. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,,),>0 ¢ uma cadeia
de Markov com valores em S se

1. X,(92) C S para todo n > 0.
2. Para quaisquer j,ig,...,i, € Sen >0,
P(X,i1 =j|Xo =10, X1 =11, ..., Xp =1p) = P( X1 = j| X0 = 1n).
Note-se que as variaveis aleatorias X, sao discretas e as probabilidades
condicionadas sao calculadas de acordo com as expressoes da sec¢ao anterior.
A equagado da definicao anterior é conhecida como a propriedade de

Markov. Uma cadeia de Markov nao tem memoria do passado. A probabil-
idade de um estado futuro depende exclusivamente do estado presente.

3.1 Probabilidades de transicao

A probabilidade de X, estar no estado j dado que X,, estd no estado i é
conhecida como a probabilidade de transicao a 1 passo,

Pl =P(Xop1 = j| X =1), 4,j€S.

Definigao 3.1.1. Uma cadeia de Markov diz-se homogénea se P, nao de-
pende de n.

17



Vamos apenas considerar cadeias de Markov homogéneas. Neste caso
escrevemos P, ; para denotar as probabilidades de transicao e definimos a
matriz de probabilidades de transigao:

P = (Pi,j)i,jes-

Proposicao 3.1.1. A matriz de probabilidades de transicao P satisfaz as
sequintes propriedades:

1. P,; > 0 para quaisquer i,j € S,

2. A soma das linhas de P ¢é igual a 1, ou seja,

EE:‘F%J ::1.

JjeS

Demonstragao. A propriedade (1) é 6bvia. Para demonstrar (2) note-se

que
Y Piy=) P(Xus = j|X, =)

jEeS jeSs
1
= SN PX,1=4X,=1i
P, =) 2 K =7 X =0
JES
=1

]

Uma matriz que satisfaz (1) e (2) da proposi¢ao anterior diz-se estocas-
tica.

Suponhamos que p;, = P(Xy = ip). Dados estados iy,...,4, € S, como
calcular as distribui¢oes conjuntas

P(Xog=1i0, X1 =141,..., X, =1,) 7
Usando a defini¢ao de probabilidade condicionada,
P(Xo=10,...,Xn=1n) =P(X,, =in|Xo=10,..., Xn-1=1n_1)
X P(Xog =10, Xpn-1=1n_1)
Pela propriedade de Markov,
P(X, =in|Xo =10, -, Xn-1=tn_1) = P(X}, = 0| X1 = ip1)

Il
e

Logo,

P(Xo :io,...,Xn :Zn) = Pz P(XO :io,...,Xn_l :in—l)-

n—1,in

Iterando esta equacao obtemos a seguinte proposicao.
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Proposicao 3.1.2.
P

Tn—1,0n"

]P)(XO = iOaXl = il,...,Xn = Zn) :plopl

1,02

Esta proposicao demonstra que todas as distribuicao finitas da cadeia de
Markov sao determinadas pelas probabilidades de transicao da matriz P.

Exemplo 3.1.3. Considere uma cadeia de Markov com trés estados S =
{0,1,2} e com a seguinte matriz de transi¢ao

1/4 1/4 1/2
P=|(9/10 1/10 0
1/3 1/3 1/3

Considere a distribuigao inicial my = (pog, p1, p2) onde

Logo,
P(Xo =0,X;=1,Xy = 2) = P0P0,1P1,2 =0,

P(Xl = 17X2 = HXO — 2) — P2,1P171 - 1/30
Exemplo 3.1.4 (Passeio Aleatorio). Considere a sucessao (&,)n>0 de var-
iaveis aleatorias iid com distribuicao
]P)(gn = 1) =p € ]P)(gn = _1) =1-p,
onde 0 < p < 1. Seja

O processo estocastico de tempo discreto X = {X,,: n € N} é designado por
passeio aleatério. Vamos mostrar que (X,,),>0 ¢ uma cadeia de Markov
homogénea. Em primeiro lugar, o espago dos estados ¢ S = Z. Verifiquemos
agora a propriedade de Markov:

P(Xns1 = j|Xo =0, ..., Xn = in)

:]P)(én+1 :]_Zn‘XO =00, .., Xy = Zn)
]P)(gn—&-l = ] - Zn) .

Por outro lado,

P(Xm-l = J|Xn - Zn)

P(Xn + §n+1 = J|Xn = Zn)
(£n+1 = ] - Zn‘Xn = Zn)
(lnp1 = J —in) -

I
N =
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Logo,
]P)(XnJrl - ]‘XO == ’io, ce. 7Xn - Zn) = ]P)(XnJrl == .]|Xn - Zn)

Assim, temos as seguintes probabilidades de transigao:

P se j=1+1
Pj=PXp=j|Xpn=1i)=q1—p sej=i—1
0 caso contrario

Exemplo 3.1.5 (Incrementos iid). Generalizando o exemplo anterior, é
possivel demonstrar que qualquer sucessao de variaveis aleatorias discretas
(X, )n>0 com incrementos iid, isto é:

1. As variaveis aleatorias X, .1 — X,,, n > 0 s2o independentes;

2. As variaveis aleatorias X, ;1 — X, tém todas a mesma distribuigao de

probabilidade;
entdo (X, ),>0 ¢ uma cadeia de Markov homogénea.

Importante no estudo das cadeias de Markov sao as probabilidades de
transicao a m passos,

P =P(X, = j| X, = i).

i?j

Proposicao 3.1.6 (Equagao de Chapman-Kolmogorov).

(n) _ (n—1)
Pi,j - Z Pi,kpk,j )
kes

P(O) o ]-7 ZZ]:
i,j - . .
0, 1#]

onde
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Demonstracao.
P =P(X, = j|Xo = i)

4,7
= P(X, =j, X1 = k| Xo = i)
keS

=Y P(X, = j|X1 =k, Xo = )P(X; = k[ Xo = i)
kes

= P(X, = j|X1 = k)P(X; = k| X, = i)
keS

keS

=Y pplY

kes

Definindo a matriz de transicao a n passos

P = (P%), jes

Z7j

as equacao de Chapman-Kolmogorov pode ser escrita de forma matricial,
pm_p...p
como o produto de n copias da matriz P.

Proposigao 3.1.7. Suponha que X, tem distribuicao my = (m;)jes onde
7o = P(Xo =1). Entdo a distribuicao m, de X,, é

T, = o P™

Demonstracao.
=Y " P(X, = jIXo = )P(Xp = 0) Z?TOZP(n
Logo,
T, = 7T0P(n)
onde m, = (7, ;)jes € Tn; = P(X,, = j). O]
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Exemplo 3.1.8. Usando a matriz de transicao do Exemplo podemos
calcular, usando a Proposigao [3.1.7, a distribui¢ao de X; sabendo a dis-
tribuicao de Xj,. Suponhamos que a distribuicao de X é

mo = (4/9 5/9 0).

Entao X, tem distribuigao,

1/4 1/4 1/2
m =mP = (4/9 5/9 0)[9/10 1/10 0
1/3 1/3 1/3

= (11/18 1/6 2/9)

Exemplo 3.1.9. Considere a seguinte matriz estocéstica

P <1{2 1(/)2) 7

associada a uma cadeia de Markov com dois estados S = {0,1}. Entao

P < -G

Note-se que P(X; = 1|Xp = 1) = 0, mas P(X,, = 1| X, = 1) > 0 paran =
2,3. Pode-se calcular, por exemplo diagonalizando a matriz P, a poténcia

pro (A e

%_ (_1)1121711 %_+_ %(_1)n217n

1
3

Concluimos que

2 1
lim P(X,=01X=0)=3 e lim P(X,=1X=0)=.

n—+00 n—-+o0o

Exercicio 7. Seja 0 < p < 1. Considere Xy =0 e
Xn:Xn—1+§n7 n:1727"‘
onde (&,)n>1 € uma sucessao iid de variaveis aleatorias com distribui¢ao

P(fn:D:p, ]P)(fn:(]):l—p.

1. Mostre que (X,),>0 € uma cadeia de Markov.
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2. Determine a matriz de transicao da cadeia.
3. Desenhe o diagrama da cadeia.

4. Calcule P(X; =1).

5. Mostre usando indugao que

P(X, = j|Xo=0) = C}p'(1—p)" .

Exemplo 3.1.10 (Aplica¢ao: Modelo de aprovisionamento). Considere um
determinado artigo que é aprovisionado de modo a satisfazer determinada
procura. Assumimos que a reposi¢ao do artigo é realizado no final de cada
perfodo n = 0,1,2,..., e que a procura total do produto em cada periodo ¢é
uma variavel aleatoria &, com distribuicao de probabilidade,

P(¢, = k) =ap, k=0,1,2,....

Claro que a; > 0 e ), ay = 1. Assumimos também que as procuras nos di-
versos periodos sao independentes, ou seja, as variaveis &, sao independentes.

O nivel de stock do artigo é examinado no final de cada periodo. Supon-
hamos que o nivel de stock maximo é m > 0. A reposigao do artigo é feita
de acordo com um valor critico nao-negativo s < m. Seja X,, a quantidade
de artigos no final do periodo n. Entao a reposicao segue a regra,

Xp =& ses< X,
Xn+1 = .
m— §n+1 se Xn <s
Note-se que os estados do processo sao
S={..,-3-2,-1,0,1,...,m—1,m}.

E facil verificar que (X,,),>o satisfaz a propriedade de Markov. Portanto,
(Xn)n>o0 € uma cadeia de Markov em S. As probabilidades de transi¢ao
podem ser calculas explicitamente,

P(X, — & =j|X,=1) seX,>s

5] ( +1 ]| ) { m—§n+1:j|Xn:Z) SeXnSS
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Quantidades relevantes num modelo de aprovisionamento sao a probabilidade
de a procura exceder a oferta no longo prazo,

lim » P(X, = j),

j<0

e o nivel médio do stock no longo prazo,

I . _ 5
lim » jP(X, =)

§>0
Estas questoes mostram que é importante estudar o comportamento assimp-
totico da distribuicao de X,,.

Exemplo 3.1.11 (Aplicagao: Filas de espera). Considere um servigo onde
os clientes chegam e tomam o seu lugar numa fila de espera. Durante cada
periodo n = 0,1, 2, ..., um unico cliente é servido, desde que haja clientes na
fila de espera para serem servidos. Durante cada periodo em que é realizado
um servigo novos clientes chegam e tomam o seu lugar na fila de espera.
Suponhamos que o namero de clientes que chega no periodo n é uma variével
aleatoria com distribuicao,

P(¢, = k) =ap, k=0,1,2,....

Claro que a; > 0 e Y, ar = 1. Supomos também que as variaveis &, sdo
independentes. Se X,, é o nimero de clientes na fila de espera no inicio do
periodo n, entao

P X,—1+4+¢&, se X, >1
SR &n se X, =0

E facil verificar que (X,,),>0 ¢ uma cadeia de Markov no espaco de estados
S ={0,1,2,...}. As probabilidade de transi¢ao podem ser calcular explici-
tamente,

, . PX,—14+& =j|X,=1) seX,>1
Pi’j:P(X”“:ﬂX”:Z):{P(f — j1X, =) se X, =0
)P =g+ 1—4) sei>1
P, =) se1=0
Jajp- osei =1
B a; sei =0
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Colocando as probabilidades de transicao numa matriz estocéstica obtemos,

apg ap; ao as
apg ap Gao as
P=|0 a a a
0 0 ag aq

E intuitivamente claro que se o valor esperado do niimero de novos clientes
que chegam 4 fila de espera for maior que 1, isto é,

E(gn) = Zkak > 17
k=0

entao com o passar do tempo o ntamero de clientes na fila de espera cresce
sem limite. No entanto, se E(,) < 1, entao as probabilidades de transigao
a n passos convergem para uma distribuicao limite,

lim P(X, =k|Xo=j)=m, >0, k=0,1,2,...

n—oo

independente de j. Quantidades relevantes no estudo de filas de espera sao
a probabilidade de a longo prazo nao haver clientes na fila de espera, 7, € o
tempo médio, a longo prazo, que um cliente espera na fila,

> (L4 k)m.

k=0

Exercicio 8. Uma cadeia de Markov (X,,),>0 com estados S = {0, 1,2} tem
a seguinte matriz de transicao

0.1 0.1 0.8
P=102 02 06
0.3 03 04

Calcule:
2. P(Xy, =1|X0=0)

3. P(X5=1,X,=1,X; =0)
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Exercicio 9. Considere um modelo de aprovisionamento (descrito no Ex-
emplo [3.1.10)) onde apenas 0, 1, ou 2 artigos sao procurados em cada periodo
(ax = 0 para k > 3) com probabilidade

1

Suponha que s =0 e m = 2.

1. Determine a matriz de transicao de probabilidades P para a cadeia de
Markov (X,)n>0 onde X,, é o nimero de artigos em stock no fim do
periodo n. (Dica: S ={2,1,0,—1}.)

2. Calcule ]:P)(XQ = ].,Xl = 2’X0 = 0)
3. Calcule P(X3 =0|X; = 1).

3.2 Recorréncia

Seja (X,,)n>0 uma cadeia de Markov homogénea com espago de estados S.

Definicao 3.2.1. Um estado ¢ € S diz-se recorrente se a cadeia X,, even-
tualmente regressa a ¢ partindo de ¢, ou seja,

r; = P(X, =i para algum n > 1| X, =14) = 1.

Um estado nao recorrente diz-se transiente. Note-se que r; é a probabilidade
de a cadeia reentrar no estado ¢ algures no futuro.

Considere a seguinte variavel aleatoria
T, = min{n > 1: X,, =i}.

A variavel aleatoria T; : Q — NU{+4o00} devolve o tempo que a cadeia demora
até visitar o estado 7 independentemente do estado de partida. A variavel T;
é conhecida por tempo de paragem ou primeiro tempo de retorno a
1. Podemos calcular a sua distribuicao de probabilidade:

P(T, =n)=P(X1 #i,..., Xn 1 %, X, =)

Da igualdade dos eventos,

{X,, =i para algum n > 1} = U{Xl#i,...,Xn,l#i,Xn:i},

n>1
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concluimos que a probabilidade de a cadeia reentrar no estado ¢ é dada por

r; = ZP(Ti =n|Xy=1).
n=1

Assim, obtemos o seguinte critério para a recorréncia.

Proposicao 3.2.1. Um estado i € S € recorrente sse
P(T; < 40| Xy =1) = 1.

Portanto, um estado ¢ € S é recorrente se a probabilidade de a cadeia
demorar tempo infinito para regressar a ¢ € igual a zero, ou seja,

P(T; = +o00| Xy = i) = 0.

Na prética ha um critério mais simples para determinar se um estado é
recorrente ou transiente. Esse critério, baseado nas probabilidades de tran-
sicao PZ.(?) a m passos, é obtido da seguinte forma.

Seja N; a variavel aleatoria que conta o nimero de visitas ao estado 7, ou
seja,

N; = Z X{Xn=i} = X{Xo=i} T X{X1=i} T~
n=0

onde x(x,=;} ¢ uma variavel aleatoria (funcao indicadora) que toma valor 1
se X,, = ¢ ou valor 0 caso contrario.

Lemma 3.2.2 (Valor médio do ntimero de reentradas em 7).

1

1—7"1'.

E(N,| Xy = i) =

Demonstracao. A probabilidade de a cadeia reentrar exactamente n vezes
no estado ¢ é
P(N; = n|Xo =) ="' (1 —1y).
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Logo,

]-_Ti.

A soma da série anterior pode ser obtida derivando em ordem a x ambos os

lados da igualdade,
1 o0 .
T :ngox .z < L

]

Usando o lemma anterior obtemos o seguinte critério para determinar se
um estado é recorrente ou transiente.

Teorema 3.2.3. Um estado i € S € recorrente sse

i Pl(ll) = +o00.
n=1

Demonstragao. Note-se que E(x(x,-3) = P(X, = i). Logo, segue da
definicao da variavel N; que

E(N;|Xo =) =Y E(x{x,-ij| X0 = 1)

n=0

= P(X, =i|Xo=1)
n=0

_yr,

Portanto, do lemma anterior concluimos que

o0

)y _ 1
ZRJ a 1—7”2"

n=0
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Assim, 71 =1 (estado i recorrente) se e s6 se »_ Pl(?) = +o00. O

Note-se que ¢ € S é transiente se e s6 se
oo
E(Nj|Xo=i) =Y P < +oc.
n=1

Portanto, se i € S é transiente, entao lim,, Pi(?) = (0. Por outro lado, o
valor médio do ntimero de reentradas em ¢ ¢é finito, portanto

P(X,, =i para uma infinidade de n > 1| X, = i) = 0.

Concluimos que uma cadeia de Markov entra apenas um ntmero finito de
vezes em qualquer estado transienteﬂ

Usando os mesmos argumentos da prova do Teorema [3.2.3| obtemos a
seguinte condigdo necessaria para um estado ser transiente (ou suficiente
para ser recorrente).

Corolario 3.2.4. Se j € S ¢ transiente, entdo

Y P < 400, Vies

n=1
Demonstragao. Por um lado temos,

o0

E(Nj|Xo=1) =Y P
n=1
Por outro lado,
1
E(N;|Xo=1) < .
(V1% =) < 7=
Logo, se 7; < 1 (j transiente), entdo ) Pl(?) < +o00. O

Exemplo 3.2.5. Considere uma cadeia de Markov com dois estados {0, 1}

e matriz de transigao
01
p- (1 O) |

'E  possivel mostrar que se i & recorrente  entdo P(X, =
i para uma infinidade de n > 1| Xy = i) = 1. No entanto, a demonstragdo é bas-
tante complicada.
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Entao

pn P, sen éimpar
I, sen épar

onde I é a matriz identidade. Logo,
(n) _ (n) _
Z Fyg =400 e Z Py = +o0.
n=1 n=1

Portanto, os dois estados sao recorrentes.

Exemplo 3.2.6. Considere uma cadeia de Markov com dois estados {0, 1}

e matriz de transigao
11
— (2 2
P (O 1).

Entao
11 2L
n _ on n
P-(5)
Assim,
ZPS%) =1 e ZPl(E) = +00.
n=1 n=1

Portanto, 0 ¢é transiente e 1 é recorrente.

E facil ver que se o espago de estados é finito, ou seja, a cadeia de Markov
contém apenas um numero finito de estados, entao existe sempre um estado
recorrente.

Proposicao 3.2.7. Se o espaco de estados S € finito, entao existe um estado
1 € S que € recorrente.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que todos os estados j € S da
cadeia de Markov sao transientes, ou seja, usando o Corolario [3.2.4]

Y P <400, Vies.
n=1

Logo,
Z Z PZ(?’) < +00.
jes n=1
No entando,
DD PP =3 PP =3 1=,
J€S n=1 n=1 j€S n=1
o que é absurdo. O
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Exemplo 3.2.8. Considere uma cadeia de Markov com espaco de estados
contével (infinito) S ={0,1,2,...} e matriz de transi¢ao

Qp,0 Ap,1 Qo2 Qo3 Qo4
p 0 11 A2 a13 Q14
o 0 0 ago asz assg -+ |7

onde 0 < a;; < 1. Uma vez que P ¢ triangular superior, ¢ facil calcular as

probabilidades de transigao PZ(ZI) a n passos,

pi@:an i=0,1,2,....

1,09

Assim,

o0
nZ:; Za“—l_am‘<—|-oo.

Logo, todos os estados da cadeia de Markov sao transientes, ou seja, nao héa
estados recorrentes!

Exemplo 3.2.9 (Assimétrico). Considere o passeio aleatoério assimétrico.
Trata-se de uma cadeia de Markov com espago de estados S = Z e probabil-
idades de transicao

P, se j =141
Pij=q1—p, sej=i—1

0, caso contrario

onde p # % E facil calcular a probabilidade de transicao Pz(?)

que n é par, n = 2k, obtemos,
P = P(Xoi = i|Xo = i) = CZpF(1 — p)*

((ZT)L pF(1 —p)*

No caso em

2k+1
e no caso em que n € impar obtemos P( ) =

converge,

= 0. Logo, como p # %, a série

e (2K)!
n=1 k=1 V7

pelo critério d’Alembert (ou critério da razao) para séries,

PR 9k 4 2)(2k + 1)
peR (b +1)2

1,1

p(1—p) - dp(1—p) <1
—00
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porque p # % Assim, concluimos que todos os estados do passeio aleatorio
assimétrico sao transientes. O caso simétrico p = % tem de ser analisado
separadamente.

Os estados recorrentes dividem-se em dois tipos: os estados recorrentes
com tempo finito de retorno e os estados recorrentes com tempo infinito de
retorno. Os primeiros designam-se por recorrentes positivos.

Definicao 3.2.2. Um estado recorrente ¢ € S é recorrente positivo se o
tempo médio de reentrada é finito,

Caso contrario dizemos que ¢ é recorrente nulo.

Note-se que
m; = Zn]P’(TZ- =n|Xo=1) | +o00-P(T; = +00| Xy = 1).
n=1

Logo, se i é transiente, ou seja, P(T; = +o00| Xy = i) > 0, entdo m; = +00.
Portanto, se o tempo médio de reentrada ¢é finito entao o estado é recorrente.

O seguinte resultado estabelece um critério para decidir se um estado é
recorrente nulo.

Teorema 3.2.10. Um estado i € S recorrente nulo se e sd se

lim P =0.
n—-+o0o ’
Demonstrac¢ao. Procurar na bibliografia da disciplina. O

Tal como na Proposic¢ao |3.2.7, quando o espaco de estados ¢ finito, todos
os estados recorrentes sao positivos.

Proposicao 3.2.11. Se o espaco de estados € finito, entdo todos os estados
recorrentes sao positivos.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que existe um estado 7 € S tal
que @ é recorrente nulo. Ou seja, lim,, Pl(?) = 0. Entao para todo j € S

temos qu lim,, o0 Pf? = 0. Mas,

Y Py =1,

j€S

’Este facto ndo é trivial, mas pode ser demonstrado com recurso i equacdo de
Chapman-Kolmogorov e usando a nogao de classes de comunicagao que sera introduzida
posteriormente. Pode também encontrar uma demonstracao na bibliografia da disciplina
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contradizendo o facto de lim,, Pl(?) = 0 (porque S é finito). O

Exemplo 3.2.12. Os estados recorrentes dos exemplos m e[3.2.6]sdo todos
recorrentes positivos. No primeiro exemplo a sucessao P tem dois pontos
de acumulagao, portanto nao é convergente para zero. No segundo exemplo
Pl( 1) =1 para todo n > 1.

Exemplo 3.2.13 (Simétrico). Considere o passeio aleatorio simétrico. As
probabilidades de transi¢ao sao

1
2

Pj=4¢1 sej=i—-1
0

Tal como no passeio aleatério assimétrico temos,
—n L senépar
P =P(X, = i| Xy =) = { @/
% n 0 L,
0 se n é impar

2%
Seja ay, = E k,))2 77 - Queremos determinar se a série ), a; converge ou diverge.

O critério d’Alembert é inconclusivo porque o limite da razao

Ak+1
o € igual

a 1 (ver exemplo do passeio aleatorio assimétrico). Portanto, vamos usar a
conhecida aproximacao de Stirlingﬂ

k!w\/ﬂ(ﬁy

(&

para estimar ag. Assim,

vk (%)* 1

1
T Tk (B % Vrk
Logo,

00 }?f?) _ 00 N o0 __J;__ B

Portanto, todos os estados do passeio aleatorio simétrico sdo recorrentes!
Mais, como

n—-+o0o

concluimos que todos os estados sao recorrentes nulos. Ou seja, apesar dos
estados serem recorrentes, o tempo médio de reentrada é infinito.
3

ver wikipedia
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3.3 Exercicios

Exercicio 10. Considere uma cadeia de Markov homogénea com estados
S ={0,1} e matriz de transicao:

1—p p)
P = , OD<p<l, O<g<l.
(q 1—¢q D q

1. Mostre por indugao que

Pl ) o (4 7)) e

2. Determine se os estados sao recorrentes ou transientes.

3. Calcule
m = lim P(X,, =X, =0), i€{0,1}.
n—oo
4. Mostre que
T=mnP

onde 7 é o vector linha formado por 7y e 7 calculados na alinea ante-
rior.

Exercicio 11. Uma urna contém inicialmente duas bolas, uma branca e
outra preta. Uma bola é retirada ao acaso e substituida por uma bola de
cor oposta. O processo é repetido um nimero infinito de vezes. Seja X, o
ntmero de bolas brancas na urna no instante n > 0.

1. Mostre que X, é uma cadeia de Markov homogénea e determine a
matriz de transicao P.

2. Calcule P".

3. Suponhamos que inicialmente a urna contém duas bolas brancas. No
passo seguinte, uma bola branca ¢é substituida por uma preta e por ai
adiante. Determine a probabilidade de reencontrar ao longo do processo
duas bolas brancas na urna.

3.4 Periodicidade

Definicao 3.4.1. O periodo de um estado i € S é o maximo divisor comum
dos inteiros positivos n € N tais que Pl(f) > (), isto é,

Per(i) = mdc{n > 1: PZ@ > 0}.
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Dizemos que o estado i é periddico se Per(i) > 2. Caso contrario, dizemos
que 7 é aperiddico.
Algumas observacoes a reter:

1. se Pl(?) > () para todo n > 1, entao o estado i é aperiodico;
2. se n nao ¢ um miltiplo de Per(i), entao Pl(?) = 0.

Definicao 3.4.2. Um estado ¢ € S que é recorrente positivo e aperiddico
diz-se que é ergodico.

Exemplo 3.4.1. Considere a cadeia de Markov do Exemplo Temos
para qualquer ¢ € {0,1} que

(n) {0 se n é impar
1 sen épar
Logo,
Per(i) = mde{n > 1: P > 0} = mde{2,4,6,8,...} = 2.
Portanto, todos os estados da cadeia sao periédicos com periodo 2.

Exemplo 3.4.2. Considere o passeio aleatorio simétrico do Exemplo |3.2.13
Tal como no exemplo anterior, Pz(?) > (0sen épar?2e Pz(?) =0 se n é fmpar.
Assim, todos os estados da cadeia sao periddicos com periodo 2.

Exemplo 3.4.3. Considere a cadeia de Markov do Exercicio [I0] Como
para todo n > 1, PZ(?) > 0 temos que todos os estados i da cadeia sao
aperiodicos. Como também sao recorrentes positivos entao os estados da
cadeia sao ergodicos.

Exemplo 3.4.4. Considere a seguinte cadeia de Markov homogénea com
estados S = {0, 1,2, 3} e matriz de transi¢ao

P =

o O O =
_— o O O
o O = O
o = O O

Fazendo o diagrama da cadeia de Markov é facil verificar que Po(,%) =1 para
todo n > 1 e para os restantes estados i € {1, 2, 3},

m) _ J1 sen émultiplo de 3
" 10 caso contrario

Portanto, todos os estados sao recorrentes positivos. O estado 0 é aperiddico
e os restantes tém periodo 3. Logo, o estado 0 é ergodico.
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3.5 Classes de equivaléncia

Definicao 3.5.1. Dizemos que um estado ¢ comunica com um estado j se
existir uma probabilidade de transitar de ¢ para j, isto €, se existir n > 0 tal
que

P =P(X, = j| Xy =1i) > 0.

2y

Se ¢ comunicar com j escrevemos
1]
Sei— jej—ientao ¢ e j comunicam entre si e escrevemos
14>
Lemma 3.5.1. A relacao de intercomunicacao <> € uma relacao de equiv-
aléncia, 1sto €, satisfaz as sequintes propriedades:
1. i1
2. seti 4> ] entao j <> 1
3. se1 4> ] e) < kentaoi k.
Demonstracao.

L. i ¢ i vem do facto que P, = 1> 0.

2. 1 4> J € equivalente a P( s 0e Pj(’;n) > 0 para algum n, m > 0. Logo
J .

3. Supondo que P( "0 (1 —j)e P](k) > 0 (j — k) usando a equagao
de Chapman- Kolmogorov

P =2 RBL 2 PR >0
jES

Logo, i — k. De forma anéloga mostramos que k — 1.

]

Vamos de seguida introduzir algumas defini¢oes para particionar o espago
dos estados em subconjuntos que partilham propriedades comuns.
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Definigao 3.5.2. Ao conjunto C(7) formado por todos os estados da cadeia
que intercomunicam com o estado ¢ designamos por classe de comunicagao

de i,
Ci)={jeS:i<+j}

Um subconjunto de estados diz-se irredutivel se todos os estados nesse
subconjunto comunicam entre si. Neste sentido, as classes de comunicagao
sao irredutiveis. De facto, C'(i) é o maior conjunto irredutivel contendo o
estado i. Se todos os estados da cadeia comunicam entre si (existe apenas
uma unica classe de comunicagao) entao dizemos que a cadeia é irredutivel.

Proposigao 3.5.2. Se j € C(i), entao
1. © e j tém o mesmo periodo.
2. 1 € recorrente sse j € recorrente.
3. 1 € recorrente positivo sse j € recorrente positivo.
4. 1 € ergodico sse j € ergodico.
Demonstracao.
1. Procurar a prova na bibliografia da disciplina.

2. Como i <> 7, temos que P™ > 0 e P > 0 para algum n,m > 0.

,J 7,0
Seja € = Pl(?) Pj(;n) > (. Usando sucessivamente a equagao de Chapman-
Kolmogorov,

n+r+m __ (n) p(r+m)
PR =Y PR
kesS

(n) p(r+m)
2 Py P
_ pn) (1) p(m)
- Pw Z Pj,s Ps,i
seS

() p(r) pm)
= PiJ PJ'J Pjﬂ' )

Assim,
pn+7"+m P(’”)
2 > € i

00 (r _ : : 00 (r) .
Portanto, » 7, P,/ = +oo implica que ) 7, P;;’ = 400, ou seja, se
J €é recorrente, entao ¢ também é recorrente. Trocando os papeis de i e
j obtemos que a propriedade de recorréncia é preservada nas classe de
comunicagao.
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3. O mesmo se verifica com a recorréncia positiva usando a desigualdade
anterior.

4. Segue do (1) e do (3).
[

Portanto, recorréncia positiva (ou nula) e periodicidade sdo propriedades
partilhadas por todos os estados da mesma classe de comunicacao. Assim,
dizemos que a cadeia é aperiddica quando todos os estados sao aperiddicos,
recorrente quando todos os estados sao recorrentes, etc.

Definicao 3.5.3. Dizemos que um subconjunto C' C S de estados é fechado
se para todo i € C' e j ¢ C tem-se P;; = 0. Ou seja, um subconjunto C' de
estados é fechado se a probabilidade de sair de C' é zero.

Proposicao 3.5.3. Se i é recorrente, entao C(i) € fechado.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que C(i) nao é fechado. Entao
existe um estado s € C(i) recorrente e j ¢ C(i) tal que P ; > 0. Ou seja,
s — j mas j - s, caso contrario j estaria em C'(7). Assim,

P(T; = +0|Xog=5) =P(X; #s,Xo#s,...|Xog=15)
Z]P)(Xl :j,XQ#S,...|X0:S)
:P(Xl :]|X0:S) :PSJ‘ > 0,

uma vez que j - s. Portanto, da desigualdade anterior concluimos que s é
transiente. Absurdo. O

Chegamos assim a um resultado central que estabelece uma decomposicao
dos estados de uma cadeia de Markov homogénea.

Teorema 3.5.4 (Decomposigao dos estados). Qualquer espago de estados de
uma cadeia de Markov homogénea pode ser decomposto numa uniao (disjunta
e contdvel) de estados transientes T e subconjuntos fechados e irredutiveis
C1,Cy, ... de estados recorrentes, isto €,

S=TUuC,UCU---

Demonstragao. Seja R = S \ T o conjunto dos estados recorrentes da
cadeia de Markov. Para cada i € R, a respectiva classe de comunicacao
C'(i) é irredutivel e contém apenas estados recorrentes. Segue da proposi¢ao
anterior que é fechada. Assim, existem i1,1s,... € R, tal que o conjunto dos
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estados recorrentes R pode ser escrito como uma uniao disjunta de classes
de comunicagao C(iy), C(ig), ... fechadas e irredutiveis. Portanto,

S=TUC(>i)UC(iz)U- -
]

Observacao 3.5.5. Se o espaco de estados ¢ finito, entao existe pelo menos
um conjunto fechado irredutivel e nao-vazio C; de estados recorrentes na
decomposi¢ao do teorema anterior. Adicionalmente, pela Proposicao [3.2.11
todos os estados recorrentes sao positivos.

Observagao 3.5.6. Se uma classe de comunicagao C(7) nao ¢é fechada, entao
segue da Proposigao m que todos os estados da classe C'(7) sdo transientes.

Exemplo 3.5.7. Considere uma cadeia de Markov homogénea com estados
S ={0,1,2,3,4,5} e matriz de transigao

O Ok O O
O Orime—r O O
N O O O O
NI=NI=Es = O O O

I
O ORI N =
O O Ok

E facil verificar que
01, 23 e 45

Estas s@o as tunicas relagao de intercomunicagao. Assim, temos trés classes
de comunicagao

C0)=1{0,1}, C©2)=1{2.3} e C4)=1{4,5}.

Para determinar os estados recorrentes, basta verificar se as classes de co-
municagao sao fechadas ou ndo. Como as classes C(0) e C'(4) sao fechadas,
contém apenas estados recorrentes. A classe C'(2) nao é fechada , logo é
formada por estados transientes. Quanto & periodicidade, podemos concluir
que todos os estados ¢ € S s@o aperiodicos (Per(i) = 1) porque P,; > 0,
logo PZ(?) > 0 para todo n > 1. Relativamente a distribui¢ao dos tempos de
paragem T}, podemos calcular sem dificuldade,

1 sen =1

P(Ty =n|Xg=0)=1<"2
(0 | 0 ) {PO,IPﬁ;2P1,0 SGTLZQ
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Expressoes equivalentes podem ser obtidas para as distribuicoes dos restantes
tempos de paragem. Logo,

my = E(Ty| Xo = 0) = Y nP(Ty = n|X, = 0)

n=1
00 1 n—21
EO
1 1 1
~27% ” -
1 1
iy >
=3

Portanto, o estado 0 é recorrente positivo. Um facto que ja sabfamos pela

Proposicao 3.2.11

3.6 Exercicios

Exercicio 12. Construa uma cadeia de Markov homogénea onde P(Per(’ ) =

0 para algum estado i da cadeia. (Dica: considere a cadeia de Markov do
Exercicio [10[ e escolha p e ¢ adequadamente)

Exercicio 13. Mostre que se F;; > 0, entao o estado ¢ ¢ aperiodico.
Exercicio 14. Mostre que se i <> j, entao Per(i) = Per(j).

Exercicio 15. E possivel construir uma cadeia de Markov homogénea com
espaco de estados finito e um estado recorrente nulo? e todos os estados
transientes? Justifique.

Exercicio 16. Determine a decomposigao dos estados S = {0,1,2,3,4,5}
da cadeia de Markov homogénea com a seguinte matriz de transicao e calcule
m; = E(T;|Xo = 1) para todo i € S,

Lol oo !l
ilioog
000010
P =
1100 g
001000
000001

W
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Exercicio 17. Determine e classifique todas as classes de comunicacao e
periodo de cada classe para a cadeia de Markov homogénea com estados
S ={0,1,2,3,4,5} e matriz de transigao:

000

S OO O OoOvi
o OO O O

S O = O O
w== O O O O

w— O O O
w— O O = O

Calcule my = E(T5| Xy = 5).

3.7 Distribuicao estacionaria

Seja (X,)n>0 uma cadeia de Markov estacionaria com espago de estados
(finito ou infinito) S e matriz de transicao P.
Dada uma distribuicao de probabilidade inicial 7y de X, usando a Proposigao(3.1.7
a distribuicao de X, é dada por m, = myP". Um caso especial é quando
T, = Ty para todo n > 0.

Definigao 3.7.1. Uma distribuicdo de probabilidadd’] 7 em S diz-se esta-
cionéria se
m=mnP.

Observagao 3.7.1. A equacao m = wP determina os vectores proprios as-
sociados ao valor proprio 1 da matriz transposta de P. Portanto, se P nao
tiver valor préprid’] 1, entdo a cadeia ndo tem distribuicio estacionaria.

Observagao 3.7.2. Se a cadeia de Markov tem duas distribuigoes esta-
cionarias distintas, entao tem uma infinidade de distribuigoes estacionarias.
De facto, sejam 7 e v duas distribuicoes estacionarias. Entao a combinagao
convexa

p=AIr+(1=Nv, Xel0,1]
¢ também uma distribuicao estacionéaria:

pP=XtP+(1—-ANvP=Xr+(1-ANr=u

1€S €S €S €S
“Uma distribuigao de probabilidade ¢ um vector linha 7 = (m;: i € S) tal que Y, g 7 =
1lem >0 para todoi € S.
5A matriz P e a sua transposta tém os mesmos valores proprios.
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No caso em que a cadeia de Markov admite uma distribuicao estacionaria
7, se X tiver distribuicao 7 entao todas as variaveis X, tém a mesma dis-
tribuicao m. Segue que a cadeia de Markov é um processo estacionario,
ou seja,

d

(va ce 7Xnk) = (Xn1+m7 s ’Xnk-i-m)

para quaisquer 0 < ny; < --- < ng e m > 0. De facto,
(n2—n1) (ng—mg—1)
Pi1,i2 T Pik—l:ik

=P(Xp, =i1,..., X, = i)

P(an-‘rm =11,... >Xnk+m = Zk) = Ty

Exemplo 3.7.3 (existéncia e unicidade). Considere a cadeia de Markov com
matriz de transicao

Seja m = (m, m1). Entdo m = 7w P é equivalente a

i)

|
RS
N[O |
SN

1 +1
T = =T+ =T
0= 5o+ 5
1 +1
T = T+ =T
1=5M0 T 5m

Destas equagoes concluimos que 7y = 7. Como 7y + m; = 1 concluimos que

Ty = T = % é a distribuicao estacionaria e é tnica.

Exemplo 3.7.4 (existéncia e ndo unicidade). Considere a cadeia de Markov
com matriz de transicao
10
*= (o)

Entao m = 7P = m porque P é a matriz identidade. Ou seja, qualquer
distribuicao de probabilidade ¢é estacionaria.

Exemplo 3.7.5 (inexisténcia). Considere a cadeia de Markov com estados
S ={0,1,2,...} e matriz de transigao

10101 1 1
2 4 16 32
&

P = PR S B
003 7 3

42



A equagao m = wP é equivalente ao sistema de equagoes (em nimero infinito)

1
7T0:§7T0
1 1
T = Zﬂ'o -+ 57’(’1
1
T = g?‘(‘o + Z?ﬁ + 57'(2

A solugao do sistema é m; = 0 para todo i € {0,1,2,...}. No entanto, o
vector nulo 7 = 0 nao é uma distribuicao de probabilidade. Logo, a cadeia
nao tem distribuigao estacionaria. De facto, a matriz P é triangular superior
com um unico valor proprio igual a 1/2. Repare que todos os estados da
cadeia sao transientes! Compare com o Exemplo [3.2.8

O proximo resultado mostra que os estados transientes nao tém peso na
distribuicao estacionaria.

Proposicao 3.7.6. Seja m = (m;: j € S) uma distribuicdo estaciondria da
cadeia de Markov. Se j € S € um estado transiente, entao m; = 0.

)

Demonstragcao. Como j é transiente, lim,, ., PZ(;L = 0 para todo: € S

(ver Corolario (3.2.4). Entao

]

Exemplo 3.7.7. Considere a cadeia de Markov do Exemplo [3.2.6] Recorde-
se que tem matriz de transicao
11
— (2 2
P=(6 1)

Como 0 é um estado transiente, obtemos que my = 0. De facto, a distribuicao
estacionaria ¢ m = (0, 1).

O resultado seguinte relaciona os estados recorrentes com a distribuicao
estacionaria e mostra que toda a cadeia de Markov com pelo menos um
estado recorrente positivo admite pelo menos uma distribuicao estacionéria
que é tnica no caso de existir uma tnica classe de comunicagao entre estados
recorrentes.
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Teorema 3.7.8. Toda a cadeia de Markov admite uma distribuicao esta-
ctondria se e so se twer pelo menos um estado recorrente positivo. Masis,
a distribuicao estaciondria € unica se e so se todos os estados recorrentes
comunicam entre si. Nesse caso, a distribui¢do estaciondria m = (mw;: j € S)
€ dada por

onde m; € o tempo médio de reentrada no estado j, ou seja, m; = E(T;| X, =
7)-

Demonstracao. Procurar na bibliografia. ]

Observagao 3.7.9. Se o espacgo de estados é finito, entdao sabemos das
Proposicoes [3.2.7] e [3.2.11] que toda a cadeia de Markov tem pelo menos
um estado recorrente positivo. Logo, admite distribui¢oes estacionarias. A
distribuicao é tnica se tiver uma unica classe de comunicacao de estados
recorrentes.

Exemplo 3.7.10. Considere a cadeia de Markov do Exemplo[3.2.5] A matriz

de transicao é
01
p- (1 0) |

A cadeia de Markov é irredutivel e todos os estados sao recorrentes. E fa-
cil calcular a distribuicao estacionaria © = (%, %) que ¢é tnica. Concluimos
também que os tempos médios de reentrada sao m; = mo = 2.

Exemplo 3.7.11. O passeio aleatorio (simétrico ou assimétrico) nao tem es-
tados recorrentes positivos, portanto nao admite distribuigoes estacionarias.

De seguida iremos relacionar as distribuicao limite das probabilidades de
transicao de uma cadeia de Markov com as distribui¢oes estacionérias. O
proximo resultado mostra que se o limite das probabilidades de transicao ex-
istir e for independente do estado de partida, entao definem uma distribuicao
estacionaria que é tnica.

Proposicao 3.7.12. Se para quaisquer i,7 € S, o sequinte limite é conver-
gente e independente de 1,

mj = lim P-(T.l) < 400

7
n—o00 &

em = (mj:j€S)#0 oulS € finito, entdo m € a tnica distribui¢do esta-
ciondria da cadeia de Markov.
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Demonstracao. Para simplificar a demonstracao consideremos o caso de
S finitd®] Pela equacdo de Chapman-Kolmogorov,
T ) _ 1 (n—1) _ : (n—1) _
7= lim P = lim > P J%j_ESJE;Qk Poj =Y P,

n—00 n—00
keS kesS keS

> mi= lim P = lim Y P% = lim 1=1.
- - n—o00 J n—00 £ J n—o00

JjES JjES JjeS
Logo, m=7mPe ), ;™ =1, ouseja, T ¢ uma distribuicao estacionaria. Para
mostrar a sua unicidade, suponhamos que v é outra distribuicao estacionaria.
Como v = vP™ temos que

_ (n) _
vj = E PZJ v; —> E TV = Tj.
n—oo
i€S 1€S

]

A distribuicao 7 obtida pelo limite das probabilidade de transi¢ao é con-
hecida por distribuicao limite.

Observagao 3.7.13. A distribui¢ao limite de X,, ndo depende do estado
inicial da cadeia,
. P (n) N
nh—>H010P(Xn =j) = nh_)IgOZP” P(Xo =) = m;.
ics
O proximo resultado complementa a Proposigao Estabelece uma
condicao suficiente para a convergéncia das probabilidades de transicao, definindo
no limite uma tnica distribuicao estacionaria.

Teorema 3.7.14 (Teorema Ergoédico). Se a cadeia de Markov € irredutivel
e aperiodica, entao

1
lim P = —.
n—00 ? m]-
Demonstragao. Procurar na bibliografia. O]

Quando o conjunto dos estados S é finito obtemos o seguinte corolério.

Corolario 3.7.15. Considere uma cadeia de Markov com espago de estados
S finito. Se a cadeia de Markov é irredutivel e aperiodica, entao admite uma
unica distribuicdao estaciondria m = (m;: j € S) dada por

o1
mj = lim Pi(j) = —.
n—oo > mj

60 caso S infinito é tecnicamente mais sofisticado.
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Demonstragao. Segue da Proposi¢ao [3.7.12] e do Teorema [3.7.14] O

Observacao 3.7.16. A razao m; = 1/m; representa a fraccao de tempo
passado no estado j.

Observacao 3.7.17. Se (X,,),>0 ¢ uma cadeia de Markov irredutivel com
periodo d entdo (Xpq)n>0 ¢ uma cadeia aperiodica. Logo,

fim prd — 4

n—oo I mj ’

Exemplo 3.7.18. Considere a cadeia do Exercicio . E irredutivel e aper-
iodica. Tem uma tnica distribuicao estacionaria dada por,

_ ( qa p )
T=(———/.
ptq p+gq
Exemplo 3.7.19. Considere a cadeia de Markov do Exemplo|3.5.7. Recorde-
se a matriz de transicao:

%éOOOO
IR IR
p—|71 1 1 1
P0G og 0 g
000032
0000 5 2

Existem duas classes de comunicacao recorrentes C'(0) e C'(4). Cada classe
de comunicagao define uma cadeia de Markov a dois estados irredutivel e
aperiddica. Logo, todas as distribuicoes estacionarias da cadeia sao uma
combinagao convexa das distribuigoes,

12 11
=15,5,0,0,0,0 =10,0,0,0,5,5 |-
v <3737777> e U (7777272)

Exemplo 3.7.20 (Aplicacdo: Modelo de Aprovisionamento). Considere o
modelo de aprovisionamento descrito no Exemplo [3.1.10, onde apenas 0, 1,
ou 2 artigos sdo procurados em cada periodo (ay = 0 para k > 3) com
probabilidade
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Suponha que s = 0 em = 2. O espago de estados da cadeia é S = {2,1,0,—1}
e a matriz de transicao

1/2 2/5 1/10 0
0 1/2 2/5 1/10
1/2 2/5 1/10 0
1/2 2/5 1/10 0

P =

E facil verificar que todos os estados da cadeia comunicam entre si. Portanto,
a cadeia é irredutivel. Como P, 5 > 0, concluimos que o estado 2 é aperiodico,
logo a cadeia também é. Pelo Corolério [3.7.15] a cadeia admite uma tnica
distribuicao estacionaria. Podemos determinar a distribui¢ao resolvendo o
sistema m = wP onde m = (my, 71, To, T_1),

1 1 1
Ty = 57@ + §7T0 + §7T71
T = 57T2 + %7?1 + gﬂo + gﬂ—l
Ty = 1—07r2 + gm + %ﬂ'g + Eﬂ'_l
-1 = %m

Resolvendo este sistema determinamos os coeficientes da distribui¢ao esta-

cionaria
(54T 2
T=\18°9'30°45 )

Como exemplo, concluimos que o tempo médio de reentrada da cadeia no
estado 2 ¢ 18/5. Mais, a probabilidade de a procura exceder a oferta a longo
prazo €

2
li P =7j)=—
Jim Y P(X, = j) = 2
7<0
e o nivel médio de stock a longo prazo é
lim » " jP(X, = ‘)—2><3+1><%—1
nivoe £\ T ]) T2 AR 9

Jj>0

Exemplo 3.7.21 (PageRank do Google). O motor de busca na internet mais
famoso do mundo lista os seus resultados de acordo com a probabilidade com
que um utilizador entrando aleatoriamente em links chega a uma determinada
pagina na internet.
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Podemos representar a internet como um grafo G = (V, E) onde os vér-
tices correspondem as paginas e as arestas aos links ligando as diversas pagi-
nas. Designamos por n = #V o ntimero de paginas que existem na internet
e L(i) o namero distinto de links existentes na péagina i € V. Um utilizador
"aleatorio" situado numa pagina ¢ € V' entra numa péagina j € V' com prob-
abilidade

L seL(i)=0
Pyj={ 15 sel(i)>0e(ij)€F
0 seL(i)>0e(i,j)¢FE

A

A matriz P = (P, ) jev € estocastica. Para garantir que a cadeia de Markov
associada é irredutivel e aperidédica fazemos uma pequena transformacao,

Py=0-eP;+

S|

onde € € [0,1] é um pequeno parametro. Assim, P,; > 0 para quaisquer
1,7 € V garantindo que a cadeia de Markov com matriz de transicao P =
(P;;)ijev ¢ irredutivel e aperiodica. Pelo Corolario B.7.15] a cadeia admite
uma unica distribuicao estacionaria,

T=mnP
Se m; > m;, entao a pagina ¢ ¢ mais relevante que a pagina j. Um dos segredos
do Google reside num método numérico eficiente e uma grande capacidade

computacional para calcular as maiores entradas da distribuicao estacionéria
.

3.8 Exercicios

Exercicio 18. Determine as distribuicoes estacionarias das cadeias de Markov
com matrizes de transicao:

%0%00% 1000 %0
53 7000 001000
000010f ~ fo00100
T 1300 3 000010
001000 000001
000001 003103

Exercicio 19. Determine a distribuicao limite da cadeia de Markov com
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matriz transicao

, 0<pg<l, p+qg=1

s

I
R R R R
cooo
coo o
com® oo
o oo o

Exercicio 20. Considere a cadeia de Markov com estados S = {0,1,2,3} e
matriz transicao,

0100
10101 1
P=11 1t 11
§ 8 2 4
i1 3 0

Determine:
1. A distribuicao limite da cadeia de Markov.

2. Calcule E(Tp| Xy = 1). (Dica: observe que a cadeia passa sempre do
estado 0 para o estado 1)

3.9 Estados absorventes e probabilidade de ab-
sorcao

Seja (X,)n>o uma cadeia de Markov homogénea com espago de estados S
(finito ou infinito).
Um tipo particular de estados recorrentes sao os estados absorventes.

Definicao 3.9.1. Um estado ¢ € S é absorvente se e s6 se P;; = 1.

Ou seja, uma cadeia de Markov que esteja num estado absorvente ¢ tem
probabilidade zero de sair do mesmo, isto ¢, P; ; = 0 para todo j # <.

Observacao 3.9.1.

1. Se i é absorvente entao C(i) = {i}, isto &, a classe de comunicagao de
1 € o proprio 1.

2. Se C' C S é um conjunto de estados fechado contendo apenas um estado
1, entao 1 é absorvente.
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3. Estados absorventes sao ergodicos. De facto, pela equagao de Chapman-
Kolmogorov,

=Y PP = PPl = POV

2,0
JES

Logo, P( = 1 para todon > 1, e Per(i) = 1.

Exemplo 3.9.2. Considere a seguinte matriz estocastica associada a uma
cadeia de Markov homogénea (X,,),>0 com estados S = {0, 1,2},

P = , a+B+y=1 a,B,7>0.

o 0
[l eN e
—_ 2 O

Os estados 0 e 2 sao absorventes enquanto o estado 1 é transiente.

Seja A C S um conjunto de estados fechadd’] Em aplicacdes é importante
calcular a probabilidade de absorg¢ao em A,

hz‘ = P(T<OO|X0:Z), 1€ 8

onde T' = min{n > 0: X,, € A} é o primeiro tempo de retorno ao conjunto
A. Designamos por tempo médio de absorgao ao valor esperado

E facil determinar h; e t; para certos estados i € S. Note-se que se i € A

entao

Por outro lado, se i ¢ um estado absorvente mas nio pertence a A entad
hi =0 e tz = o0

De seguida vamos deduzir umas equagcoes que permitem calcular h; e t; para
qualquer estado 7 € S.

Proposicao 3.9.3. O vector de probabilidades de absor¢ao em A, h = (h;: i €
S), € solugao do sequinte sistema de equagoes lineares,

h; =1, sei € A
hi =3 icsPijh; sei¢ A
7O conjunto A pode ser formado por estados absorventes ou mais geral por classes de

comunicagao recorrentes.
8Mais geral, se i ~ j para todo j € A, entdo h; =0 e t; = 00
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Demonstracao. Ja vimos que se i € A, entao h; = 1. Suponhamos
que ¢ ¢ A. Entao T > 1. Logo, usando a propriedade de Markov e a
homogeneidade da cadeia,

= P(T < 00l Xy = j, Xo = )P(X; = j| X = i)
jes

= P(T < 00| X, = j)Py;
JES

=> WP
JES

]

Observacao 3.9.4. Seja P a matriz que se obtém removendo as linhas 7 € A
de P. Analogamente, seja h o vector coluna que se obtém removendo as
entradas 7 € A do vector h. Entao

h = Ph.
Compare com a equagao que define uma distribuigao estacionéria.

Exemplo 3.9.5. Considere a cadeia de Markov do Exemplo[3.9.2] Seja A =
{0} o conjunto formado pelo estado absorvente 0. Aplicando a proposigao
anterior obtemos,

ho=1
hleé—FBhl—i"}/hQ
hy = 0.

Note-se que o estado 2 é absorvente. Portanto ho = 0. Assim, concluimos
que

o !
hy = = .
T8 atn
Ou seja, a probabilidade de absorcao no estado 0 partindo do estado 1 é -2

a+y’
Proposicao 3.9.6. Se o vector de tempos médios de absor¢ao em A, t =
(t;:i € S) for ﬁmtcﬂ entao t € solucao do sequinte sistema de equagoes
lineares,
t; =0, sei € A
ti:1+2jespi,jtj sez’géA

9t; < oo para todo i € S
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Demonstracao. Anéloga a prova da proposicao anterior. Procurar na
bibliografia. m

Exemplo 3.9.7. Continuando o exemplo anterior, vamos agora calcular os
tempos médios de absor¢ao em A = {0,2}. Note-se que ty = t; = 0. Para
calcular ¢; aplicamos a proposi¢ao anterior,

t1:1+06t0+ﬁt1+’}/t2

Portanto,
1 1
tl = = .
1-8 a+y
Ou seja, o tempo médio de absorcdo partindo do estado 1 é ——

a+vy"

3.10 Exercicios

Exercicio 21. Considere uma cadeia de Markov com estados S = {0, 1, 2,3}
e matriz de transicao

11 1 1
3
o184
pP= 5 5 5
00 &4
000 1

Determine os tempos médios de absor¢ao no estado 3.

Exercicio 22. Considere uma cadeia de Markov com estados S = {0, 1,2, 3}
e matriz de transigao

O =Wl =
O wlm = O
o= O
= ool—wi— O

1. Partindo do estado 1, determine a probabilidade de a cadeia ser ab-
sorvida pelo estado 0.

2. Determine o tempo médio de absorgao em A = {0, 3}.

Exercicio 23. Considere o seguinte jogo. Uma moeda perfeita ¢ langada
sucessivamente ao ar até que aparecam duas caras sucessivas.

1. Modele o jogo usando uma cadeia de Markov. Determine a matriz de
transi¢do e o diagrama da cadeia. (Dica: S = {0,1,2})
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2. Determine a decomposicao do espaco dos estados da cadeia.

3. Calcule o tempo médio de duracao do jogo supondo que comecga o jogo
com duas coroas.
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Chapter 4

Processo de Poisson

Processos de Poisson sao usados para contar o nimero de ocorréncias "aleato-
riamente" espacadas entre si ao longo do tempo. Por exemplo, o ntimero de
particular emitidas por um material radioativo ou o nimero de chamadas
telefonicas que chegam a uma central. Antes de introduzir o Processo de
Poisson vamos relembrar as propriedades da distribuicao exponencial.

Definigao 4.0.1. Uma variavel aleatoria T' com valores em [0, +o00[ tem
distribuigao exponencial com parametro A > 0 se

P(T<t)=1—e* t>0.
A fungao densidade de probabilidade fr(t) é

Ae ™M t>0
t) = U=
Jr(t) {m t<0

Facilmente determinamos que E(T) = 1/ e V(T) = 2/\%

A distribuigao exponencial tem a propriedade de nao possuir memdoria,
ou seja,
P(T >t+s|T >t)=P(T > s).

De facto,

P(T >t+s|,T>t)
P(T > t)
P(T >t+s)
P(T >t)
o~ A(t+s)

P(T>t+s|T>t) =

Y,
=P(T > s).
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Como demonstra o préximo resultado, a soma de varidveis aleatorias in-
dependentes com distribuicao exponencial tem distribuicao gamma.

Proposicao 4.0.1. Sejam Ti,...,T,, n > 1 varidveis aleatorias indepen-
dentes com distribuicao exponencial com parametro X e W,, =Ty +---+T,.
Entao W, tem distribuicao gamma com pardmetros n e \,

(A"

an (t) = )\ei/\tm,

t>0.

Demonstracao. A prova é por inducao em n. Para n = 1 temos W7 =T}
que tem distribuigdo exponencial fy, (t) = fr,(t) = e *. Suponhamos
que a proposicao ¢é verdadeira para n. Vamos mostrar o mesmo para n + 1.
Usando o factoE] W1 =W, +T,.1 e a independéncia dos T;’s temos que

fuvn () = / Fua () fros (£ — ) dis

Usando a hipoétese de inducao,

)\S n—1 Cfi—s
an+1 / n — 1) )\6 A(t ) dS
Y s~ 1
= A" d
/ (n —1)! °
— e —/\t)\ntn
n!’

4.1 Definicao do processo de Poisson

Definicao 4.1.1. Uma variavel aleatéria X tem distribuigao de Poisson
com parametro A > 0 se

n

A
P(X:n):e”‘—', n=20,1,2,...
n!

'Dadas duas variaveis aleatérias X e Y independentes com densidade fx e fy, entdo
a densidade da soma Z = X + Y é a convolugao das densidades fx e fy, ou seja,

+o00o
fZ(Z):/ fx(@)fy(z — x)dx.

— 00
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E facil verificar que E(X) = V(X) = A. Outra propriedade a reter ¢ a
soma de varidveis aleatorias independentes com distribui¢ao de Poisson tem
também distribuicao de Poisson.

Proposicao 4.1.1. Sejam X, ..., X varidveis aleatorias independentes com
distribuicao de Poisson de pardmetro A\i,..., N\, respectivamente. Entdo a
soma X1+ - -+ Xy tem distribuicao de Poisson com parametro Ay + - - -+ A\g.

Demonstragao. Exercicio. O]

A distribuicao de Poisson surge considerendo o limite da distribuigao Bi-
nomial quando a probabilidade do evento é A\/n e n — co. Esta aproximagao
¢ conhecida por lei dos eventos raros. Suponhamos que A representa o
nimero médio de eventos que se observam num intervalo de tempo (ou es-
pago). Divida-se o intervalo em n subintervalos de comprimento igual tal
que n > A. Entdo A/n representa a propor¢ao de eventos que se obser-
vam em cada subintervalo. Assumimos que a ocorréncia de um evento num
subintervalo é uma variavel aleatéria com distribuicao de Bernoulli com
pardmetro A/n . Assim, o namero de eventos no intervalo inicial e uma dis-
tribuicao Binomial com parametros n e A\/n, ou seja, a probabilidade de

observar k eventos é
n! A\ F LA ek
(n—k)k! \n n '

Reescrevendo obtemos

oot (22

nk k! n n

Tomando o limite n — oo, é facil verificar que o 12 termo do produto tem
limite 1, o 2° nao depende de n, o 3° tem limite e™ e o0 4° tem limite 1.

Portanto,
lim — | — 1—— =e M.
no00 (n — k)Ik! (n) ( n) K

Vamos agora definir o processo de Poisson.

Definigao 4.1.2 (Processo de Poisson). {N(t),t > 0} é um processo de
Poisson com parametro A > 0 se

1. N(0) =0,

2. osincrementos N (t+s)—N(s) tém distribui¢ao de Poisson com parametro

AL,
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2 Y—J
|
1 1.-——1
0 : i
W, W, W, W, t

Figure 4.1: Realizagao de N(t)

3. N(t) tem incrementos independentes, isto é, se ty < t; < --- < t,, entao

N(t1) — N(ty),...,N(t,) — N(t,—1) sao independentes.

O Processo de Poisson N (t) conta o nimero de eventos que ocorreram até
ao instante ¢t. E portanto um processo de contagem. Como tém incrementos
estacionarios e independentes, pertence a uma classe mais geral de processos
que sao as cadeias de Markov a tempo continuo.

4.2 Construcao do processo de Poisson

Definicao 4.2.1. Sejam Ti,...,T, variaveis aleatoérias independentes com
distribuicao exponencial de parametro A. Considere-se a soma W, = T} +
<-4+ T, comWy=0e

N(t) :=max{n >0: W, <t}.
Mostremos agora que N (t) é um processo de Poisson.
Lemma 4.2.1. N(t) tem distribuicao de Poisson com pardmetro At.

Demonstragao. Note-se que N(t) = n se e s6 se W, <t < W, ;. Por-
tanto,

P(N(t) - n) P<Wn <t < Wn+1)

t

P(W, <t < W, |[W, = 3s)fw,(s)ds

t

P(T,i1 >t —W,|W, = 3)fw,(s)ds

t

P(Tiq >t — ) fw,(s)ds.

I
S— S— S—
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Segue da Proposigao [£.0.1] que

t n—1 n
_ — —A(t—s)y ,—As ()\S> —_ oAt (At)
P(N(t) =n) /0 e e C3] ds=ce o

]

Lemma 4.2.2. N(t+s)— N(s) tem distribui¢io de Poisson com pardmetro
At e € independente de N(r) para 0 <r < s.

Demonstracao. Para fixar ideias, suponhamos que até ao instante s exac-
tamente 3 eventos ocorreram nos instantes wi, we e ws (ver Figura . O
tempo de espera até quarto evento é T que por hipotese s < wz + Ty (caso
contrario 4 eventos teriam ocorrido). Como a distribuigao exponencial nao
tem memoria temos que,

]P(T;L > 3—w3+t|T4 > S—wg) :]P)(T4 > t)

Isto mostra que a distribuicao do tempo de espera até ao primeiro evento
depois de s é exponencial com parametro A e independente de Ty, Ty e T5;.
Logo, N(t + s) — N(s) tem a mesma distribuigdo de N(t) e ¢ independente
de N(r) com 0 <r <s. O

Lemma 4.2.3. N(t) tem incrementos independentes.

Demonstragao. O lemma anterior mostra que N (t,) — N (t,,—1) ¢ indepen-
dente de N(r) com r <t,_;. Logo é independente de N(t,_1) — N(t,—2). O
resultado segue usando inducao. n

Mostramos assim o seguinte teorema.

Teorema 4.2.4. N(t) é um processo de Poisson.

4.3 Caracterizagao

Descrevemos agora uma outra forma equivalente para caracterizar um pro-

cesso de Poisson. Escrevemos o(h) para designar uma fun¢ao que satisfaz
limy, 0 0(h)/h = 0.

Teorema 4.3.1. Seja {N(t): t > 0} um processo estocdstico tal que N(0) =
0 e N(t) € {0,1,2,...} para todot > 0. O processo N(t) é Poisson se e so
se
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1. N(t) tem incrementos independentes
2. P(N(t+h)— N(t) =1) = A+ o(h) quando h — 0
3. P(N(t+h)—N(t)=0)=1— A+ o(h) quando h — 0

Demonstragao. Se N(t) é um processo de Poisson, entdo N(t+ h) — N(t)
tem distribuicao Poisson com parametro Ah. Portanto,

P(N(t+h)—N#)=0)=e e P(N({t+h)—N(t)=1)= e

Logo,
P(N(t+h) —N(t)=0)=e=1— M +o(h)

P(N(t+h) — N(t) = 1) = M(1 — M + o(h)) = M + o(h)

Suponhamos agora que (1)-(3) se verificam e queremos mostrar que N (t +
s) — N(s) tem distribui¢do de Poisson com pardmetro A\t. Consideremos o
caso s = 0 uma vez que o caso s > 0 é analogo. Seja

Note-se que
pn(t+h) =P(N(t) =n,N(t+h)— N(t)=0)
+P(N(t) =n,N(t+h)—N(t)=1)
+P(N(t) =n,N(t+h)—N(t) > 2)

Segue de (1), (2) e (3) que

pu(t +h) = pu(t)po(h) + pr1(t)pi(h) + o(h)

po(h) =1—=Ah+o(h), pi(h) =M+ o(h)
Logo,
pn(t + h) - pn(t) = _Ahpn(t) + Ahpn—l(t) + O(h)

Dividindo ambos os termos da equagao por h e tomando o limite h — 0
temos que

Pu(t) = =Apn(t) + Apn-i(t).
Note-se que p_1(t) = 0. Temos de resolver este sistema de equagoes diferen-
ciais com condicao inicial

pa(0) = PN(O) = ) = {é "



Quando n = 0 temos

po(t) = —Apo(t) com po(t) = 1.

A solugdo é py(t) = e~*. Usando inducdo é resolver as restantes equacoes e
obter solugao

_ A"
O
4.4 Relacao com a distribuicao Binomial
Proposicao 4.4.1. Sejam s <t e m < n. Entao
n! s\ ™ s\ n—m
P(N(s) = m|N(t) = :—(_> (1__>
(N(s) =m|N(t) =n) miln — i \z ;
Demonstragao. Exercicio. O]

4.5 Processo de Poisson nao homogéneo

Uma extensao do processo de Poisson considera intensidades que variam ao
longo do tempo.

Definigao 4.5.1. Um processo {N(t): ¢t > 0} é um processo de Poisson com
intensidade A(t) se

1. N(0) =0
2. N(t) tem incrementos independentes
3. N(t) — N(s) tem distribuigdo de Poisson com parametro f; A(r) dr

E possivel caracterizar um processo de Poisson nao homogéneo através
das aproximacoes de primeira ordem dos incrementos.

Teorema 4.5.1. Um processo {N(t): t > 0} é um processo de Poisson com
intensidade \(t) sse

1. Tem incrementos independentes

2. P(N(t+h) — N(t) = 1) = \(t)h + o(h)
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3. P(N(t+h) — N(t) = 0) = 1 — A(t)h + o(h)

Demonstracao. Procurar na bibliografia. O

Exemplo 4.5.2. Suponha que a procura de um produto numa loja entre as
9h e as 13h segue um processo de Poisson com taxa

2%, 0<t<l
A(t) =X 2, 1<t<?2
4—t, 2<t<4

Vamos determinar a probabilidade da procura nas primeiras 2h ser igual a 2
artigos. Para tal, calculamos a taxa média entre ¢t = 0 e ¢t = 2, portanto

2 1 2
u:/ /\(t)dt:/ 2tdt+/ 2dt =1+2=3.
0 0 1

P(N(2) =2) = —32—?

No entanto, se quisermos determinar a probabilidade da procura ser igual a
2 artigos entre as 11h e as 13h, entao

4 4
uz/ )\(t)dt:/ 4—tdt =2,
2 2

2!

Assim,

P(N(4)— N(2)=2) =

4.6 Exercicios

Exercicio 24. Um autocarro chega a uma determinada paragem de 10 em
10 minutos. Suponha que o ntimero de autocarros que chegam a paragem
segue um processo de Poisson.

1. Qual é a probabilidade de o intervalo entre chegadas sucessivas ser
superior a 20 minutos?

2. Apos perder um autocarro, quanto tempo tem um passageiro de esperar
para apanhar o autocarro seguinte com probabilidade de 0.57

3. Dado que na tltima hora nao chegou nenhum autocarro qual é a prob-
abilidade esperar mais uma hora?
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Exercicio 25. Seja T" uma variavel aleatoria com distribui¢ao de probabili-
dade continua. Mostre que 7' tem distribuicao exponencial se e 86 se T" nao
tem memoria, isto é,

P(T>az+y|T >x)=P(T >y).

Exercicio 26. A chegada de passageiros a uma paragem de autocarro segue
um processo de Poisson com intensidade A;. Seja T o tempo de chegada de
um autocarro que é independente do processo de Poisson. Quando ¢ = 0 nao
existem passageiros na paragem. Supondo que T segue uma distribuicao ex-
ponencial com intensidade Ao, calcule o nimero médio de pessoas na paragem
no instante 7.

Exercicio 27. Suponha que N; e N5 sao processos de Poisson independentes
com intensidades \; e Ao, respectivamente. Mostre que N;+ Ny é um processo
de Poisson com intensidade Ay + As.

4.7 Processo de Poisson composto

Dado um processo de Poisson N(¢) com intensidade A > 0 e uma sucessao
(Xn)n>1 de variaveis aleatorias iid, e independentes do processo N(t), desig-
namos por Z(t) o processo de Poisson composto definido por

N (1)
Z(t) =) X,
n=1

Exemplo 4.7.1.

1. Em teoria do risco, N(t) representa o numero de sinistros observados
até ao instante ¢, X, a indemnizagdo do n-ésimo sinistro, e Z(t) a
indemnizacgao agregada até ao instante t.

2. Outro exemplo, em matematica financeira, usa o processo de Poisson
composto para descrever a evolucao do preco de um activo financeiro.
Suponhamos que transagoes de um certo activo ocorrem segundo um
processo de Poisson com intensidade A\ > 0. A varidvel X, representa
a variagao do preco do activo entre a kK — 1 e a k-ésima transacao.
Supomos também que as variagoes sao independentes entre si. Sob
estas condigoes, Z(t) representa a variagao total do prego do activo até
ao instante t.
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A distribuicao do processo de Poisson composto pode ser calculada ex-
plicitamente fazendo a convolucao das distribui¢oes dos incrementos do pro-
cesso (ver Exercicio . Suponhamos que as variaveis aleatérias X, sao con-
tinuas e admitem densidade de probabilidade f(x) (uma vez que sao iid).
Seja f(™(x) a densidade de probabilidade de X; + - -- + X,,, i.e.,

F(x) = fxytoix, ().

Usando o Exercicio [2] temos que

“+o00

fU@) = | @) fdy, =23,
Assim,
F"(z) =P(X; +-- + X, <)
x +oo
_ / =) s ) dyds
+0c0 z
-/ ( [ o) dz> F(y) dy
—+o00
_ / FO D (z —y)f(y)dy
Entao
N(t)
P(Z(t)<z)=P [ Xp<ua
k=1

n=0

)y A
:ZF( )(z) e A

n=0

Formulas para os momentos de primeira e segunda ordem podem ser
obtidas analogamente.

Exercicio 28. Mostre que
E(Z({t) = ut e V(Z(t) = AN+ u)t
onde u = E(X)) e v? = V(X;).
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Expressoes idénticas podem ser deduzidas quando as variaveis X,, sao
discretas. Neste caso, o integral é substituido por uma soma. Compare com
o Exercicio Bl

Exercicio 29. Considere um sistema sujeito a impactos. Em média observa-
se A impactos por unidade de tempo. Seja N(t) o ntmero de impactos
observados até instante ¢. Cada impacto provoca um estrago mensuravel X,
no sistema. Supomos que as variaveis X,, sao exponencialmente distribuidas
com intensidade g > 0. O sistema permanece em funcionamento enquanto
o estrago total nao exceder um valor critico a > 0. Usando o processo de
Poisson composto para descrever o estrago total do sistema determine:

1. A distribuicao de probabilidade do tempo de falha do sistema, i.e.,

T=min{t>1: Z(t) > a}

2. O tempo médio de funcionamento E(7T').
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Chapter 5

Processos de Markov em tempo
continuo

Seja {X(t): t > 0} um processo estocastico a tempo continuo com espago de
estados £ = {0,1,2,3...}.
Definigao 5.0.1. Dizemos que {X(¢): t > 0} é um processo (ou cadeia)
de Markov a tempo continuo sse

P(X(t+s> :le(S) = Z7X<3n) = in"->X<SO) = ZO)

— P(X(t+5) = j|X(s) = )

paratodot >0,s> s, > --->s >0ej,1,1,,...,5 € E.
Exemplo 5.0.1. Uma classe especial de processos de Markov sao os pro-
cessos com incrementos estacionarios e independentes. Suponhamos que

X (0) = 0. O processo X (t) tem incrementos estacionarios e indepen-
dentes sse

1. X(t) — X(s) gX(t—s) para t > s;
2. As variaveis aleatorias sao independentes
X(ty) — X(tn-1),...,X(t1) — X(to)
para quaisquer tg < t; < --- < t,.

Um processo com incrementos estacionarios e independentes tem uma ex-
pressao simples para a evolucao da média e da covariancia do processo. Se-
jam m(t) = E(X(t)) e c(s,t) = Cov(X(s),X(t)). Entadl existem p € R e
o > 0 tal que
m(t) =ut e c(s,t) =c*min{s,t}.
!Prova-se usando o lemma de Cauchy. Ver https://en.wikipedia.org/wiki/
Cauchy’%27s_functional_equation
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O processo de Markov é homogéneo se as probabilidades de transi¢gao
nao dependerem de s, ou seja,

P(X(t +s) = j|X(s) = 1) = P(X(t) = j|X(0) = 7).
Neste curso tratamos apenas dos processos homogéneos. Define-se

pi;(t) = P(X(t) = j|X(0) = 0).

pi;(0) = {O’ L#

1, i=j

E claro que

As equagoes de Chapman-Kolmogorov podem ser obtidas de forma equiva-
lente ao caso discreto (cadeias de Markov).

Proposicao 5.0.2 (Equagoes de Chapman-Kolmogorov).
pig(t+8) = pir(t)pes(s).
keE

Demonstracgao. Exercicio. O

Suponhamos que as probabilidade de transicao p;;(t) sao funcoes bem
comportadas, ou seja, que podemos tomar o limite

. opig(t)
i = lim =2 :
= Mgy, A

No caso em que o limite existe designamos por ¢; ; a intensidade do salto
de i para j. Note-se que ¢;; = pj ;(0). Da igualdade,

pii(t) =1— Zpi,j(t>a
i
segue que
. pia(t) =1
¢i; = lim L = - Z%’,j-

t—0t t —
JFi

Note-se que ¢;; = p;;(0). A matriz formada pelas intensidades dos saltos ¢
conhecida por matriz de intensidades do processo,

Q= (Qi,j)i,jeE.

Uma matriz de intensidades ) tem a soma das linhas igual a zero e as
entradas da diagonal sempre nao-positivas.
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Veremos de seguida que é possivel construir um processo de Markov a
partir de uma matriz de intensidades. Mais, a matriz de intensidades es-
pecifica a lei de probabilidade do processo, ou seja, é possivel determinar a
distribuicao de probabilidade do processo a partir da matriz de intensidades.
Antes de prosseguir, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.0.3. O processo de Poisson tem incrementos estacionarios e
independentes, logo ¢ um processo de Markov. Por outro lado, das equacgoes
que caracterizam o processo

P(N(t+h) — N(t) =1) = Ah+ o(h)
P(N(t+h) — N(t) =0) =1— A+ o(h)
obtemos
1—=X+o(t), j=1i
pij(t) = < At + o(t), j=1i+1
0, caso contrario
Assim,
-\, =1
Gij = 4 A, j=1i+1
0, caso contrario

com matriz de intensidades

A A 0 0
0 =X A 0
Q=0 0o —x A

Exemplo 5.0.4. Os Processos de Nascimento e Morte sao processos de
Markov a tempo continuo que generalizam os processos de Poisson, no sentido
em que sao permitidos decrementos do processo. O processo de nascimento
e morte é caracterizado por,

L. piini(t) =Nt +o(t),i=0,1,...
2 pialt) = pit+o(t), i=1,2,...
3. pii(t) =1—(Ni+p)t+o(t),i=0,1,...
1, i=j
4. p;i(t) =
pJ() {O, —y
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5. o =0, >0e N\, t; >0 parai=1,2,...

E facil verificar que o processo tem a seguinte matriz de intensidades

—Xo Ao 0 0
o =M+ ) A1 0

Q = 0 J75) —(>\2 + ,UQ) )\2

Exemplo 5.0.5. O Processo de Ramificagao modela a evolugao de uma
populacao onde cada individuo nasce a uma taxa A > 0 e morre a uma taxa
> 0. Assim

Qiisr = N € Qi1 = .

Quando p = 0 obtém-se o Processo de Yule.

Exemplo 5.0.6. Numa fila de espera do tipo (M/M/s) com s servidores

temos
i, 0<1<s
Gii+1 = A e Gii—1 = .
Sp, 1>S8

onde \ é a taxa de chegada de novos clientes a fila e 1 a taxa de servigo de
cada servidor. Filas de espera serao tratadas com maior detalhe na seccao
5.5l

5.1 Construcao do Processo de Markov

Dada uma matriz de intensidades () vamos de seguida construir um processo
de Markov X (¢) com intensidades Q. Seja

Ai = Z Qi

i#]

a intensidade com que o processo deixa o estado ¢ € E. Vamos supor que
0 < \; < o0. Define-se .
1,7 . .
T%J )\z ) t 7£ Js
que corresponde & "probabilidade" do processo entrar em j uma vez que saiu
de 7. Quando A\; = 0 entao o processo é constante no estado ¢ e definimos
ri; = 1. Usando as probabilidades 7;; definimos uma cadeia de Markov
(Y)n>0 com matriz de transicdo R = (r;;). As variaveis Y, representarao
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a m-ésima ocorréncia do processo de Markov. Sejam 7g, 71, 7o, ... varidveis
aleatorias iid com distribui¢ao exponencial de parametro 1 e

o Tn—1
)\Yn—l

T, e Wo=T\+---+T,, n=1,2,...

Convenientemente definimos W, = 0. Finalmente, definimos o processo de

Markov como
X(t)=Y,, W,<t<W,.

Os tempos T, sao independentes e tém distribuicao exponencial de parametro
Ay, _,. Correspondem aos tempos entre ocorréncias com intensidade Ay, , de
transitar do estado Y,,_; para o estado Y,,. Os tempos W,, sdo os tempos de
espera até ocorrer Y.

Esta construgao do processo fornece um algoritmo para simular um pro-
cesso de Markov a partir da matriz de intensidades Q).

5.2 Equagoes Regressivas/Progressivas de Kol-
mogorov

A partir da matriz () podemos determinar a distribuicao do processo de
Markov. Iremos de seguida deduzir umas equacoes diferenciais que rela-
cionam as probabilidades de transigao p; ;(t). Usando a equagao de Chapman-
Kolmogorov,

Pos(t 1) = pis(t) = 3 pas(Wpn(t) = pis()
- Zpi,k(h)pk;j (t) + (pz,z(h) - 1)]?1'7]' (t)
ki

Dividindo todos os termos por h e tomando o limite obtemos as equagoes
regressivas de Kolmogorov,

Pig(t) =D dinprs(t) = Aipi (1),
ki

uma vez que

. pi,i(h) —1 . . pz‘,k(h) _ _

Podemos escrever as equacoes regressivas de Kolmogorov em forma matricial,
P'(t) = QP(t),
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onde P(t) = (p;;(t))ijer ¢ a matriz das probabilidades de transicdo. A
equagao diferencial tem de ser resolvida usando a condicional inicial P(0) = I,

ou seja,
1, 1=y
pi;(0) = {

0, i#]

A solucao da equacao é dada a partir da matriz exponencial

n!

P(t) _ etQ déf io: (tQ)n

Note-se que L¢'? = Qe'?. Uma forma de calcular a matriz exponencial é
diagonalizando a matriz Q. Se a matriz Q for diagonalizavel? entdo existe
uma matriz invertivel U, formada pelos vectores proprios de @, tal que

A=U"QU

¢ uma matriz diagonal, ou seja, todas as entradas fora da diagonal sao zero.
Suponhamos que ay, as, . .. sdo os elementos da diagonal de A. Entdo e'® é

a matriz diagonal com elementos e®?, et . .. Assim,

el = UetrU.

Na dedugao das equagoes regressivas de Kolmogorov partimos o intervalo
[0, t+h] da forma [0, h]U[h, t+h]. Usando a parti¢ao [0, t|U[t, t+h] e repetindo
a deducao obtém-se as equagoes progressivas de Kolmogorov,

(1) =Y pik(t)ae; — Ajpis(t),
py

que reescritas na formal matricial,

Note-se que

P(1)Q = QP(1).

Exemplo 5.2.1 (Processo de nascimento). Suponhamos que o processo de
nascimento comega em zero, i.e., X(0) = 0. Definimos

Pu(t) == P(X(t) = n]X(0) = 0)

2Um condicdo suficiente para ) ser diagonalizavel é ter os seus valores préprios todos
distintos.
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Note-se que
1, n=0

p”(o):{o n>0

Escrevendo as equagoes progressivas para o processo de nascimento obtemos
o0 seguinte sistema para calcular p,(t),

pB(t) = —)\opo(t)
Ph(t) = =Aapn(t) + Mc1pnoi(t), n>1

Da primeira equagao obtém-se

Do (t) — e—)\ot

As restantes equagoes podem ser resolvidas recursivamente, ou seja, sabendo
Pn—1(t), podemos calcular p, () integrando a equagao diferencial usando, por
exemplo, o método de variacao dos parametros. Obtém-se assim,

t
pa(t) = )\n_le_’\"t/ 6)‘"Spn_1(8) ds, n=12,...
0

Para que a solugao (p,(t))n>0 obtida seja uma distribuigdo de probabilidade
é necessario que

STpat)=1 e pat)20,¥n>0.
n=0

A segunda condicgao é trivialmente satisfeita. No entanto, pode-se demonstrar
que a primeira condicao é satisfeita se e so se

o
1
25, =
n=0""
ou seja, é necessario um tempo médio infinito para que a populacao seja
infinita.

Quando as intensidades A, sao todas distintas, entao podemos escrever
expressoes relativamente simples para as probabilidades p,(t),

n n 1
pn<t>=Ao--~An_1Z< 11 A._Ak>e‘“ﬁ n=12...

k=0 \j=0,j#k "7
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Em particular,

1 1
t) = A —Aot —A1t
) o(—Al_Aoe Fe )

1 e Mot 4 1 et

(A1 = Ao) (A2 = o) (Ao = A1) (A2 — A1)
L)

Ao = A2) (A1 — Ag)

Exemplo 5.2.2 (Processo de Markov com 2 estados). Considere um processo

de Markov com estados {0, 1} e matriz de intensidade

@- < " —A)
onde A, u > 0. As equacgoes regressivas de Kolmogorov sao,
(p{),o(t) p&,l(t)> _ (—A u) (po,o(t) po,l(t))
pll,O(t) Pﬁ,l(t) poo—=A pl,o(t) p1,1(t)
Como p;1 = 1 — p;p vamos determinar primeiro p;o. As equagoes para p;
sao0

pa(t) = Ao (

i

Po,o(t) = Ap10(t) — Apoo(t)
pﬁ,o(t) = ppo,o(t) — pp1,0(t)
Fazendo a diferenca obtém-se a seguinte equagao diferencial linear,

d

7 (Poo(t) = pro(t) = —(A+ 1) (poo(t) — p1o(t)),

com condigao inicial pg(0) — p10(0) =1 —0 = 1. Logo,
Poo(t) — pro(t) = e” O,

Como pjo(t) = —Ae” 1! segue que

e~ A+t

! (Ap)t % A
t)y=1-— e~ ATt — +
Poo(t) /0 A+ A+p

De forma anéloga determinam-se as restantes probabilidades de transicao.

Assim
B A o=t A A (Mt
}Kt):: Ap Ap A A+
w b_o=Omt A i o~

Ap At



Note-se que a distribuicao limite
. o PR
o = {

nao depende do estado de partida i.

5.3 Distribuicao estacionaria

Dada uma distribuigao inicial 7(0) para X (0), a distribui¢ao m(¢) de X(¢) é
obtida da seguinte forma,

7(t) = w(0)P(t).

Um caso especial é quando 7(t) é constante e independente de ¢t. Nesse caso
7(t) = w(0) para todo t > 0. Este facto motiva a seguinte defini¢do (compare
com as cadeias de Markov).

Definigao 5.3.1. Uma distribuigao 7 ¢ estacionaria sse mP(t) = 7 para todo
t > 0.

Se um processo de Markov admite uma distribuicao estacionaria 7 , entao
0 processo é estacionario com distribuicao inicial 7.

Lemma 5.3.1. m é uma distribuicao estaciondria sse 7@} = 0.

Demonstragao. Se mP(t) = w, entao

0= iﬂ'P(t) =7P'(t) =7P(t)Q = 7Q.

dt
Por outro lado, se () = 0, entao
d
Eﬂp(t) =7P'(t) =7QP(t) = 0.
Logo, mP(t) ¢ constante para todo ¢t > 0. Em particular, 7P(t) = 7P(0) =
. [l

De seguida vamos relacionar a distribuicao estacionéria com a distribuigao
limite do processo.

Definicao 5.3.2. Um processo de Markov ¢ irredutivel se para todo i, €
E existe uma sequéncia de estados ¢ = kg, k1, ..., k, = J tal que

qkm_17km > O, m = 1,...,7/1,.
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Teorema 5.3.2. Se o processo de Markov € irredutivel e admite uma dis-
tribuicao estaciondria w, entao

mj = lim pi ().

Demonstracao. Ver na bibliografia. [

Exemplo 5.3.3. Considere o seguinte modelo simplificado para prever o

tempo numa regiao. O processo é composto por trés estados 0 = sol, 1 =
nublado e 2 = chuva. Sabe-se que

1. Permanece sol durante um periodo de 3 dias até ficar nublado;

2. Permanece nublado durante um periodo de 4 dias até comecar a chover;

3. Apods 1 dia de chuva regressa o sol.

A matriz de intensidades do processo é

~1/3 1/3 0
Q= o —1/4 1/4
1 0 -1

Para determinar a distribuigao estacionaria vamos resolver o sistema 7¢) = 0,
ou seja,

__ =0
37T1 + 73

1 1

§7T1 — Z’/TQ = 0
L 0
—To — Ty =
4 2 3

Usando m; + w5 + 3 = 1 determinamos a solucao

311
T=\(=-,=,=].
828

Como o processo ¢ irredutivel (todos os estados comunicam entre si), sabemos
que

. 3
lim p;o(t) = <.

t—o00 8
Ou seja, a longo prazo, 3 em cada 8 dias vao ser dias de sol.
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Exemplo 5.3.4. Considere um processo de nascimento e morte com paramet-
ros A\, > 0 e pu, > 0. Recorde que a matriz de intensidades,

—Xo Ao 0 0
pr - —(Ar A+ ) A1 0

Q= 0 2 —(Aa 4+ p2) A

Vamos determinar as distribui¢oes estacionarias do processo, i.e., 7Q) = 0.
Temos de resolver o sistema

—)\071'0 + T = 0
An—1Tp—1 — ()\n + ﬂ'n)ﬂ-n + Un+1Tn41 = 0, n=12...

Definimos 6 =1 ¢

Usando indugao mostramos que
T, = 0,70
De facto, o caso n = 0 verifica-se. Supondo a hipdtese de inducao temos que

()\n + ,un)ﬂ-n - )\n—lﬂ-n—l

Tn4+1 =
Hn+1
()\n + ,un)en - )\nflenfl
= ’ﬂ‘o
Hn+1
Anbn nbn — A_10,—
_ o + 2 1 17T0
Hn+1 Hn+1

= 9n+1770

uma vez que fin10n11 = Ap0,. Assim,

1= iﬂ'n = WOiQn
n=0 n=0

Desta equacgao determinamos 7y e consequentemente m,. Logo, supondo que

D b, < o0 (5.3.1)
n=0
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o processo de nascimento e morte tem uma tunica distribui¢ao estacionéria

dada por,
On
Tn = <o TLZO,]_,Q,...
Zn:O 0"
Segue do Teorema [5.3.2) que sob a condigao (5.3.1), a distribui¢do esta-

cionéria é a distribui¢ao limite do processo.

Exemplo 5.3.5. O processo de nascimento e morte pode ser usado para
descrever o crescimento linear de uma populac¢ao X (¢) sujeita com imigragao,

Ap=nA+a e [, =np

onde a > 0 é uma taxa de imigracao constante. Suponhamos que A < u, ou
seja, que a intensidade de nascimento per capita é menor que a intensidade
de morte. Nestas condigoes o processo tem uma distribuicao estacionaria.
Calculamos,

9 :a(a+)\)---(a+(n—1))\)
" prn!

_ (ﬁ)n (a/N(a/A+1)---(a/A+ (n—1))
M n!

— Coz+n—1 (é) "
" I

onde a = a/A. Assinf}

e () - (5)
o=z (G) = (5

n=0

uma vez que \/p < 1. Portanto,

e () ()
ft I

Usando a distribui¢ao estacionaria, podemos calcular o valor médio (no lim-
ite) da populagao,

a

lim B(X(1)) = Z%mrn =

=X\

(1—2z) = Z cotn=lgn |z <1

n=0
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5.4 Exercicios

Exercicio 30. Considere o crescimento linear com imigragao do Exem-
plo [5.3.5l Mostre que o valor médio (no limite) da populagdo é a/(u — \)
quando A < .

Exercicio 31. Seja (Y;,),>0 uma cadeia de Markov com estados {0,1} e

matriz de transicao
P = ( 0 1) , a>0.
l—a «

Considere um processo de Poisson N(¢) com parametro A\ > 0. Mostre que
X(t) = Yo

¢ um processo de nascimento e morte com dois estados {0, 1}. Determine os
parametros do processo A\ e pq em fungao de a e A.

Exercicio 32. Considere um processo X (t) de nascimento (sem morte) com
parametros A\ = 1, Ay = 3 e Ay = 2. Supondo que X(0) = 0, determine
P(X(t) =j) para j =0,1,2.

Exercicio 33. Considere um processo de nascimento e morte com paramet-
ros A\, = A e pu, = pun paran =0,1,2,.... Verifique que as probabilidades

(Ap)ie=» 1—eH

po,j(t) = 7 , onde p=

satisfazem as equagoes progressivas de Kolmogorov (i = 0).

Exercicio 34. Um camiao viaja entre Lisboa, Castelo Branco e Porto com
a seguinte matriz de intensidades (numero de viagens por més)

—4 2 2
Q=3 -4 1
5 0 -5

Determine:

1. A fracc@o de tempo (a longo prazo) que o camiao permanece em cada
cidade.

2. O namero médio de viagens por ano de Castelo Branco para Lisboa.

Exercicio 35. Seja X (t) um processo de nascimento e morte com estados
{0,1,..., N} e parametros \,, = «(N —n) e u, = fn onde «, f > 0. Deter-
mine a distribuicao estacionéaria.
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Exercicio 36. Uma fabrica tem 2 méquinas e um técnico responsavel pela
sua manutencao. Suponha que cada maquina trabalha durante um tempo
médio de 12 dias até necessitar de manutencgao e o técnico demora em média
2 dias para realizar a respectiva manutengao.

1. Supondo que a intensidade de avaria é proporcional ao ntmero de
méaquinas em funcionamento, use um processo de nascimento e morte
para modelar o nimero de maquinas em activo. Determine a matriz de
intensidades que caracteriza o processo.

2. Sabendo que poo(t) = 2%6_% + é—ge_% + 5 calcule as probabilidades

de transicao pyo(t) e pao(t) do processo.
3. Determine a distribuicao estacionaria.

4. Qual é frac¢do de tempo (longo prazo) de funcionamento simultaneo
das maquinas.

5.5 Filas de Espera

Uma fila de espera consiste num sistema em que clientes chegam aleatoria-
mente e esperam para ser servidos. Uma fila de espera é caracterizada por:

e Um processo de chegada
e Uma distribuicao do tempo de servigo
e Disciplina de servigo: ntimero de servidores e politica de servigo.

Iremos considerar filas de espera onde o processo de chegada é o processo de
Poisson, os tempos de servigo sao distribuidos exponencialmente, e a politica
de servigo ¢ first in first out (FIFO).

Eis algumas medidas (assimptoticas) que sao importantes no estudo de
uma fila de espera:

e a distribuicao limite do ntimero de clientes na fila
e taxa de utilizacao dos servidores
e comprimento médio do niumero de pessoas no sistema e em fila de espera

e tempo médio de espera até ser servido
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Usaremos a notagao de Kendall para designar um tipo de fila de espera
A/B/s

onde A representa o tipo de distribuicao dos tempos entre chegadas, B o
tempo de servigo de cada servidor, e s o nimero de servidores existentes no
sistema. Usualmente, A e B sao do tipo

e (&, distribuigao geral
e M distribui¢ao sem memoria
e [, de Erlang, distribuicao gamma de ordem k£

De seguida iremos estudar as filas de espera
M/M/s

onde os tempos entre chegada/servico sdo exponencialmente distribuidos.
Seja X (t) o namero de clientes no sistema no instante ¢, i.e., o nimero de
clientes em fila de espera mais o niimero de clientes a serem servidos. Nao
¢ dificil verificar que {X(¢): ¢ > 0} é um processo de nascimento e morte.
Vejamos o caso s = 1.

Fila de Espera M/M/1

Numa fila de espera do tipo M/M/1 temos um processo de nascimento e
morte com parametros,
A=A € l,=p

onde \ é a intensidade de chegadas (o numero médio de clientes que chegam
a fila de espera por unidade de tempo) e p a intensidade de servigo (o nimero
médio de clientes que cada servidor consegue servir por unidade de tempo).
Queremos calcular a distribuicao limite

= lim P(X(t) =n), n=0,1,2,...

t—o00

Como o processo ¢ irredutivel, basta calcular a distribuicao estacionéria do
processo (ver Exemplo |5.3.4]). Temos que

A\ > A\ >
en:<—> e S 0,=47 =k
® n=0 >\<’u

p=A?

Seja



a intensidade de trafego no sistema. Portanto, se p < 1 entao o sistema
tem uma tunica distribuicao estacionaria dada por

Tn

)
= ———=(1—-p)p", n>0.
S, (1=p)p >
Note-se que 7, é a distribuicao geométrica onde p é a probabilidade do in-
sucesso. A probabilidade de uma pessoa ser servida imediatamente quando
chega a fila de espera é,
T =1—p,

ou seja, 1 — p representa a taxa de desocupagao do servidor, ou a proporcao
de tempo em que o servidor se encontra inactivo. Usando a distribui¢ao
estacionaria podemos calcular o niimero médio de pessoas no sistema

N P
L—gnﬂn =

Note-se que L cresce de forma ilimitada & medida que p se aproxima se 1.
De forma analoga, podemos calcular o nimero médio de pessoas em fila de
espera (excepto aquela que se encontra a ser servida),

Lo = Z(n— )m, = p

1—p

2

n=1

Para determinar o tempo médio de espera definimos a variavel aleatéria T’
que representa o tempo de espera de uma pessoa para sair do sistema e
a variavel aleatoria T}, que é o tempo de espera T' de uma pessoa dado que
existem n pessoas no sistema a frente desta. Note-se que T, é a soma de n+1
variaveis aleatorias independentes com distribuicao exponencial de parametro
w. Portanto, T, tem distribui¢do gama com parametros n + 1 e u. Assim,

[e.e]

P(T <t)=)» P(T, <t)m,
n=0
> t n+1,.mo—ps
— Z </0 B re ] ds) (1—p)p"
n=0 ’
t oo
_ s N (A2)"
—,u(l—p)/o et ;;Tds
t

st [
0

— 1 — eu=Mt
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Logo, T tem distribui¢ao exponencial de parametro u — A. Assim, o tempo
médio de espera (desde que entra até que sai) de uma pessoa no sistema é

W= B(T) = .

Verificamos que

L=\W

conhecida como a equacao fundamental das filas de espera. Se excluirmos
o tempo de servigo, entao podemos calcular de forma analoga o tempo médio
de espera W, de uma pessoa na fila de espera. Também se verifica a equacao
fundamental,

Lo = A\Wj.

Fila de Espera M/M/s

No caso geral, uma fila de espera com s servidores pode ser estudado usando
um processo de nascimento e morte com parametros,

A=A € =

Y

nw, n=0,12...,s—1
Sy, m=>S8

onde p é a intensidade de servico individual de cada servidor. Portanto, a
intensidade de servico pu, ¢ igual a intensidade agregada dos servidores em
funcionamento. Como temos s servidores,

fn, = min{n, sy, n >0.

No caso geral, definimos

e verifica-se que

Assim

Portanto, supondo que

81



concluimos que o sistema tem uma tnica distribuicao estacionaria,
T = 0,m9, n >0,

onde
s—1

—1
_ (5P 5"
7TO_(S!l—p—FZn!p) '

n=0

Usando a distribui¢ao estacionéaria podemos calcular as seguintes medidas de
desempenho do sistema:

L=\W
1
W =W, + -
0
N e S
LO_;(H 8)%_8!(1—/))2%
L
W():TO

5.6 Exercicios

Exercicio 37. Clientes chegam a uma mercearia com uma intensidade de 5
por hora. O empregado demora em média 10 minutos a atender cada cliente.
Determine a probabilidade de encontrar, a longo prazo, 2 ou mais clientes na
mercearia.

Exercicio 38. Para uma fila de espera M/M/1 faga o grafico a taxa de
utilizagao do servidor 1 — my e do nimero médio L de pessoas no sistema
como funcoes da intensidade de trafego p < 1.

Exercicio 39. Um supermercado dispoe de duas caixas de checkout. Uma
caixa tem um operador e a outra é automatica. A caixa com operador tem
um tempo médio de servico de 30 segundos, enquanto que a caixa automéatica
tem um tempo médio de servigo de 50 segundos. Supondo que os clientes
chegam as caixas com uma intensidade de 1 cliente por minuto, compare os
comprimentos das filas de espera das duas caixas.

Exercicio 40. Considere uma fila de espera M /M /2. Determine o tempo
médio de espera W quando A = 2 e u = 1.2. Compare com o tempo médio
de espera numa fila M/M/1 com A =1 e p = 1.2. Explique a diferenca dos
tempos de espera.
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Exercicio 41. Suponha que clientes chegam a uma reparticao das finangas
seguindo um processo de Poisson com intensidade de 5 clientes por hora. A
reparticao tem um tnico funcionario que demora, em média, 10 minutos a
atender cada cliente. Quando o niimero de clientes na reparticao excede um
certo naumero N o funcionario encerra a reparticao. Determine o menor N
tal que, a longo prazo, a probabilidade de o funcionario encerrar a reparticao
nao exceda 0.01.
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Chapter 6

Martingalas

O termo Marginala tem as suas origens nos jogos de apostas e descreve o
conceito de jogo honesto. As martingalas encontram aplicagoes em diversas
areas, nomeadamente em matematica financeira, na modelacao de activos
financeiros.

Defini¢ao 6.0.1. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,,),>1 ¢ uma mar-
tingala se

1. X, é integravel, ou seja, E(|X,|) < oo Vn > 1.
2. Para todon > 1,

E(Xn-i-l‘Xl = xla'-->Xn = ka;) = Tn-

Da definic¢ao de esperanca condicional obtemos as seguintes propriedades.
Proposicao 6.0.1.

1. Uma martingala tem valor esperado constante, i.e.,

E(X,) = E(X)), Vn>1.

2. Se k <n, entao

E(Xn|X1 = T1y... ,Xk = fk) = Tk.-

Demonstragao. Faremos apenas a demonstragao da primeira propriedade
no caso particular em que a martingala X, é continua e qualquer vector de
probabilidade do processo admite uma densidade de probabilidade conjunta.
Nao faremos a prova da segunda propriedade. Esta usa a propriedade da
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torre da esperanca condicional que nao foi abordada neste curso. Segue da
lei de probabilidade total que

E(Xoi) = / E(Xnaa| Xy = 21se e, X = ) s, (@) da

onde & = (x1,...,2,) e de = dx;---dzx,. Pela definicdo de martingala
obtemos,

E(X,1) = /n Tnfx,,..x,(x)dr = / Tofx, (x,) dz, = E(X,).

R

Portanto, F(X,) = F(X;) para todo n > 1. O

Exemplo 6.0.2 (Passeio aleatorio). Sejam &, &y, ... variaveis aleatorias in-
dependentes, E(&,|) < oo e E(&,) = 0 para todo n > 1. A soma

Xn:€1+§2+"'+€n7

¢ uma martingala. De facto, a primeira condi¢ao da definicao de martingala
é facil verificar usando a desigualdade triangular e a aditividade da esperanca
condicional. Relativamente a segunda condigao temos que,

E(XnJrl‘Xl = L1y - 7Xn = xn) = E(€n+1 +Xn’Xl =T, -- aXn = ajn)
= E(£n+1) —|— E(Xn|X1 =T1y... ,Xn = [En)

:(L‘n

Exemplo 6.0.3. Sejam 1, &, . . . varidveis aleatorias independentes, E(&,|) <
oo e E(&,) =1 para todo n > 1. O produto

Xy = H€k7
k=1

¢ uma martingala.

No jogo da moeda, dois jogadores atiram uma moeda perfeita ao ar e
observam o resultado. Se sair coroa, o primeiro jogador da 1 euro ao segundo
jogador. Se sair cara, o segundo jogador da 1 euro ao primeiro jogador. Os
jogadores continuam a jogar fazendo sucessivos lancamentos da moeda. Ao
fim do n-ésimo langamento, ganho total do primeiro jogador é,

Xn:£1++€n;
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onde &, sao variaveis aleatorias iid que tomam valores 1 com igual proba-
bilidade (& = 1 se sair cara, e £ = —1 se sair coroa no i-ésimo langamento).
Concluimos do Exemplo que X, é uma martingala. O jogo da moeda
perfeita ¢ um exemplo de um jogo justo, ou seja, que perante a informagao
acumulada até ao n-ésimo lancamento, espera-se que no lancamento seguinte
o ganho total nao se altere.

Nem todos os jogos sao justos, no sentido em que podem existir jogos
mais favoraveis que outros. Um exemplo de um jogo favoravel seria o do
lancamento de dois dados em que o apostador ganharia se a soma dos dados
fosse maior ou igual a 6.

Definigao 6.0.2. Uma sucessao de variaveis aleatorias (X,,),>1 é uma sub-
martingala se

1. X, ¢ integravel, ou seja, E(|X,|) < oo Vn > 1.
2. Para todon > 1,

E(Xn+1|X1 =T1,... 7Xn = .’L‘k) 2 Tp-
Portanto, uma submartingala representa um jogo favorédvel. Invertendo a
desigualdade na defini¢ao anterior, temos a definicio de supermartingala
que representa um jogo desfavoravel.

6.1 Estratégias

Considere um jogo de apostas em que em cada jogada é possivel apostar uma
certa quantidade que pode ou nao perder com certa probabilidade. Ou seja,
considere uma sucessao de variaveis aleatorias (&,),>1 tais que E(|&,]) < oo
representam o valor que pode ganhar ou perder em cada jogada. Se as suas
apostas em cada jogada sao igual & unidade entao o ganho total no final de
n jogadas é

Xp=&+ - +&.

Suponhamos que decide em cada jogada alterar a sua aposta com base nas
jogadas anteriores. Ou seja, na jogada n faz uma aposta «,, que é uma fungao
dos ganhos anteriores (X, ..., X, ;). E conveniente definir a; = 1, uma vez
que nao é possivel fazer uma aposta "informada" logo na primeira jogada. A
sucessao das apostas (o, ),>1 ¢ chamada uma estratégia relativa a (X,,)n>1.
Entao o ganho total até a n-ésima jogada usando uma estratégia é dado por,

Zn:()élfl—f—"'—f—()énfn.
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Numa situagao real, as apostas «,, terao de ser funcoes limitadas, uma vez que
nenhum jogador pode dispor de fundos ilimitados. Portanto, consideraremos
apenas estratégias limitadas, i.e., a fun¢do a,(zy,...,x,_1) é limitada
para todo n > 1.

Note-se que dada uma sucessao (X,,),>1 de variaveis aleatorias, podemos
sempre decompor X, como uma soma de incrementos, X, = & + --- + &,
onde & = X — X1 para k > 2 e & = X,. Portanto, a discussao anterior
aplica-se a qualquer sucessao de variaveis aleatérias integréveis.

A seguinte proposicao demonstra que é impossivel através de uma estraté-
gia limitada alterar um jogo a nosso favor.

Proposicao 6.1.1. Se X,, é uma martingala e (a,)n>1 € uma estratégia
limitada relativa a X,,, entao (Z,)n>1 € uma martingala.

Demonstragao. Seja C, = maxi<k<n |an|. Note-se que C, < oo por
hipotese. Entao,

E(1Zy]) = E(lan&y + -+ + ankal) < G ) E(G]) < o0.
i=1

Verifiquemos agora a segunda condi¢ao na definicao de martingala. Em
primeiro lugar, note-se que

E(Zn+1|Zl = Rl ey Zn = Zn) = E(Zn + Oén+1£n+1’21 = 1y ey Zn = Zn)
=2p+ E(an+l£n+l’21 = Rly--y Zn = Zn>'

Uma vez que o,y é funcao de (Zy,...,7,) podemos retirar para fora da
esperanca condicional. Por outro lado,

E(Sn—l—llZI = Z1,.- -,Zn = Zn) = E(Xn—H — Xn|Zl = 21, .7Zn = Zn) = O

e portanto
E(an+1§n+1|Zl = 21y, Zn = Zn) = 0

Logo, E(Zps1|Zh = 21, .., Zp = 2n) = Zn. O

Exemplo 6.1.2 (A estratégia da martingala). Considere novamente o jogo
do langamento de uma moeda perfeita. O ganho acumulado é dado por

Xy =&t

onde &1, &, ... sao variaveis aleatorias iid tais que &, = +1 com igual proba-

bilidade.
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A martingala é um tipo de estratégia usada nos jogos de apostas que
teve origem em Franca no século XVIII. A estratégia consiste em cada jogada
duplicar a aposta anterior caso o resultado tenha sido desfavoravel. Ou seja,

2n_1 — :'--:n_:—l
an:{ se &1 =& Sn—1 C n>2

0 caso contrario
com «; = 1. Portanto, ao fim de n jogadas temos um ganho acumulado
Zn:a1§1+"'+an£na

Segue da proposicao anterior que Z,, é uma martingala. Das propriedades da
martigala temos que

E(Z,) =E(Z) =0, VYn>1.

Considere agora o menor n tal que o resultado da n-ésima jogada foi favoréavel,
ou seja, a variavel aleatoria

T=min{n e N: §, =1} .

Note-se que o acontecimento {T = n} € F,,. Dizemos que 7 é um tempo de
paragem. Usando o tempo de paragem podemos escrever o ganho acumu-

lado,

—1-2—... =2n!
7z - sen<7"
1 sen>T

Um vez que P(7 < 00) =1 temos que Z, = 1. Logo

E(Z)=1.
Por outro lado,
. n—2 —1—2"!
E(Z.—)=) (-1—...=2 )P(T:n):22—n:—oo.
n=2 n=2

Ou seja, um jogador pode ir acumulando pequenos ganhos ao longo do tempo
dando a ilusao de que a sua estratégia é ganhadora. No entanto, a possi-
bilidade remota de ter um prejuizo catastrofico contrabalanca esses ganhos
e pode levar o jogador a faléncia rapidamente. Portanto, a estratégia da
martingala é apenas bem sucedida se o jogador dispoe de recursos e tempo
ilimitados.
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6.2 Tempos de paragem

Motivados pelo exemplo anterior, fazemos a seguinte definicao.

Defini¢ao 6.2.1. Um tempo de paragem relativo a uma sucessao (X, ),>1

de variaveis aleatorias é uma variavel aleatoria 7 : 2 — NU {oco} definida,
7 =min{n > 1: X, € B}

onde B C R é um Boreliano de R (por exemplo um intervalo).

E também usual chamar-se 7 um tempo de primeira entrada de X,
em B. Dado um tempo de paragem 7 podemos definimos

[e.e]
XT = ZXn * X{r=n} -
n=1
que designamos por X,, no momento exacto do tempo de paragem.
Definimos também uma nova sucessao,
YT {Xn sen<rT

b
" X, sen>T

que representa a sucessao (X,),>1 parada no instante 7. Por exemplo,
se T = 3 entao

X{— = Xl, X2T = XQ, Xg = Xg, XZ = X3, etc.

Vimos na secgao anterior que nao é possivel através de uma estratégia
limitada alterar um jogo justo a nosso favor. A seguinte proposi¢cao mostra
um resultado semelhante no contexto dos tempos de paragem.

Proposicao 6.2.1. Seja X,, uma martingala e 7 um tempo de paragem rel-
ativo a X,,. Entao X, € uma martingala.

Demonstracao. Seja

1 sen<r
oy, = .
0 sen>rT

Note-se que a,, = 0 se X} € B para algum k < n, e a,, = 1 caso contrario.
Portanto, «, é uma func¢do do vector (Xi,...,X,_1). Claramente, «, ¢é
limitada, portanto é uma estratégia limitada relativa a X,,. Assim,

Zn =&+ -+ anéy

onde & = X; e & = X, — Xi_1 para k£ > 2 é uma martingala pela
Proposicao [6.1.1] No entanto, é facil verificar que Z,, = X7. Logo X é
uma martingala. O]
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6.3 Teorema de paragem opcional

Vimos na secgao anterior que se X, é uma martingala e 7 um tempo de
paragem entao X, ¢ também uma martingala. Adicionalmente,

E(X;) = E(X,) = E(Xy),

uma vez que martingalas tém valor esperado constante. No entanto, se con-
siderarmos X,, no momento exacto do tempo de paragem, i.e., X,, entao
nem sempre F(X,) = E(X;). Como exemplo veja-se o caso da estratégia
de martingala (ver Exemplo . O teorema de paragem opcional estab-
elece condigoes suficientes para que a propriedade da martingala se estenda
a tempos de paragem, i.e.,

E(X,)=E(Xy).
Antes de enunciar o teorema, necessitamos de uma defini¢ao técnica.

Definigao 6.3.1. Uma sucessdo de variaveis aleatorias (Y},),>1 diz-se uni-
formemente integravel sse existir uma funcao integravel g : Q — [0, o]
tal que |Y,| < g para todon =1,2,....

Estamos em condi¢oes de enunciar o teorema.

Teorema 6.3.1 (da paragem opcional de Doob). Seja (X,,),>1 uma martin-
gala e T um tempo de paragem. Se P(T < 00) =1 e (X])n>1 € uniformemente
integravel entao

Ou seja, nao é possivel alterar um jogo a nosso favor usando uma estraté-
gia de paragem que satisfaga as condigoes do teorema. Antes de comentarmos
acerca das condigoes do teorema vejamos a sua demonstragao.

Demonstragao. Uma vez que P(T < c0) = 1 segue que

lim X) =X,, P-q.c.

n—oo

Logo, segue do Teorema da convergéncia dominada que

E(X,) = lim BE(X7) = lim E(X,) = BE(X)).

n—o0 n—o0

O

Das duas condigoes do teorema da paragem opcional a mais dificil de
verificar ¢ X uniformemente integréavel. Contudo existem alguns casos em
que podemos verificar essa condicao com facilidade.
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Proposigao 6.3.2. A martingala (X])n>1 € uniformemente integrdvel se
alguma das sequintes condigoes se verificar:

1. X,, toma um niumero finito de wvalores, i.e., o conjunto dos estados é
finito.

2. A sucessio (X])p>1 € limitada, ou seja, existe um M > 0 tal que
|XT| < M para todon > 1.

3. O tempo de paragem € limitado, i.e., P(T < k) =1 para algum k > 1.
Demonstracao.

1. Trivial, uma vez que |X,| é majorado pelo maior dos seus estados.

2. Segue directamente da Defini¢ao [6.3.1]

3. Se 7 < k P-q.c. entao
| X7 < max {| Xq|,...,| Xk} -

Logo, X, é uniformemente integravel.

]

Exemplo 6.3.3 (O jogo da ruina). Retomemos o jogo do langamento de uma
moeda perfeita. Sejam &1, &, . . . variaveis aleatorias iid tais que &, = £+1 com
igual probabilidade. Entao o passeio aleatorio,

Xp=&+...t&,
¢ uma martingala. Considere-se o tempo de paragem,
7 =min{n € N: X,, € {—a,b}},

onde 0 < a,b. Ou seja, o jogo termina quando o jogador obtiver um prejuizo
de a euros ou um lucro de b euros. Desejamos calcular a probabilidade
pa = P(X, = —a), isto é, a probabilidade de o jogador acabar o jogo com
um prejuizo de a euros em vez de um lucro de b euros.

Suponhamos que as condigoes de aplicabilidade do teorema da paragem
opcional se verificam,

o P(rT<o0)=1

e X7 é uniformemente integravel
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Entéao, do teorema da paragem opcional segue que F(X,) = E(X;) = 0. Por
outro lado,
0=FE(X;)=—ap, +b(1 —p,).

Logo,
b
b+a’
Portanto, se o jogador tiver a euros e estiver disposto jogar enquanto nao os
perder, entao a probabilidade de ruina é,

Pa =

=1.

li = li
ot T N b+ a

Verifiquemos agora as condi¢oes do teorema.

e Uma vez que X € [—a,b] logo X7 é uma sucessao limitada, portanto
uniformemente integravel.

e Demonstremos P(7 < oo) = 1. O jogo da ruina pode ser visto como
uma cadeia de Markov no espago de estados S = {—a,...,b} onde os
estados —a e b sao absorventes, os restantes transientes e probabilidades
de transicao P, ;41 = P,;-1 = 1/2 com i € S\ {—a,b}. Neste contexto,
T € o tempo de primeira entrada no conjunto fechado {—a,b}. Assim,
P(r < o0) & a probabilidade de absor¢ao de partindo do estado 0 a
cadeia ser absorvida em {—a,b}. Podemos calcular esta probabilidade
resolvendo o sistema da Proposicao |3.9.3 Deixa-se como exercicio.

Proposicao 6.3.4 (Equacao de Wald). Seja X,, uma sucessao de varidveis
aleatorias iid com E(|X,|) < M para algum M > 0 e T um tempo de paragem
relativo a X, tal que P(T < 00) =1 e E(1) < 0o. Entao

E(i Xi) = pB(r
i=1

onde = E(X,,) para todon =1,2,....

Demonstragao. Seja Z, = Y.» X; — nu. B facil ver que Z, ¢ uma
martingala (Exercicio . Para aplicarmos o teorema da paragem opcional
temos de verificar que Z] ¢ uniformemente integravel. Este facto nao ¢
trivial (a menos que X, esteja nas condigoes da Proposigao e portanto
omitimos a prova. Aplicando o teorema temos que

0= ZX —7h) ZX
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Exemplo 6.3.5. Seja X, Xy, ... varidveis aleatorias iid tais que X,, € {0,1}
e a = P(X,, = 1). Forme-se a soma,

Sn=X14 -+ X,,
e considere-se o tempo de paragem,
7w =min{n € N: S, =k} .
Uma vez que P(1, < o0) = 1 temos pela equagao de Wald que
k= FE(S;)=aFE ().
Logo, E(y)

_a‘

Exemplo 6.3.6. Retomando o jogo da ruina (Exemplo , desejamos
calcular E(7). A equacao de Wald nao ajuda uma vez que E(X,) = 0
e p = 0. No entanto se considerarmos uma nova sucessao 7, = X2 —n é
possivel calcular E(7). Note-se que Z,, ¢ uma martingala (Exercicio [44)), logo
Z7 é também uma martingala. Assim, pelo teorema da paragem opcional

0=E(Z)=E(Z)=EX*-71).

Portanto,
E(Xf) = E(7).

Mas como, E(X?) = a2 + b*(1 — 2-) = ab, logo,
E(r) =ab.

O teorema da paragem opcional tem uma versao no caso das supermartin-
galas (submartingalas).

Teorema 6.3.7. Seja (X,,),>1 uma supermartingala (submartingala) e T um
tempo de paragem. Se P(T < 00) =1 e (X]),>1 € uniformemente integravel

entio E(X,) < E(X1) (E(X,) > E(X1)).

6.4 Convergéncia de martingalas
O resultado que se segue estabelece a convergéncia de uma martingala com

probabilidade 1 desde que a sucessdao E(|X,|) seja limitada. A sua demon-
stracao pode ser consultada num dos livros da bibliografia recomendada.
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Teorema 6.4.1. Seja X,, uma martingala. Se existe um M > 0 tal que
E(|X,]) < M para todo n > 1, entao existe uma varidvel aleatoria X,
integravel tal que
Xo=1lmX,, P—q.c
n—oo
Como corolario tem-se o seguinte resultado.

Corolario 6.4.2. Se X,, é uma martingala nao-negativa, i.e., X, > 0, entao
existe uma varidvel aleatoria X tal que

Xeo=1lmX,, P—q.c

n—oo

Demonstragao. Uma vez que X,, é nao-negativa tem-se
E(|X,|) = E(X,) = FE(X;y), Vn>1.

O resultado segue do teorema anterior. O

Exemplo 6.4.3. Considere novamente o passeio aleatoério,
X, =&+ +&,,

onde &, é uma sucessao de variaveis aleatorias iid tais que &, = £1 com igual
probabilidade. Suponha que o jogador dispoe de crédito limitado, a euros, e
s0 decide abandonar o jogo quando o seu prejuizo atingir esse limite,

T=min{n >1:X, = —a} .

Vejamos que P(7 < oco) = 1 usando o teorema da convergéncia das martin-
galas. Em primeiro lugar, a martingala X, + a é nao-negativa. Logo, segue
do corolario anterior que

X;=lim X] =—a, P—q.c.

n—o0

Uma vez que
| X1 — Xo| = [§na| =1, Vn2>1
entao 7 é finito P-q.c., caso contrario a sucessao X, nao seria convergente
P-q.c. para —a.
Conclui-se assim que com probabilidade 1, o jogador serd obrigado a
abandonar o jogo ao fim de um ntmero finito de jogadas.
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Exemplo 6.4.4. Sejam X, X,,... varidveis aleatorias iid tais que X, €
{0,2} com igual probabilidade. Uma vez que E(X,,) = 1 entao

n
Zn =[] X:
i=1
é uma martingala. Como Z,, > 0 entao aplicando o corolario anterior tem-se

Jo = lim Z,, P —q.c.

n—o0

De facto, Z,, = 0, P-q.c.

6.5 Exercicios

Exercicio 42. Mostre que a sucessao definida no Exemplo [6.0.3| é uma mar-
tingala.

Exercicio 43. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias iid e E(|.X,,|) <
oo para todo n > 1. Mostre que

Ly = zn:Xk — N
k=1

¢ uma martingala, onde u = E(X7).

Exercicio 44. Considere o passeio aleatério X,, = & + --- + &, onde a
sucessao (&,),>1 € iid e P(¢, = £1) = % Mostre que

2
Z, =X, —n
¢ uma martingala.

Exercicio 45. Seja X,, = & + ...+ &, o passeio aleatorio com (&,),>1 iid,
&, = £1 com igual probabilidade. Mostre que

Zp = (—1)" cos(nX,,)
¢ uma martingala.
Exercicio 46. Seja Xo=0¢e
Xp=Xpa1+& -1, n=12,...

onde (&,)n>1 ¢ uma sucessao de varidveis aleatorias iid que tém uma dis-
tribuicao de Poisson com valor esperado p > 0. Determine os valores de
i para os quais a sucessao (X,),>1 ¢ uma martingala, submartingala ou
supermartingala.
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Exercicio 47. Mostre que P(7 < c0) = 1 no jogo da ruina.

Exercicio 48. Sejam (&,),>1 variaveis aleatorias iid tais que &, = £1 com
probabilidade P(§, = 1) = p e P(§, = —1) = q onde p # q. Considere o
passeio aleatorio,

Xp=&+...+&,

e o tempo de paragem
7=min{n >1: X, € {—a,b}},
onde a,b > 0. Mostre que:
1. A sucessao Z, = (q/p)*" é¢ uma martingala.

2.
1—(q/p)~°

(¢/p)® — (q/p)~

Exercicio 49. Seja X,, = & + ... + &, o passeio aleatério onde (,),>1 sao
iid tais que &, = +1 com igual probabilidade. Supondo que k£ € N:

P(X,=b) =

1. Mostre que Z,, = (—1)" cos(m(X,, + k)) é uma martingala.
2. Calcule E((—1)7) onde 7 é o tempo de paragem

7=min{n >1:|X,| =k} .

Exercicio 50. Sejam X7, Xy, ... variaveis aleatorias iid tais que X,, € {—1,1}
para todo n =1,2,.... Considere o tempo de paragem

T=min{n>1: X;+---+ X, =1}.
Determine E(7).

Exercicio 51 (dificil). Seja (X,),>1 uma sucessao de varidveis aleatorias e
7 um tempo de paragem relativo a X,, tal que para algum k& € N e algum
€ >0,

Pir<n+k|Xi=z1,....,X,=2,) >¢, Vn>1

Mostre que P(7 < o0) = 1.
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Chapter 7

Movimento Browniano

O movimento Browniano (ou processo de Wiener) é um processo estocés-
tico usado para descrever o movimento descrito por uma particula imersa
num liquido quando esta colide com as moléculas do liquido. O movimento
Browniano é amplamente utilizado em matematica financeira.

Defini¢ao 7.0.1. Um processo estocéstico a tempo continuo {B(t) : t € [0, 00|}
¢ um movimento Browniano se:

1. B(0) =0,

2. tem incrementos independentes, i.e., para quaisquer 0 < ty < t; <
--- < t, as variaveis aleatorias

B(t1) — Bl(to), ..., B(ty) — B(tn-1)
sao independentes.

3. tem incrementos estacionarios e normalmente distribuidos, i.e., para
quaisquer t, h > 0 o incremento B(t+h)— B(t) tem distribui¢ao normal
com média 0 e variancia h.

4. as trajectorias t — B(t) sao continuas P-q.c.

Dado z € R, designamos por B,(t) = x + B(t) o movimento Browniano
com inicio em x. Note-se que a lei de probabilidade de B,(t) ¢ a mesma de
B(t).

Proposicao 7.0.1.
1. E(B(t)=0
2. V(B(t)) =t
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3. Cov(B(t), B(s)) = min{t, s}
Demonstragao. Exercicio. O]

Definimos,
W(t) =2+ ut + oB(t).

Segue da proposi¢ao anterior que
EW@W)=z+ut e V(W(t)) =0t

Os parametros p e o sao denominados por drift e difusao, respectivamente.
Ao processo estocastico W (t) chamamos o processo de Wiener com paramet-
ros (z, i, o).

A proposicao seguinte mostra como é possivel determinar a lei de proba-
bilidade do movimento Browniano.

Proposigao 7.0.2. Seja fi,
(B(t1),...,B(ty)). Entao

+, a densidade de probabilidade conjunta de

-----

ftl ..... tn($1, S ,l"n) = ftl(xl)ftz—tl(x2 - fl) T ftn—tn_l(xn - In—1)>

I a2
€T) = e 2t
@) Vert
¢ a densidade de probabilidade de B(t).

Demonstracao. Escrevemos
(B(t1), B(t2),...,B(t,)) = (U1, U1 + Uy, ..., Uy + Uy + --- + Uy,)

onde U; sao incrementos, i.e., U; = B(t;) — B(t;—1) com i =1,...,n ety =0.
Segue da defini¢ao do movimento Browniano que U; tem distribuigao normal
de média 0 e variancia t; — t;_;. Como os incrementos sao independentes, a

densidade de probabilidade de (Uy,...,U,) é
fU1 ..... Un (uh oo aun) = ftl (U'l)ftg—tl (u2> e ftn—tn71 (un)a

onde fi(x) é a densidade da normal (média 0 e variancia t). Seja F'(xq,...,x,)
a fungao de distribui¢do do vector (B(t1), B(tz), ..., B(t,)). Entéo

F(xy,...,2,) =P(B(t1) < 21,B(t2) < z9,...,B(t,) < )
zP(Ul§I1,U1—|—U2ng,...,Ul—l-----i—Unan)

- /thl (ul)ft2—t1 (UQ) T ftn—tn_l(un) duldUQ <o dun
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onde a regiao de integracao é
R = {(ul,...,un) c R": Ul §x1,u1+u2 SLEQ,...,U1+"‘+Un SSEn}

Fazendo a mudanca de variavel v = uq, v9 = uy + usg, etc, v, = uy +-- -+ u,
obtemos

Flxy, ... x,) = /_i e /_Z frr (V1) framty (V2 = v1) =+ fr oty (U — V1) do

onde dv = dvy - - - dv,,. O

7.1 Propriedades

O movimento Browniano tem a propriedade de invariancia de escala.

Proposigao 7.1.1. Seja a # 0. O processo estocdstico

X(t) = L B(a®)

a

¢ um movimento Brouwniano.

Demonstragao. A continuidade das realizac¢ao é 6bvia e também X (0) =
0. A independéncia dos incrementos também segue directamente da definigao.
Resta calcular a distribui¢ao do incremento. Seja t > s. Entao

X(t) - X(s) = ~(B(a2t) — B(a%s)).

a

Sabemos que B(a*t) — B(a%s) tem distribui¢ao normal com média 0 e var-
iancia a*(t — s). Portanto, X (t) — X (s) tem distribui¢ao normal com média
0 e variancia t — s. ]

O movimento Browniano também tem a propriedade de inversao do tempo.

Proposicao 7.1.2. O processo estocdstico

X(t) = 0, t=20
tB(1/t), t>0

¢ um movimento Browniano.
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Demonstracao. E claro que X (0) = 0 e os incrementos sdo independentes.
A continuidade das realizacoes é Obvia para t > 0. O caso t = 0 requer
algum cuidado (procurar na bibliografia). Vamos calcular a distribuigao do
incremento. Dado £ > s > 0 temos

X(s)— X(t) =sB(1/s) —tB(1/t)
=sB(1/s) —tB(1/t) — sB(1/t) + sB(1/t)
= s(B(1/s) = B(1/t)) + (s — t)B(1/t)
Uma vez que os incrementos B(1/t) e B(1/s) — B(1/t) sao independentes

e normalmente distribuidos, concluimos que X (t) — X (s) também tem dis-
tribuicao normal com média 0 e variancia,

V(X(t) = X(s) = s’V(B(1/s) — B(1/1)) + (s — t)°V(B(1/t))
1
t

]

Como corolério da proposigao anterior obtemos a lei dos grandes niimeros
para o movimento Browniano.

Proposicao 7.1.3. Se B(t) é um movimento Browniano, entdo

B
lim ﬁ =0, P—gq.c
t—+oco ¢
Demonstragao. Considere o movimento Browniano X (t¢) da proposi¢ao
anterior. Entao
X(t tB(1/t
im X0 g B B = BO) = 0.

t—+oco ¢ t—+o00 t t—+00

]

Este resultado diz que a ordem do crescimento do movimento Browniano
B(t) é inferior ao crescimento linear. De facto, existe um resultado mais
preciso que indica exactamente a ordem do crescimento. Esse resultado é
conhecido pela lei do logaritmo iterado e diz que

lim sup B(#)

Sl S
t—+oo V2tloglogt

A proposicao seguinte demonstra como as trajectorias do movimento
Browniano podem ser muito irregulares (apesar de continuas).
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Proposicao 7.1.4. Quase certamente, o movimento Browniano nao € mondtono
em qualquer intervalo [a, b].

Demonstragao. Considere um intervalo [a, b] e uma parti¢ao desse inter-
valo,
a=aqyp<a; < < a@p1<a,=~>b

Se o movimento Browniano é mondtono em [a, b], entdo todos os incrementos
B(a;) — B(a;—1) tém o mesmo sinal (positivo ou negativo). Como os incre-
mento sao independentes, o evento que consiste em todos os incrementos
terem o mesmo sinal tem probabilidade 2 x 2%, uma vez que ha duas escolhas
possiveis para o sinal e n incrementos no total. Tomando n — oo, obtemos
que a probabilidade do movimento Browniano ser monotono em [a, b] é igual
a zero. O mesmo ¢é verdade para qualquer intervalo com extremos racionais.
Assim, a probabilidade do movimento Browniano ser mon6tono em qualquer
intervalo com extremidades racionais é zero (uma vez que a uniao numeravel
de eventos com probabilidade zero também tem probabilidade zero). Como
qualquer intervalo contém um intervalo com extremidades racionais, temos

demonstrada a proposigao. O

De facto, apesar do movimento Browniano ter trajectérias continuas, es-
tas tém um comportamento bastante irregular, ao ponto de nao serem sequer
diferenciéveis.

Teorema 7.1.5. Quase certamente, o movimento Browniano nao € diferen-
cidvel em menhum ponto. De facto,
B(t+ h) — B(t) B(t+ h) — B(t)

lim inf = —00 ou limsu = +00

7.2 Exercicios
Exercicio 52. Mostre que
Cov(W(t),W(s)) = o*min{t, s},
onde W (t) é o processo de Wiener com parametros (z, i, o).

Exercicio 53. Seja B(t) um movimento Browniano. Mostre que
E(eB(t)) — 675/2

para todo ¢t > 0.
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Exercicio 54. Seja {X(¢): t > 0} um processo estocastico a tempo continuo
que tem as seguintes propriedades:

1. X(0)=0
2. trajectorias continuas P-q.c.

3. para quaisquer 0 < t; < --- < t,, o vector aleatorio (X (t),..., X (t,))
tem funcao de densidade de probabilidade conjunta,

Jo (@) fro—ey (T2 — 1) - for—to_y (T — Tn1)

onde . ,
) = 6_% ,
ft( ) \/%

¢ a funcao de densidade da distribuicao normal.

Mostre que X (t) é um movimento Browniano.

Exercicio 55. Seja B(t) um movimento Browniano. Mostre que dados 0 <
s <t e A Boreliano de R entao,

P(B(t) € A|B(s) = 7) = / fosly — 2)dy.

2
onde fi(x) = ﬁeﬁ.

Exercicio 56. Seja B(t) um movimento Browniano e considere instantes
0 < t; <ty < t3. Determine a distribui¢ao de probabilidade das varidveis:

1. B(t1) + B(ts)

2. B(t1) + B(ty) + B(ts)
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