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Algumas ideias iniciais

Alguns graficos de fungdes reais de varidvel real tendem a assemelhar-se localmente a uma reta.
Tomemos o exemplo da fungdo f definida no intervalo [—1;1] por f(x) = v/ 1 —x2, cujo gréfico
é uma semi-circunferéncia % centrada na origem e de raio r = 1. Na figura 1.1 representimos %

bem como o ponto A (%, 4) € ¢. Na figura 1.2 encontram-se representados os pontos de ¢ com
49, 511

abcissa pertencente ao intervalo ] 100> 760

Figura 1.1: y = 1 —x2

Figura 1.2: y = V1 —x2, {05 <x < 35
Se vivéssemos em % e nao nos afastissemos muito do ponto A facilmente seriamos levados a
pensar que o nosso mundo era uma reta! Um equivoco andlogo foi bem real: apesar dos sdbios do
primeiro periodo da Escola de Alexandria (século III A.C.) terem ja determinado que a Terra teria
uma forma esférica, a ideia de uma Terra plana predominou durante milénios nos meios menos
cultos, uma vez que também uma superficie esférica se assemelha localmente a um plano.

Note-se que nem todos os gréaficos possuem esta caracteristica de se confundirem localmente

oY

R ° D
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“
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Capitulo 1. Retas tangentes

com retas. Se tomarmos o grafico da funcao valor absoluto, dificilmente conseguiremos ver uma

qualquer vizinhanga do ponto A(0;0) como uma reta...

Figura13: y=|x|, -5<x<5

Figura 1.4: y = |x|, — {5 <x < 105

Regressemos ao exemplo inicial e representemos, numa mesma figura, a semi-circunferéncia €
bem como a reta com que % se assemelha numa vizinhanga de A, a que chamaremos, ainda sem

grande rigor, <reta tangente a ¢’ no ponto A>:

08
06
04

02

06 08 1 12 12 16 18 2

Figura 1.5: Reta tangente a % no ponto A

Colocam-se agora varias questdes: como podemos definir de forma adequada a reta tangente ao
grafico de uma fung¢ao num ponto? Em que condi¢des uma tal reta existe? Quando é o caso, havera
uma forma prética e simples de a obter, pelo menos para uma familia de fungdes razoavelmente

numerosa?

1.2

Retas tangentes ao grdfico de uma fungdo

Consideremos uma fun¢do f e um ponto a do respetivo dominio. Vamos definir a reta tangente
ao gréfico de f no ponto A(a; f(a)) como aquela que - de entre todas as retas que passam por A -
melhor aproxima localmente o grafico de f, como se representa na figura seguinte:
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reta tangente

14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02/ 04/ 06 [ 08 1 12 14 15 18 2 22

Figura 1.6: Reta tangente ao grafico de f no ponto A

Mais concretamente,

Definicao 1.2.1: Reta tangente

Seja f uma funcdo e @ um ponto nao isolado do respetivo dominio.
A reta r de equag@o y = T'(x) diz-se <tangente ao grafico de f no ponto A(a; f(a))>se A € ¢
e se, para toda a fungdo afim R tal que R(a) = f(a), existir uma vizinhanga ¥, de a tal que

Vx € %aND, |f(x) =T (x)| < |f(x) = R(x)].

Uma primeira consequéncia desta defini¢do € a seguinte: se f for afim numa vizinhanca de a, entdo
a (linica) reta tangente ao grafico de f no ponto A(a; f(a)) é a reta que coincide com o grafico de f
nessa mesma vizinhanca.

O resultado seguinte garante a unicidade da reta tangente:

Proposicdo 1.2.1 Seja f uma fungdo de dominio D e a um ponto ndo isolado do respetivo dominio.
Entdo, existe no maximo uma reta tangente ao grafico de f no ponto A(a; f(a)).

Prova. Suponhamos a existéncia de duas retas tangentes t| e tr, de equagdes, respetivamente,
y=Tix)ey=Tx). o
2

Pela definicdo de reta tangente, existem vizinhangas %(1) eV, tais que

vxe 70D, |f(x) ~ Ti(x)] < |f(x) — To(x)]

e e 72 0D, [£(x) = Bo()| < |f(x) ~ Ti(x)].
Assim, na vizinhangca ¥, = %(1) N ”//a(z), tem-se
Vx € %,ND,|f(x) —Ti(x)| = | f(x) — Ta(x)],

ou seja, para todo o x € V;ND,

() = B0V 1) = 5 (T () + To(0).

Se existirem dois pontos distintos de V;N\D em que Ty e T, coincidem, entdo, tratando-se de

fungoes afins, Ty = Ty, o0 que termina a prova. Caso contrdrio, tem-se f(x) = 3(T;(x) + T»(x))
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exceto eventualmente num ponto (distinto do ponto a). Esta igualdade é entdo vdlida numa
vizinhanga de a, f é afim numa vizinhanga de a (enquanto combinacdo linear de funcdes afins) e,
tal como vimos, f = Ty = T, nessa vizinhanga.

Estudemos agora o delicado problema da existéncia da reta tangente. Para o efeito, consideremos
um ponto x do dominio de f e a reta r, que passa pelos pontos A(a; f(a)) e M(x; f(x)) do grifico
de f. O declive desta reta é dado por

f) = f(@)

X—a

y =

Quando x tende para a, a reta r, tende, num certo sentido vago, para a reta ¢, tangente ao grafico de
f no ponto A. E pois razodvel pensar-se que o declive de ¢t € dado pelo limite lim m,.
X—a

Figura 1.7: Reta tangente enquanto limite de retas secantes

A proposi¢do seguinte garante que esta intuicdo esta correta, fornecendo também uma condi¢ao
necessdria e suficiente para a existéncia da reta tangente.

Proposicdo 1.2.2 Seja f uma fun¢do e a um ponto de respetivo dominio D. O grafico de f admite
uma reta tangente no ponto A(a; f(a)) se e s6 se o limite

mzlimM

x—a xXxX—a
existir e for finito. Nesse caso, a reta tangente tem por equagao
y=fla)+m(x—a),

isto é, trata-se da reta de declive m que passa por A.

Prova. Comecemos por supor que existe m = lim M eR.
x—a xX—a

Seja entdo T : x — f(a)+m(x —a) e R uma qualquer fun¢do afim tal que R(a) = f(a). Trata-se
de mostrar a existéncia de uma vizinhanc¢a ¥, de a tal que

Vx e 7anD, |f(x) =T(x)| < |f(x) = R(x)|.
Sendo m’ o declive da reta de equacdo y = R(x), esta condi¢do é equivalente a

Vx € 7aND, |f(x) - fa) —m(x—a)| < |f(x) = f(a) —m'(x—a)|
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ou ainda, dividindo a desigualdade por |x —a|, a

e %0\ fa), [ Z1E) ) D=1
xX—a xX—a
A existéncia de uma tal vizinhanga é imediata por definigdo de limite.

No sentido inverso, suponhamos que y = f(a) +m(x — a) é a equagdo da reta tangente ao grdfico
de f no ponto A(a; f(a))

Seja € > 0 e consideremos, uma vez mais, a reta de equagdo y = f(a) +m'(x — a), onde o declive
m' serd fixado um pouco mais tarde. Existe entdo uma vizinhanca ¥, de a tal que

VXE%HD\ML.ﬂ@—f@knglﬂﬂiﬁw)_w'

X—a X

Elevando esta desigualdade ao quadrado, obtém-se que

_sz(x))ciz(a) + 2 <-2 /f(xx:i:(a) +m/27
ou ainda que
2(m'—m)M < (m'—m)(m' +m).

xX—a
Tomando m' = m + 2&, resulta a existéncia de uma vizinhanga %(1) tal que Vx € %(1) ND\
{a}, LMD < g,

Da mesma forma, escolhendo m' = m — €, obtém-se a existéncia de uma segunda vizinhanga %(2)
com Vx € 1, ND\{a}, % —m> —¢.

Finalmente, considerando ¥, = %(1) N ”//a(z),

Vx e ¥,ND\{a}, fia—m <E,

o que conclui a prova.

Derivada de uma fun¢cdo num ponto

Dada uma func¢do f e dois pontos a,x do respetivo dominio, o declive da reta que passa pelos pontos
Ala; f(a)) e B(x; f(x)) é dado por
_ S = fla)

Y x—a
Esta quantidade mede o incremento médio de f, entre a e x, sendo por vezes designada por <taxa
média de variacdo de f entre a e x>.

Alguns exemplos:
e Se colocarmos em movimento um ponto material no instante ¢ = 0 e designarmos por d(¢) a

d(r) —d(a)
t

por segundo entre os instantes a e ¢, a chamada <<Velocidgde média>.

e A corrente elétrica caracteriza-se por um movimento de cargas elétricas (eletrdes) ao longo de
um fio condutor. Denotando por ¢(7) a quantidade de carga que atravessou uma dada sec¢ido
do fio a partir do instante inicial # = 0, d4-se o nome de <intensidade média de corrente> a

q(t) —q(a)
t—a

por unidade de tempo que atravessou a seccao.

distancia total que percorreu passados ¢ segundos, ¢ a distancia média percorrida

taxa média de variacdo . Este quociente representa a quantidade média de carga
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e Sendo C(n) o custo de producdo das n primeiras unidades de um dado produto, a taxa média
C(n) —C(a)
J—a
entre a (a+ 1)"™ e a n®'™ produzidas.
Tal como vimos, na situag@o (e apenas na situacéio) em que o grafico de f admite uma reta tangente
no ponto A(a; f(a)), o limite

de variagdo representa o custo médio de producgdo de cada uma das unidades

. fx)—fla
L @) - f(a)

X—a X—d
existe e € finito, definindo-se assim uma <taxa de variacdo instantdnea> ou <taxa de aumento> de f
no ponto a. Trata-se da nocao central do célculo diferencial e serve de defini¢do para numerosas
grandezas fundamentais em Fisica, em Engenharia ou em Economia:

Seja f uma funcio de dominio D C R e a € D. Define-se a «derivada de f no ponto a> por

f(x) — fla)

a

f'(a) :=lim

x—a X

)

quando este limite existe e € finito.
A funcdo f diz-se entdo <diferencidvel no ponto a>.

Observacao 1.3.1. Utilizando a mudanga de varidvel h = x — a no limite acima obtém-se uma
definicdo equivalente para a derivada de f no ponto a:

1oy i Slath) = fla)
f(a)—hmT.

h—0

Retomando os exemplos anteriores, define-se a <velocidade instantdnea> no instante a por

v(a):=d'(a) = limM.

t—a r—a

Ao olharmos para o painel de um automével, € esta a informacio que recebemos em cada instante
sobre a velocidade do veiculo. Da mesma forma, a <intensidade da corrente elétrica> € definida por

i(t) = ¢ (a) = lim 1) =9(@).

t—a t—a

Em Economia, as taxas de variacdo instantaneas estdo essencialmente ligadas a <marginalidade>,
conceito a que voltaremos um pouco mais tarde.

Tendo em conta a Proposicao 1.2.2, temos o seguinte resultado imediato:

Teorema 1.3.1: Diferenciabilidade e reta tangente

Seja f uma funcdo e @ um ponto do respetivo dominio.
O gréfico de f admite uma reta tangente no ponto A(a; f(a)) se e s6 se f for diferencidvel
em a. Nesse caso, a equacao reduzida da reta tangente é

y=fla)+f'(a)(x—a).
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A diferenciabilidade traduz a ideia de o grafico de f poder ser localmente aproximado por uma reta.
E pois natural que uma fung¢do diferencidvel num dado ponto seja também continua:

Teorema 1.3.2: Diferenciabilidade e continuidade

Seja f uma fungdo de dominio D C R e a um ponto de D. Se f for diferenciavel em a entdo
f € continua em a.

Prova. Seja x € D. Tem-se

Passando ao limite,

lim f(x) = f(a) +0 x f'(a) = f(a),

xX—a

pelo que, por definicdo, f é continua em a.

Aplicacao 1: Marginalidade

Seja C : x — C(x) a fungdo <custo de producdo=: C(xo) representa o custo de produgio de
xo unidades de um determinado produto. O custo de produgio da (xq -+ 1)*™ unidade é
portanto dado por
C(xo+1) —C(xo).

Em certos contextos , a varidvel x € a partida um nimero inteiro (imaginemos por exemplo
que x representa o nimero de ldmpadas produzidas numa dada fabrica). Contudo, mesmo
nessas situacdes - nomeadamente para grandes volumes de producdo (x > 1) - € util
considerar modelos continuos. Nesse caso, utilizaremos a seguinte defini¢do:

Defini¢ao Se C for diferencidvel em x( define-se o «<custo marginal MC(xg)> por

C(X() —|—h) —C()C())
A .

MC()CQ) = CI(X()) = %1_%

Observe-se que, para xo > 1,

C(xo+1)—C(xo)
1
interpretando-se assim o custo marginal como o custo de producao de uma unidade adicional.

MC(xp) = C'(x) = =C(xo+1) —C(xo),

Nas aplicag¢des a Economia, a nog¢ao de marginalidade fica assim intimamente ligada a de
derivada, definindo-se também, por exemplo, a <receita marginal> ou o <lucro marginal>.
Estas quantidades representam respetivamente uma aproximagao da receita e do lucro
obtidos com a venda de uma unidade de producao suplementar:

Definicao Seja R(x) e L(x) a receita e o lucro obtidos, respetivamente, com a venda de x
unidades de um determinado produto. Se R for diferencidvel em x, define-se a <receita
marginal> por
R(X() + h) = R(JC())

? .
Da mesma forma, se L for diferencidvel em xg, o <lucro marginal> é dado por

ML(xo) = L'(x0) = lim Lixo ”2 —Lixo)

MR(xp) := R (xp) = %13(1)
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Exercicios do Capitulo 1

Exercicio 1.4.1 Estude a existéncia de reta tangente ao gréafico das seguintes fungdes nos pontos
indicados, e, caso exista, determine a respetiva equagao reduzida:

(@) f(x)=sin (%) no ponto (0; £(0))
(b) g(x) = e** no ponto (0;g(0))

(¢) h(x) =15—x| no ponto (5;A(5))
(d) i(x) = v/x2 no ponto (0;i(0))

(e) f(x)=5—4xno ponto (1;£(1));
(f) g(x) =x*>—2no ponto (2;g(2));

(
(g) h(x) =+/xno ponto (0;4(0)).
2x

o0s(x)

Exercicio 1.4.2 Considere a fungdo v definida em R pela expressio

(h) i(x) = . no ponto (0;i(0)).

v(x) = x> —4x.
Determine as coordenadas do ponto P, sabendo que pertence ao grafico de v, e que a equagdo

reduzida da reta tangente a v nesse ponto € y = 12x —40.
Exercicio 1.4.3 Mostre que a reta tangente ao grafico da funcéo definida por
1(x) =x° —x* —8x+12,
no ponto de abcissa 2, é uma reta horizontal.
Exercicio 1.4.4 Considere a funcio f definida em R pela expressdo f(x) = v/2x.
(a) Calcule a taxa média de variacdo de f entre x =2 e x = 8.
(b) Calcule a taxa de variacdo instantanea de f no ponto x = 2.

(c) Explicite a equacdo da reta tangente ao gréfico de f no ponto de coordenadas (2; f(2)).

Exercicio 1.4.5 Estude a diferenciabilidade das seguintes fung¢des, nos pontos indicados:

e —2 sex#0
(a) g(x) = , no ponto x = 0;
—1 sex=20

4452
-1
¢ sex#1
_ xX—
(b) hix) = ,no ponto x = 1;
0 sex=1
);Sinfzcj sex#0
() i(x) =

, no ponto x = 0;
0 sex=0
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1
xzsin(f) sex#0
d) ¢(x) = g
d) ¢ ,no ponto x = 0;
0 sex=0

(e) O(x) = |x*—3x

,nos pontos x =1 e x = 3.






2.1

Definicdo e primeiros exemplos

Dada uma fungéo f : D C R — R diferencidvel num ponto a € D, utilizdmos a nota¢do f’(a) para
+h)—

referir o limite lim flath) - f(a)

h—0 h

designaremos de agora em diante por <func¢do derivada de f>:

. Ficou assim definida implicitamente uma nova fungdo f’, que

Definicao 2.1.1: Funcao derivada

Sejaf:DCR—Re
Dy ={xeD: fédiferencidvel em x } C D.

Define-se entdo a <fungio derivada de f>> por

f :xeDy— fl(x) =lim
h—0

fO+h) = f(x)
- :

Exemplo 2.1.1 Consideremos a fungio f de dominio R definida por f(x) = x2. A funcdo f’ pode
entdo ser definida em R por f’(x) = 2x. De facto, para x € R,

_ 2_ .2
F) = tim TEEN =IO G RT h
h—0 h h—0 h h—0
Calculamos de seguida a derivada de algumas fung¢des usuais:

e Funcao constante f : xc R —k, ke R
De maneira imediata, para todo o x € R,

oy e Jxth) —flx) 0
f(x)_illl—% h h—0 h
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e Funcao monomial f : xe R—x",neN
Para x € R, utilizando a igualdade dita do binémio de Newton, tem-se

FOc+h) — f(x) = (x+h)" —x" = Z <Z>x”_khk X

k=0

=x"+ Z <Z>x"khk —x"=nx"h+ Z <:)x"khk
k=2

k=1
1 iy (1 kpk—2
=nx"""h+h X

Assim,

ooy e SR —fx) nt N (M kg k2 ) e
f(x)—hli%h—;lllir(l)<nx —i—h/;(k)x h )—nx .

1
e Funcio inversa f : x ¢ R\ {0} — —
x

1 —h
o 1 1

y — 1 X+h — L x(x+h) — i -
Sl = lim = = im 0x(xth) 22

==

e Funcio de expoentereal f : x e R — x* a >0
Tem-se f'(x) = ox®~!, ou seja, a férmula obtida mais acima para a deriva¢io do monémio
x" pode ser estendida a poténcias reais gerais. Ver a este propdsito o ultimo exercicio desta
seccao.

e Funcao exponencial f : x e R — ¢*

eh—1
Recordemos que lim =1.
h—0
Logo, parax € R,
h) — eerh X h 1
Pl = im LEER =IO @ C
h—0 h h—0  h h—0

e Funcio seno f : x € R — sin(x)
Utilizando a igualdade trigonométrica sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b), valida para
quaisquer a,b € R, comecemos por observar que

fx+h)—f(x) _ sin(x+ h) — sin(x) _ sin(x) cos(h) —1 +cos(x) sin(h) .
h h h h
in(h
Nos capitulos anteriores provimos que llin% sm}f) =1.
—
Por outro lado,

. cos(h)—1 . 1—cos(h) . sin(h) sin(h) 0
lim————=—lim—F - — = —1 =—1x=-=0.
ok 00 cost) - Db w0k 1+ cos(h) )

Finalmente,

flix)= }111_r>r(1) (sin(x)cos(};l)_1 + cos(x) sinh(h) > = cos(x).
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e Funcio cosseno f : x € R — cos(x)
Utilizando agora a igualdade

cos(a+Db) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b), a,b <R,

f(x+h)—f(x) cos(x+h)—cos(x)
. = . = cos(x)

pelo que f'(x) = —sin(x).

cos(h)—1 .  sin(h)
— sin(x)

2.2 Regras de derivacdo elementares

O resultado seguinte permite calcular facilmente a derivada da soma, diferenga, produto e quociente
de duas fungdes f e g diferencidveis:

Teorema 2.2.1: Regras de derivacao

Sejam f e g duas funcdes diferenciaveis em a € R e k um nimero real. Entdo, as fungdes
f+eg kf,fxge J—c (se g(a) # 0) sdo diferencidveis em a e tem-se

o (f+g)(a)= f’(a) +8'(a);

o (kf) (@) =kf'(a);

* (fg) (a) =f/( ) (a)+f(a)g'(a);

(f)’ g(a) — f(a)g'(a)
g 8*(a) '
Prova.

1. Soma

(f+8)'(a) = lim (f +g><a+h}>l —(f+8)(a)

i LR = (@) | glath) —gla)
~ 1im + Jim ST = (@) + ¢/ ()

2. Produto por constante

o K lath) —kf(a) flat+h)—fa)

(kf) ( ) h—>0 h :k}lli—%T :kf/(a);
3. Produto A A
:limf(a+h)g(a+h)—f(a+h)g(a)+f(a+h) gla)— fla)g(a)
h—0 h
_ i et h)(glath) —g(a)) +(fla+h) — f(a))s(a)
h—0 h
:},ljr(‘)f(“+h)g(a+h})l g(a)+g(a>}Hof(a+h})l f(a)
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Uma vez que f € diferencidvel em a, f é igualmente continua nesse ponto. Assim, limy,_,o f(a+
h) = f(a), e
(f8)'(a) = f(a)g'(a) +g(a)f'(a).
4. Quociente
Como g'(a) # 0 e g é continua em a, g(a+ h) # 0 para h suficientemente pequeno,

<f>’(a) . (f(a—i—h) f(a)) _ i L (@t R)g(a) —gla+h)f(a)

g T h=0h gla+h) B ?a) — o gla+h)g(a)

_ i L@t h)g(a) —gla+h)f(a) —fla)g(a) +f(a)g(a)

h—0 h gla+h)g(a)
i L@t h) — f(@)g(a) — (8(a+h) — g(a)) f(a)
h=0 h gla+h)g(a)
lim [t g (a) — B E f (@) _ f(a)g(a) — fla)g'(a)
h—0 gla+h)g(a) ¢%(a) )

onde utilizdmos mais uma vez a continuidade de g em a.

Aplicacao 2: Ilustracao: formula de derivacao do produto

A procura Q = Q(p) de um determinado bem € fung¢do do respetivo preco unitério de venda
p, sendo expetdvel que Q(p) aumente quando p diminui (e vice-versa). A receita total que
se obtém ao colocar no mercado o bem a um prego p € entdo dada por

R(p) =pxQ(p).

Imaginemos agora que aumentamos em 1 u.m. o preco de venda. A receita sofre entdo dois
efeitos: o primeiro, positivo, ¢ uma consequéncia do aumento da receita gerado por cada
unidade vendida; o segundo, negativo, resulta de se venderem menos unidades.

Para analisarmos este duplo movimento, vamos decompo-lo, ainda que de forma algo
abusiva, em duas componentes independentes:

o Efeito do aumento de preco, mantendo-se a procura
A receita aumenta 1 x Q(p) u.m.;

o Efeito da diminuicao da procura, mantendo-se o preco
A receita diminui de p x (Q(p) —Q(p+1)) = —p x Q'(p).

Ao sobrepormos estes dois fendmenos, a taxa de variacdo da receita é de
R (p)=1xQ(p)—(—px Q' (p)) =P x Q(p) +px Q' (p),

o que corresponde, de facto, a férmula de derivagdo do produto que demonstraimos mais
acima.

. J

Exemplo 2.2.1 Considere-se a funcdo f definida em R por
f(x) = 4x® + xsin(x).

As fungdes g : x — 4x?> e h : x — xsin(x) sdo produto de funcdes diferencidveis em R, logo
diferencidveis em R. Sendo a funcdo f a soma destas duas fungdes, f € diferencidvel em R.

Pelo teorema anterior ,
g (x) = 4(x*) = 8x.
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Também, atendendo a férmula de derivacdo do produto,
H (x) = x'sin(x) + xsin’(x) = sin(x) +xcos(x).
Finalmente, f’(x) = g'(x) + A'(x) = 8x+ sin(x) + xcos(x).

Calculemos agora uma expressdo para a funcio derivada da funcio tangente:

Exemplo 2.2.2 Derivada da funcao tangente
sin(x)

cos(x)

Pelo teorema de derivagdo do quociente, a fun¢do tangente x — tan(x) = ¢ diferencidvel no

respetivo dominio

D:R\{x:g—i—kn’:keR}

e tem-se, para todo o x € R,

, sin’(x) cos(x) — sin(x)cos’(x)  cos?(x) + sin?(x) 1
tan’(x) = = = .
cos?(x) cos2(x) cos2(x)
Note-se também que
1 cos?(x) 4 sin®(x) sin®(x) 2
cos?(x) cos?(x) T oo (x) +tan™(x),

obtendo-se assim uma expressao equivalente para a fungdo derivada da funcdo tangente.

Aplicacao 3: Modelo continuo vs. modelo discreto

Exercicio
O custo de fabricar x unidades de um determinado produto é dado por

2
C(x) = 11000 + 600x — % wm.

(a) Calcule o custo marginal de produc¢ao no caso de serem fabricadas 1000 unidades do
produto.

(b) Compare o custo marginal obtido em a. com a diferenca no custo se forem fabricadas
1001 unidades em vez de 1000.

Resolucao
1
(a) Tem-se MC(x) = C'(x) = 600 — >%e MC(1000) = 100.

(b) Por outro lado, o custo de produgio da 1001%™2 ynidade é igual a

C(1001) — C(1000) = 99,75 w.m.

Aplicacao 4: Custo médio de producao e custo marginal

O custo médio de producdo de x unidades de um determinado bem € naturalmente dado por

Cratalon) = ——=-

Se o custo marginal MC(x) - que, como vimos, pode ser interpretado como o custo de
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produgio da (x + 1) unidade - for superior & média Cregio(X), é razodvel esperar que
£ 1 ~ < /

esta média tenda a aumentar se se aumentar um pouco a produgao, isto &, que a taxa C,, .4 (x)
seja positiva.

2 4 /
De forma andloga, se MC(x) < Cigdio () ter-se-a C/ . (x) < 0.
Recorrendo a férmula de derivagdo do quociente de duas fungdes diferencidveis, a
verificagcdo destes factos € imediata:

ou seja,
1
medio (%) = < (MC (%) — Cimedio (x)> :

pelo que a taxa C/_. .. (x) tem efetivamente o sinal da diferenga MC(x) — Cinedio (X)-

médio
Exercicio
O custo didrio de producdo de x unidades de um produto é dado por

C(x) = 230000 4 200x — 10x> 4 x° u.m.

(a) Calcule o custo médio unitario de producdo de 50 e de 100 unidades didrias.

(b) Determine o custo marginal de produgdo para produgdes de 50 e 100 unidades.

(¢) Qual o efeito no custo médio unitdrio de producdo de um pequeno aumento da
quantidade produzida a partir das 50 e das 100 unidades?

Resolucao

(a) O custo médio unitdrio de producao de x unidades é dado por

C 230000
Crgiral) = Clx) _ 230000 4200 — 10x 4 x* u.m/unidade.
X X
Assim, os custos médios unitérios de producdo de 50 e de 100 unidades, sdo, respeti-

vamente,

Cinedio(50) = 6800 u.m/unidade e Cyegio(100) = 11500 u.m/unidade.
(b) Tem-se MC(x) = C'(x) = 200 — 20x -+ 3x>. Assim,

MC(50) = 6700 u.m/unidade e MC(100) = 28200 u.m /unidade.

(¢) Um pequeno aumento da producio a partir das 50 unidades resulta numa diminui¢io
do custo médio porque o custo aumenta a uma taxa inferior ao custo médio
(MC(SO) < Cmédio(so)).

Em contrapartida, como MC(100) > Ciedio(100), um pequeno aumento da producdo
a partir das 100 unidades resulta num aumento do custo médio unitdrio de producao.
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Derivada da fun¢gdo composta

Um aspeto fundamental do célculo diferencial € o facto da composta de duas fungdes diferencidveis
ser diferencidvel, sendo relativamente simples calcular a derivada da funcdo composta a partir das
derivadas das fung¢des iniciais:

Teorema 2.3.1: Derivada da funcao composta

Sejam f e g duas fungdes de dominios respetivos Dy e Dy tais que:
e f € diferencidvel em a € Dy;
e g édiferencidvel em b = f(a) € D,.

Entdo, se b € D}o 2 f og édiferencidvel em b e tem-se

(fog) (b) = f'(5(b)) &'(b).

Prova. Seja h # 0 tal que b+h € Dy.g. Entdo,
fg(b+h)—f(g(b)) _ fg(b+h))—f(g(b)) glb+h)—sg(b)

h  gb+h)—g(b) h

_ f(g(b) +e(n) — flg(b))  g(b+h)—g(b)
e(h) h '

onde €(h) = g(b+h) —g(b). Como g é diferencidvel em b, g é continua em b pelo que llir% e(h)=0.
h—

Assim, por composicdo de limites,

(o) () tim FED) T —Fs(b)  gb+h) —g()

h—0 e(h) h = f'(g(b)) x &'(b).

Note-se que este raciocinio apenas é vdlido se, para h suficientemente pequeno e ndo nulo,
g(b+h) # g(b). Se existirem sucessdes de reais ndo nulos (h,) com limh, =0 e, para todo
on, g(b+h,) =g(b), é ainda necessdrio verificar que

1im £ 8B +h)) = f(g(b))

» = f'(g(b)) x &' (b),

o0 que é trivial jd que, nesta situacdo,

f(g(b+hy))— f(g(b))

é a sucessdo nula.
hy

e, por outro lado,

Como primeira aplicagdo, podemos calcular uma expressio para a derivada da fungdo exponencial
com base a > 0 arbitrdria:

e Funcao exponencial f : xe R —a*,a>0
Tem-se a* = ™ = fog(x), com g(x) = In(a)x e f(x) = e*. Assim,

(a) = g'(0)f (8(x)) = In(a)" " = In(a)a".

Exemplo 2.3.1 Seja h a funcdo definida em R por A(x) = cos(sin(x)). As fungdes f = cos e
g = sin sdo diferencidveis em R. Assim, como & = fog, h é diferencidvel em R e tem-se, para
todoo x € R,

H(x) = (fog) (x) = f'(g(x))g'(x) = —sin(sin(x)) cos (x).
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Exemplo 2.3.2 Considere-se a fung@o polinomial / definida em R pela expressao

h(x) = (x3 +ezx)7.

Observando que 4 = fog, onde f e g sdo as fungdes definidas respetivamente por f(x) = x’

g(x) = x* + €%, tem-se, para todo o x € R

€

)= (fog) (1) =f (s(x)g'x) =7 (¥ +e)° (327 +26%).

Aplicacao 5: Relacao entre taxas de aumento

Exercicio
O custo de producido de x unidades de um determinado produto é dado por
2
=——+4x+1 .m.
C(x) 5000+ x+ 15000 u.m

Atualmente, a producdo é de 12500 unidades por més, o que corresponde a uma taxa de
aumento do custo mensal de producao de 990 u.m.
Calcule a taxa atual de aumento de produg@o.

Resolucao Seja x(¢) o nimero de unidades produzidas no més ¢. O custo mensal de produgido
é entdo dado pela fung¢do composta C,, = C o x, ou seja,

(1)
Conlt) = C(x(r)) = S50 +4x(1) + 15000,

Pelo teorema de derivacdo da fungdo composta,
2x(1)x' (1) x(1)
Cp(t) = —s +4X (1) = X (1 4.
(1) ="S000 T O =x()| 3550+

Sendo a produgdo de x(¢) = 12500 unidades mensais e a taxa de aumento do custo mensal
de produgdo de C), () = 990u.m., conclui-se que a taxa atual de aumento de produg@o é de

Cu(t)

x(1)
3500 T4

X (t) = = 110 unidades/més.

2.4 Derivada da funcdo inversa

Dada uma fung@o f bijetiva, diferencidvel em a € Dy, coloca-se o problema de saber se a fungdo
inversa de f, f~!, é diferencidvel no ponto b = f(a). Tal como vimos, os grificos de f e de g sdo
simétricos relativamente a bissetriz dos quadrantes impares. Assim, se o grafico de f admitir uma
tangente ¢ ndo horizontal no ponto (a;b), é expectdvel que a reflexdo ortogonal de 7 relativamente a
bissetriz, ¢/, seja tangente ao grafico de f~! no ponto (b;a) = (b; f~'(b)).
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Figura 2.1: Reta tangente ao grafico de f~!

Sendo y = mx + d a equagdo reduzida da reta r, com m # 0 e d € R, a equagdo da reta ¢’ é dada

1 d
por x = my+d, sejay = —x — —. Os declives destas retas sdo, respetivamente, f'(a) e (f~') ().
m  m

o 1 . —
Assim, f~!(b) = — = ——. E este resultado que sintetizamos no

m f'(a)

Teorema 2.4.1: Derivada da funcio inversa

Seja f uma fungdo bijetiva, diferencidvel num ponto a € R e tal que f'(a) # 0.
Entio a respetiva funcio inversa f~! é diferencidvel em b = f(a) e tem-se

1 1

-1 / o -
U0 =G = 7oy

Prova. Tendo em conta a definicdo de reta tangente, poder-se-ia formalizar um pouco o argumento
geométrico mais acima por forma a obter-se uma demonstracdo correta deste resultado. Optamos
aqui por fornecer uma prova analitica. Para todo o h # 0 tal que b+h € D1,

S+ — b)) e+ —fNe) ) - (B)

h T bbb (T brh) - f(B)

N ) B O N S (R BN
Fb+h—f 1) fH(b+h)—a '

Sendo f diferencidvel em a, f é continua em a, pelo que, tal como vimos na sec¢do anterior, f~' é
continua em b: lim £~ (b+h) = f~'(b) = a. Assim, por composicao de limites,
h—0

—1 s
() b) = tim T OE L) )1

h—0

tal como queriamos mostrar.
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Observacio 2.4.1. Resulta desta prova de maneira imediata que se f'(a) = 0 entdo f~! ndo é
diferencidvel em b.

Este resultado permitir-nos-4 justificar a diferenciabilidade das funcdes logaritmo log, (a > 0,a # 1)
e das funcdes arccos, arcsin e arctan, bem como exprimir as respetivas derivadas em termos de
fungdes racionais ou de radicais de func¢des racionais. Com efeito, estas fun¢des foram introduzidas
enquanto fungdes inversas de fun¢des exponenciais e trigonométricas (com eventuais restricdes de
dominio), que sdo diferencidveis.

Funcio logaritmo neperiano f~! : x ¢ RT™ — y = In(x)
A fungdo f : y € R — ¢ é diferencidvel em R e, paratodo oy € R, f/(y) = ¢’ # 0. Assim,
In € diferencidvel no seu dominio e tem-se para todo o x > 0

,_1_1_1
)= PGy ~ i~ x

E entdo imediato observar que para a > 0 (a # 1) e para todo o x > 0,

o2, () = () ) =

In(a)x’

Funcio arcotangente /' : x € R — y = arctan(x)
A funcdo f : y € } -%.7 [ — tan(y) é diferencidvel no seu dominio e, para todo o y €
} -%:5 [, f'(y) = 1+tan?(y) # 0. Logo, arctan é diferencidvel em R e, para todo o x € R,

1 1 1
f'(arctan(x))  1+tan?(arctan(x)) 1+x2

arctan’(x) =
Funcio arcosseno f~! : x € [—1;1] — arcsin(x)

DX
A fungdo f 1y € | —7; g] — sin(y) € diferencidvel no seu dominio e, para todo o y €

| =3:3]. 7'0) = costv) 0.
Logo, para todo o x € [—1;1]\{sin(— %);sin (g)} =]-1;1],

1 1 1
arcsin’ (x) = =

cos(arcsin(x)) \/1 _ sin?(arcsin(x)) - V1=

Funcio arcocosseno f ! : x € [—1;1] — arccos(x)
A fungdo f : y € [0; ] — cos(y) é diferencidvel no seu dominio e, para todo o y €]0; x|,

£'(3) = —sin(x) £0,

oy . n .
onde se utilizou que cos(arcsin(x)) > 0 uma vez que x € } - 33

[SIE]

Logo, para todo o x € [—1;1]\ {cos(0);cos(m)} =] — 1;1],

1 1 1
arccos’ (x) = = =—

sin(arccos(x)) \/1 —cos?(arccos(x)) V1—x?

onde, tal como no exemplo anterior, se utilizou que sin(arccos(x)) > 0 (x €]0; 7).
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Exercicio 2.5.1 Calcule, pela defini¢do, a derivada de cada uma das fungdes, no respetivo dominio:

(a) x°
(d) sin(%)
(&) In(3x)

() 5x*—3x+7

(b) eSx
(e) tan(x)

x+1
2

k) 4—/x+3

(h)

(c) cos(2x)
(f) tan(4x)

(i) Jx—

|-

x—1

) P
U x2 4 3x

Exercicio 2.5.2 Utilizando as regras de derivagdo estudadas neste capitulo, derive as fung¢des
definidas pelas seguintes expressoes:

(@) xX*—3x*+5x—4

(d)

4 —
X_ES’BeR
X

4+x
(g) 10sin(x) —4cos(x)

.. e‘arcsin(x)
) Y e

(m) 3e“arctan(x)

3

(2) xlog%(x) — \xf
1—¢€*
() 3+¢*

) ST HA/X
(y) eresin()
(aq) evean(®)
(dd) In(cos(x))

(gg) In(arccos(x))

i ()

(mm) cos(x® —In(x) +6)

(pp) tan (%)

(ss) arctan(2x)

&) 3+

X 1—3x

© T3, 3

(h) tan(x)In(x)

® xsin(x) — cos(x)

(n) xIn(x) —x

(z) etrecos()
(bb) eVS¥ 3316
(ee) In(tan(x))
(hh) In(arctan(x))
(kk) sin(5x+2)

(nn) cos <ln(4x) — l)

X

(qq) arcsin(10x—2)

(1) arctan(e)

sin(x) 4 xcos(x)

(¢) TV — V%3

2—5x

" x2—3x+8

arctan(x)

©)

(I) xarccos(x)

(0)

In(x)

(r) xlog% (x)
(Lt) e2x

(x) ecos(x)

(cc) In(sin(x))

(ff) In(arcsin(x))
(i) In(2x—5)

(1) sin(x® —2¢%)

(00) tan(1—x)

X
(rr) arccos (le)

(uut) cos(v/2—x3)



28 Capitulo 2. Fun¢do derivada

(w) arctan(vVx2+1) (ww) In?(x) (xx) cos?(x)

(yy) sin®(x) (zz) arctan’(x)
(aaa) arccos?(x) (bbb) xarctan?(x) (ccc) /arctan(x)
(ddd) +/arctan(x) —x (eee) §/In(x) —x (Fff) V/3eX—a
(ggg) tan’(%) (hhh) 1n°(1 —x+x?) (iif) xIn®(5x—1)
(jj) sin*(e*42) (kkk) xcos®(2x —4)

Exercicio 2.5.3 Sabendo que as seguintes fungdes sao invertiveis numa vizinhanga ¥, do ponto a
indicado (isto é, a respetiva restri¢do a ¥, € bijetiva), calcule a derivada da respetiva funcéo inversa

no ponto b = f(a).
(@) f(x) =x 4+x +x+4,n0 pontoa = —1;
(b) g(x) =2e " —e*—x’ —x, no ponto a = 0;

(¢) h(x) = arccos(x) —e*+ 3, no ponto a = 0;
(d) i(x) = arctan(x) +x* — 1, no ponto a = 1.

x+2

x_.

Exercicio 2.5.4 Considere a fungdo f : x € R\ {3} —

(a) Mostre que f é invertivel e que para todo o x # 1,

) = 3x+2

x—1"

(b) Utilizando a alinea anterior mostre que para todo o x # 3,

(c) Obtenha novamente a expressio de (f~!)’(x) utilizando desta vez o teorema de derivagio da

func¢do inversa.
Exercicio 2.5.5 Neste exercicio pretende-se justificar a utiliza¢do da férmula de derivagio
() =gx?', x>0

para expoentes racionais (¢ € QQ), ja conhecida para g € Ny.
(a) CasogeZ™.
Sejag=—ncomn € N.
Observando que x? = f o g(x), onde g(x) = % e f(x) = x", utilize o teorema de derivagdo da

fun¢io composta para mostrar que

(x9) =gx?7', x>0.

1
(b) Casog= Z,nEN.
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(i) Seja a > 0. Utilizando por exemplo a regra de Ruffini, mostre que
yn _p = (y_b)(ynfl +yn72b+yn73b2 +... +bn71).

(i1) Fazendo a substituicdo, na igualdade anterior, y = xieb= a%, obtenha que

1 1
Xn —Qan 1
— T Tat a2 1 w3 2 w1
X a X n +Xnan+Xnatz—|—'-—|—an
e, passando ao limite, deduza que
I 1
SN _ g1
() = —7 =gx?™.
nx n

(c) Casog=",meZ,neN.

Observando desta feita que x¢ = f o g(x), com g(x) = xief (x) =x™, conclua utilizando o
teorema da fungéo composta.

Nota A igualdade obtida na alinea (ii) exprime-se, a custa do simbolo de radical, por
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3.1 Teoremas de Fermat, Rolle e Lagrange
Iniciamos esta sec¢do com uma observacao simples:
Proposicdo 3.1.1 Seja f uma fung¢@o crescente (respetivamente decrescente) e diferencidvel num

intervalo Ja; b[C R. Entdo, para todo o x €]a; b], f’(x) > 0 (respetivamente f'(x) < 0).

Prova. A prova desta propriedade é imediata. Por exemplo, se f é crescente, basta observar que

fO+h) - f(x)

se h>0eparax€la;b|, f(x+h)—f(x)>0e ; > 0. Logo,
) =i TEE I _ g SEED 1)

Uma possivel implicagdo inversa (que permitisse deduzir a monotonia de f a partir do sinal de f”)
seria bem mais util. Um tal resultado € contudo mais complexo e dificil de obter, e constituira o
objetivo final deste capitulo.

Apresentamos de seguida uma importante propriedade dos extremos locais de func¢des dife-
rencidveis:

Teorema 3.1.1: Teorema de Fermat

Seja f uma funcio e @ um ponto interior do respetivo dominio.
Se f for diferencidvel em a e atingir um extremo local nesse ponto, tem-se necessariamente

f'(a)=0,

ou seja, a reta tangente ao grafico de f no ponto (a; f(a)) é horizontal.

Prova. Suponhamos por exemplo que f atinge um mdximo local em a (a prova no caso em que
se trata de um minimo local é em tudo andloga). Seja h # 0 tal que a+h € Dy. Entdo, para h
suficientemente pequeno, f(a+h) — f(a) <O0.



32 Capitulo 3. Derivadas e monotonia

flat+h) - f(a)

h _
Assim, lim <0e tim 29FN=I@D S 6t que
h—0+ h—0~ h
h) — h) —
e i TOEN @) et =)
h—0+ h h—0- h

Figura 3.1: Tangentes e extremos locais

Estamos agora em medida de demonstrar o Teorema de Rolle:

Teorema 3.1.2: Teorema de Rolle

Seja f uma fung¢do continua em [a;b] e diferencidvel em |a;b].

Se f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ €]a;b| tal que f'(c) =0.

Prova. Pelo Teorema de Weierstraf3, f tem mdximo e minimo em |a;b|. Se um destes extremos for
atingido num ponto ¢ €la;b|, tem-se de imediato, pelo Teorema de Fermat, que f'(c) = 0. Caso
contrdrio, os extremos de f sdo f(a) e f(b). Como f(a) = f(b), a funcdo f é constante: tem-se
f'(c) =0 para qualquer ¢ €a;b|.

Um coroldrio tradicional deste resultado consiste em considerar o caso particular f(a) = f(b) = 0:

Coroldrio 3.1.2 Entre dois zeros consecutivos de uma fung¢io diferencidvel num intervalo, existe
pelo menos um zero da respetiva derivada.

Consideremos agora uma func@o f continua em [a;b] e diferencidvel em |a;b[. Sem a hipdtese
f(a) = f(b) ndo existe naturalmente nenhuma razio para a existéncia de um ponto ¢ €]a;b[ em
que se tenha f’(c¢) = 0. Tomemos por exemplo a fun¢do f definida no intervalo [0;2] por f(x) = €*.
Tem-se £(0) = 1 # f(2) = €2, e, paratodo o ¢ €]0; 1], f/(c) = e # 0. Contudo, tomando os pontos
A(0; £(0)) e B(2; f(2)) e observando o gréfico de f, parece existir um ponto em que a tangente ao
gréfico de f € paralela a corda [AB]. Determinemos esse ponto: o declive da reta AB é dado por
f(2)—1(0)
2-0
f'(c). Temos pois de resolver a equagio

enquanto que o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto (c; f(c)) é igual a

seja
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100, £(0))

Figura 3.2: Ilustragdo do Teorema de Lagrange

O Teorema de Lagrange garante que a existéncia de um tal ponto é uma propriedade geral e serd
particularmente util nas situagdes em que, contrariamente ao exemplo anterior, ndo for possivel
determinar explicitamente um ponto c:

Teorema 3.1.3: Teorema de Lagrange

Seja f uma fungdo continua em [a;b] e diferencidvel em |a;b].
Entdo existe pelo menos um ponto ¢ €|a;b| tal que

f(b)—f(a)

flo= 2=,

ou seja, sendo A(a; f(a)) e B(b; f(b)), a tangente ao grafico de f no ponto (c; f(c)) €
paralela ao segmento de reta [AB].

Prova. A estratégia passa por construir uma funcdo g a que se possa aplicar o Teorema de Rolle.
A equacdo da reta AB é
f(b)—f(a)

) == —

(x—a)+f(a).

Tendo em conta que esta reta passa pelos pontos A e B, definindo g no intervalo |a;b] por g(x) =
f(x) —y(x) tem-se g(a) = g(b) = 0. Assim, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ €|a; b tal que g'(c) =0,
ou seja,

f(b)—f(a)

=0.
b—a

/ / /
fe)=y(c)=f(c) -
Observacao 3.1.1. Observe-se que o Teorema de Rolle pode ser visto como uma consequéncia do
Teorema de Lagrange no caso em que f(a) = f(b) = 0. Por outro lado o Teorema de Lagrange foi
demonstrado a custa do Teorema de Rolle. Isto significa que os dois enunciados sdo essencialmente
equivalentes de um ponto de vista matemdtico.



34 Capitulo 3. Derivadas e monotonia

Observacao 3.1.2. O Teorema de Lagrange garante, verificadas as hipoteses de regularidade, que
a taxa média de variacdo de uma dada funcdo f é de facto atingida de forma instantdnea num
dado ponto.

Por exemplo, consideremos um ponto material P que se desloca numa reta numérica e que ocupa,
no instante t, o ponto de abcissa x(t). A velocidade média de P entre os instantes t| e ty é o
quociente entre a distdncia percorrida e o tempo escoado:

x(l‘z) —x(ﬁ) '

Vmédia =
meaia 1‘2—1‘1

O Teorema de Lagrange garante entdo a existéncia de um instante t entre t| e t, em que a derivada
de x (ou seja, a velocidade instantdnea) coincidiu com a velocidade média: X' (t) = v(t) = Viedia-
Isto significa que se soubermos que um automovel atravessou a Ponte 25 de Abril a uma velocidade
média de 90km/h podemos concluir que existiu pelo menos um instante em que o automaével
circulou a precisamente 90km/h. Da mesma forma, consideremos o custo médio de produgdo de n

unidades a partir de uma dada unidade p:

Clp+n)—Clp)

n

Conedio =

O Teorema de Lagrange garante a existéncia de uma unidade ny cujo custo marginal coincidiu
com o custo médio:
CM (n0) = Cunédio-

Uma das aplicagdes mais importantes do Teorema de Lagrange € a possibilidade de relacionar
o sinal da derivada de uma fun¢@o num dado intervalo com a respetiva monotonia:

Teorema 3.1.4: Derivada e monotonia

Seja f uma fungdo continua em [a;b] e diferencidvel em |a;b[. Entdo:
e Se para todo o x €]a;b[, f'(x) > 0 (respetivamente f’(x) > 0) entdo f ¢ estritamente
crescente em [a; b] (respetivamente f € crescente no sentido lato).
e Se para todo o x €]a;b[, f'(x) < 0 (respetivamente f’(x) < 0) entdo f ¢ estritamente
decrescente em [a; b] (respetivamente f € decrescente no sentido lato).

Prova. Vamos demonstrar a assercdo no caso em que se tem f' > 0 em |a;b|, sendo as restantes
situacoes de prova andloga.
Sejam x1,x; € [a;b], x, > x;. Pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ €)a;b| tal que

f(x2) = 1)

!
= 0
o f(c) >0,

de onde se conclui, dado que xy —x; > 0, que se tem f(x2) — f(x1) > 0, ou seja, f(x2) > f(x1).
Assim, por definicdo, f é estritamente crescente no intervalo |a;b).

Temos o seguinte corolario imediato, que assumird uma importancia fulcral no estudo futuro da
primitivacdo e integragdo:

Coroldrio 3.1.3 Seja f uma funcéo diferencidvel num dado intervalo aberto I, com, para todo o
xel, f'(x)=0.
Entdo f € constante em /.
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Observe-se que para se concluir quanto a monotonia de uma dada fungao € necessario conhecer o
sinal da respetiva derivada em todos os pontos do intervalo considerado: apresentamos de seguida
um exemplo de uma fungdo f tal que, apesar de se ter f'(0) > 0, f ndo € crescente em nenhuma
vizinhanga de O.

Seja f definida em R por
Fx) :{ x~+2x%sin (%) se x#0;
0 se x=0
Por definicao,
7(0) :}lli_r}(l)f(h);f(o) = 1+2Jimhsin (%) —1

uma vez que se trata do produto de uma fung¢@o limitada por outra que tende para 0. Por outro lado,
parax # 0,

f'(x) =1+4xsin (1> —2cos (1>
X X
Dadon € N, f’(i) =—1.
2nm
Sendo f’ continua em R, existe uma vizinhanga ¥, de x, = ﬁ em que f’ é negativa: f é

decrescente em ¥#;,. Como limx, = 0 ndo existe nenhuma vizinhanga da origem em que f seja
crescente.

Figura 3.3: A reta de equagéio y = x é tangente ao grafico de f no ponto (0;0) mas f
ndo é crescente em nenhuma vizinhanga de x =0

3.2 Derivada logaritmica

Comecemos por um exemplo. Numa dada empresa € necessdrio comprar mensalmente foners para as
impressoras dos diferentes departamentos. O orcamento para essa compra, no més ¢, € de o(t). Nesse
mesmo més, cada foner custa a empresa p(t). Presentemente, o(ty) = 10000 u.m. e p(ty) = 360u.m.
Contudo, prevé-se um aumento do prego dos foners a uma taxa de p'(to) = 0,8 u.m./més. Para
fazer face a este aumento procedeu-se ao aumento do orcamento, com taxa o (fg) = 20u.m. /més.
Sera suficiente para compensar o aumento de precos?

Para responder a esta pergunta, observemos que o nimero total de foners que a empresa pode
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o(to)
p(to)

adquirir mensalmente € de

(;)'(m) >0.
Ora,

. Pretende-se pois saber se este quociente ndo diminui, ou seja, se

0\’ o'(t0) p(to) — o(to) ' (10) o'(t0) _ p'(to)
— (t()) >0< 5 >0 > .
p*(t) o(to) — plto)
Assim, as quantidades que devem ser comparadas ndo so as taxas o' (fy) e p’(tp), mas antes essas
mesmas taxas quocientadas respetivamente pelo or¢amento o(t) e pelo preco dos toners p(t). Ou
seja, as quantidades pertinentes para tratar este problema sdo as derivadas

/ o Ol(t ) / o p/(t )
(In(o))'(10) = . @ (In(p)) (1) = .-

Neste exemplo, vemos que o aumento previsto para o orcamento nao € suficiente e que na realidade
a empresa perderd poder de compra:

o'(to) _ 20 _ p'(to) _ 0,8

o(t)) — 10000 < plrg) 360

Note-se igualmente que sendo o logaritmo neperiano uma fungio crescente em Rt poderiamos ter
obtido exatamente o mesmo resultado observando que

—0,0022 > 0,002.

0 0
— crescente < In (—) crescente,
p 4

e, utilizando o teorema de derivacdo da funcdo composta e as propriedades do logaritmo,

(hl (;)) (to) = (1110)/([0) N (lnp)’(to) _ 0’(1‘0) B p/(l()) |

o(to)  plto)

Estes factos sugerem a introdugao da seguinte defini¢ao:

Seja f uma fung¢do e x um ponto do repetivo dominio tal que f(x) # 0. Se f for diferencidvel
em x, a quantidade

v = F®
(nol1)' () = %55

é designada por «derivada logaritmica de f no ponto x>.

Das propriedades do logaritmo neperiano resulta de forma imediata o seguinte:

Teorema 3.2.1: Propriedades da derivada logaritmica

Sejam f e g fung¢des positivas e diferencidveis num ponto x € DN D,. Entdo,
oy fx) &)
o (In(fxg))'(x) =

+ = 7
. flx)  glx) . .
(a derivada logaritmica do produto f x g € a soma das derivadas logaritmicas de f e
de g)

Y 0 gw
- () o-73-18

(a derivada logaritmica do quociente = € a diferenca das derivadas logaritmicas de f
8

ede g)
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2 1 3x 1
Exemplo 3.2.1 Seja f a func@o definida em R por f(x) = (x ;—)s(ifl(x;_ )
A derivada logaritmica de f é dada por
2x 3e3* cos(x)

(lnf)/<x> = 241 + PRy | o 3_|_Sin(x) ’

Aplicacao 6: Salario real

Consideremos, num instante #, o saldrio nominal S(7) de um dado trabalhador e P(¢) o indice
de precos. Define-se entdo o saldrio real Sk por

SR(I> = ig;,

quantidade que mede, num certo sentido, o poder de compra do trabalhador. Face a variacdes
do indice de precos e do salario real, o sinal da derivada logaritmica de Sg,

§'(t) _P'()

S(t)  P(r)

permite aferir se esse poder de compra aumenta ou diminui.

Elasticidade

Consideremos um dado bem que é vendido no mercado a um preco p. Uma alterag@o deste preco
de venda implica, em geral, uma alteracdo da procura. A <elasticidade>, um dos mais importantes
conceitos em microeconomia, permite medir essa dependéncia.
Seja entdo Q(p) a procura e pg o prego corrente. A variagdo relativa da procura quando o preco po
varia de Ap € igual a
Q(po+Ap) — Q(po)
Q(po) '

L . . : A . - ‘1
Dividindo esta quantidade pela variagao relativa do preco, —p, obtém-se a <elasticidade média da
po
procura Q no intervalo de extremos pg € pg + Ap>:

po_ . Q(po+Apo) — O(po)
Q(po) Apo

Elmsdia(Q; poi po+A,) =

A
Considerando um aumento de 1% no prego py, isto é, P _ 0,01, obtém-se a elasticidade média
Po

da procura

0(1,01po) — Q(po)
Q(po)

que representa a variagdo percentual na quantidade procurada quando o preco aumenta 1%, ceteris

paribus, i.e., mantendo-se constantes todos os restantes fatores que influenciam a procura.

De maneira mais geral, se o preco aumentar de r%, a elasticidade

Q<(1+150)po> o)

O(po) T

Elnsdgia(Q: po; 1,01pg) = % 100,

r
Elncan (0:p0: 1+ 755 ) ) =
leda QpO +100 Po
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é igual a variacdo percentual da procura por cada ponto percentual do aumento do preco.

Quando a varidvel p do preco € continua e a fun¢do procura € diferencidvel em pg, pode definir-se
a <elasticidade instantanea da procura em po> passando ao limite Ap — 0 na elasticidade média:

.. po_Q(po+Apo) —0O(po)  po ,
ElyQ(po) _Alglo 0(po) Ap ~ 0(po) (o).

Em particular, se Apy < 1, tem-se El,P(po) =~ Elmgdia(Q; po; po +Ap).

Podemos definir, de forma mais geral, a elasticidade de uma qualquer func¢ao diferencidvel:

Definicao 3.3.1: Elasticidade

Seja f : x € D — f(x) uma funcdo diferencidvel num ponto xo € D tal que f(xg) # 0.
Define-se entao a <elasticidade instantanea de f em xo> por

EI[f)(x0) = Tow x f'(x0)-

,
.

Observacao 3.3.1. Nas aplicagébes, é frequente que f seja uma fungdo definida em R, positiva e
diferencidvel. Nesse caso, a elasticidade de f pode definir-se a custa do quociente de derivadas

logaritmicas:
(In f)'(x0)
El = —=
0= ey ()
Aplicacao 7: Elasticidade da procura
Exercicio

Suponha que a procura de um determinado produto, cujo preco unitério € p u.m., € dada por

2
o(p) = - 10p 4200 unidades,

20

e que o prego unitdrio atual € de pg = 10 u.m.

(a) Calcule a variacdo percentual da procura face a um aumento de 1% do preco.
(b) Calcule a elasticidade da funcdo procura e comente.

Resolucao
(a) A variagao percentual € de

0(10,1) — 0(10)
0(10)
(19" ~10x10,1+200) — (45 ~ 10 10+200)

= = x 100 ~ —0,86.
10 1004200

Conclui-se que se o pre¢o pg = 10 u.m. aumentar em 1%, a procura diminui de 0, 86%.

x 100

Elnedia(Q; po = 10;0,1pg = 10,1) =

(b) A elasticidade da fun¢do procura no ponto pg = 10 é

10 0
EL,0(10) = 2010) Q'(10) = — x (—9) ~ —0, 86.
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Trata-se de uma boa aproximacgao da variacao percentual exata ja que, como Ap =
0,01 < 1, El,Q(p) =~ El.m.(Q; po; 1,01py).

Aplicacao 8: Elasticidade da procura

A receita R(p) obtida com a venda das Q(p) unidades procuradas é R(p) = pQ(p). A
elasticidade de R relativamente ao preco p é entdo dada por

(pQ)(p) = lp(Q(p) + 9@ (p)) = 1+ ELO(p).

Terminamos esta sec¢do com algumas propriedades gerais da elasticidade:

Proposicdo 3.3.1 Sejag: Dy C R — R uma fungio diferencidvelemb € Dye f: Dy CR— R
uma fungdo diferencidvel em a = g(b) € Dy. Entdo, se b € D}Og, esea#0e f(a) #0,

El[fog|(b) = El[f]og(b) x El[g](b).

Prova. De acordo com a definicdo de elasticidade e pelo teorema da derivagdo da funcdo composta,
seb €D, a#0e f(a)#0,

b b b , ,
El[fog|(b) = W(fog) (b) = f(g(b))f (g(b))g ()
_ 80 o P gy =
= 7y’ €0 578 (0) = EllN(s(0)Elg)0).

Proposicdo 3.3.2 Seja f uma fungio bijetiva, diferencidvel num ponto a # 0, e tal que f/(a) # 0.
Entao

1
B0 = gy
onde b = f(a).
Prova. De acordo com a definicdo de elasticidade e com o teorema de derivacdo da funcdo inversa,
- b1y fla) 1 1
EIf")(b) = NY(b) = = :
SO Y O ) T Bl

A elasticidade goza de propriedades de morfismo multiplicativo-aditivo semelhantes as do logaritmo
natural:

Teorema 3.3.1: Propriedades da elasticidade

Sejam f e g diferencidveis e que ndo se anulam nos respetivos dominios. Entao

e El[fg] = EI[f]+El[g];

e E1| 1| = —EI[):
. El i: — EI[f]— Ellg].
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Prova. Para x no dominio de El[f] e de El|g],

1. Produto
Bilel) = P LT 1100 ¢ 1) o
2. Inversa
oo DO
Bl 7| ﬁ == g = )
3. Quoczente
El § (x) = El | £ x ﬂ (x) = EI[f](x) + EI ; (x) = EI[f)(x) — Ellg] (v).

3.4 Derivadas laterais

Consideremos a fun¢ao f definida em R por

| 2sin(x) se x>0
f(x)_{x3—2x se x<0.

f

Figura 3.4: Grifico da funcdo f

Para fungdes que, tal como a funcdo f, estdo definidas por ramos, € interessante definir o conceito
de «derivada laterals:

Definicao 3.4.1: Derivadas laterais

Seja f uma funcdo e @ um ponto do respetivo dominio. Se existem, os limites

o flath) —f(a) Flla) = o flath) —fla)

h—>0+ h h—>0* h

fala) =

dizem-se, respetivamente, a <derivada lateral direita> e a <derivada lateral esquerda> de f
no ponto a.

Exemplo 3.4.1 Retomando o exemplo acima, tem-se

)= f(0) _ . 2sin(h)—2sin(0)
h—0+ h 0t h B
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e

Estes valores correspondem aos declives das semirretas tangentes ao grafico da funcio f restrita,
respetivamente, aos intervalos [0; +oo[ e | — o0;0].

N\
/ \

_ / \ \\
/ \\

Figura 3.5: Semirretas tangentes ao grafico de f

O seguinte resultado decorre de forma imediata da defini¢do de derivada:

Proposicao 3.4.1 Seja f uma fungdo e a um ponto do respetivo dominio. Entdo, a funcio f é
diferencidvel no ponto a se e s6 se f;(a) = f,(a). Nesse caso, tem-se

f'(a) = fa(a) = fi(a).

Contudo, para mostrar que uma dada funcao € diferencidvel num ponto de mudanga de ramo, o
célculo dos dois limites que definem as derivadas laterais pode tornar-se extremamente fastidioso.
Este problema pode ser resolvido gracas a seguinte propriedade, que permite efetuar esse cdlculo
de forma mais expedita, recorrendo as regras de derivacdo que estuddmos nos capitulos anteriores:

Proposicdo 3.4.2 Seja f uma fung¢éo continua num intervalo da forma [a;a + h| e diferencidvel

em |a;a+ h[, para algum & > 0. Entdo, se o limite lim f'(x) existir, existe também f7(a), e tem-se
xX—a

fala) = lim f'(x).

x—at

De forma andloga,

fe(a) = lim f'(x)

xX—a-

quando este tltimo limite existe.

Prova. Trata-se de uma aplicacdo imediata do Teorema de Lagrange. Com efeito, segundo este
resultado, existe ¢ = c(h) €|a;a+ h] tal que

f(h)—f(0)
O ey,
Como a < c¢(h) < a+h, pelo Teorema das Fun¢ées Enquadradas, th(r)1+ c(h) =a", e, por composicdo
—}
de limites,
SR —=f0)
ST

A existéncia da derivada lateral esquerda anunciada no Teorema decorre de um cdlculo similar.
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Desta propriedade pode deduzir-se o seguinte resultado, muito uatil na prética para estudar a
diferenciabilidade de fungdes em pontos de mudanga de ramo:

Teorema 3.4.1: Limites da funcao derivada e diferenciabilidade

Seja f uma funcdo diferencidvel em intervalos da forma |a;a + €[ e |Ja — €;a[, para algum
€>0.
Entdo, se f for continua em a,

lim f/(x) = lim f'(x) = f € diferencidvel em a,
x—at x—a-

e, se for o caso, tem-se

f'(a) = lim f'(x) = lim f'(x).

x—at x—a~

Prova. Basta observar que como f é continua em a e diferencidvel em |a;a + h|, existe € > 0 tal
que f é continua em |a;a+ €] e diferencidvel em |a;a+ €[. Pela Proposi¢cdo 3.4.2,

fi(a) = lim f(x).

Da mesma forma,

fela) = lim f'(x).

x—a-

Assim, fj(a) = fi(a) e f é diferencidvel em a, sendo f'(a) igual as derivadas laterais.
Exemplo 3.4.2 Consideremos a fun¢ao f definida por

sin(x)e* se x>0
x se x<0.

o=

Tem-se lim f(x) = lim f(x) = f(0) =0, pelo que f € continua em x = 0.

x—0 x—0~

Por outro lado, f é diferencidvel em | —eo;0[ e, para todo 0 x < 0, f/(x) = 1: £.(0) = lil’(l)l fx)=1.
x—0~
Da mesma forma, f3(0) = lim f’(x) = lim €*(sin(x) + cos(x)) = 1.
x—0+t x—07F

Assim, f é diferencidvel emx =0¢e f'(0) = I.

Terminamos esta sec¢do com duas observagdes importantes:

Observacao 3.4.1. Para aplicar o Teorema 3.4.3, a hipétese de continuidade de f no ponto a
é fundamental: é essa condicdo que nos permitiu aplicar o Teorema de Lagrange na respetiva
demonstragdo. Se tomarmos a fungdo definida em R por

f(x):{ x+1 se x>0

by se x <0,

é imediato observar que lim f'(x) = lim f'(x) = 1.
h—0F h—0~

Contudo, f ndo é diferencidvel em x = 0, uma vez ndo é sequer continua.
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Observacao 3.4.2. A implicacdo do Teorema 5.4.3 ndo é uma equivaléncia, como se pode verificar
no exemplo seguinte. Tomando

g(x):{)(c)z sin(%)se x#0

se x=0,

h?sin (%) 1
tem-se, g'(0) = lim ————~% = lim hsin (ﬁ) =0.

h—0 h—0

Contudo, para x # 0,
1 1
g'(x) = 2xsin <7) —cos (7>,
X X

e os limites laterais de g’ em 0 ndo existem.

Exercicios do Capitulo 3

Exercicio 3.5.1 Aplique, sempre que possivel, o Teorema de Rolle ou o Teorema de Lagrange as
fun¢des abaixo nos intervalos considerados.

(@) f(x) =x*—3x+2,nointervalo [1;2].

(b) g(x) = |x— 1], no intervalo [0;2].

,no intervalo [—3;0]
B+l sex>—1

Exercicio 3.5.2 Dados nimeros reais a e b, considere a fungio f definida por
ax+b se x <2
5sin(x—2) —4cos(4—2x) se x>2

Determine a e b por forma a poder aplicar-se o Teorema de Lagrange a fun¢do f em qualquer
intervalo.

Exercicio 3.5.3 Determine os intervalos de monotonia das fun¢des definidas pelas seguintes
expressoes:

(a) x> +3x—1 (b) x> —9x+3 (€) ¥ +5x—2
(d) (x*—-25)° (e) x*(8 —x)b 2
2] )
(8) 2 —10x+4 iy 25 0 2
() x—sin(2x) (k) x4 cos(x) (I) x—arctan(2x)

(m) arctan(x?)
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Capitulo 3. Derivadas e monotonia

Exercicio 3.5.4 Forneca uma expressio para a derivada logaritmica das fungdes definidas pelas

seguintes expressoes:

242
2—x
X
1-x2

(@)

(c)

e

© 14e*

(&) x’In(x)

X

@ 1 —1In(x)

(k) xarcsin®(x)

1—V2x
1 4 3x*
3x2 4+ —9x+4
x—1
ax* — bx

x2+1

(b)

(d)

)

,a,beR

0] <x—ln(£))6 arccos(x)

Exercicio 3.5.5 Calcule a elasticidade das fun¢des definidas pelas seguintes expressoes:

(a) & (b) a*,coma>0 (¢) In(x)
(d) log,(x), coma >0 (e) x° (f) sin(x)
(g) cos(x) (h) tan(x) (i) arcsin(x)

(j) arccos(x)
(m) In(sin(x) 4 24/x)
1
3
() In (;+x5)
(s) tan(V/x2)

(k) arctan(x)
(n) garcsin(x)

(q) sin(x® —x+2)

(¢) arcsin(2x+2)?

() &
(0) log% (3% +x)

(r) cos(e"2 +x)

(u) arctan(e*)

Exercicio 3.5.6 Estude a diferenciabilidade das seguintes fung¢des, nos pontos indicados:

1—¢€*
—— se x#£0;
(@) f(x)=
1 se x=0;
23 —x—1 sex>1
(b) g(x) =
5x—5 se x<1
24+x se x>1
() jlx)= 5
se x<1
£x3—%x2+1 se x>2
(@) hix) = 6x+6
se x < 2.

X242

, hoponto x =0

, no ponto x = 1;

, no ponto x = 1;

, o ponto x = 2.
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1 2
Exercicio 3.5.7 Sejam f e g fungdes tais que f(3) = 5 f3)= o g(2)=3e(fog)(2)=—m.

Calcule El[g](2) e El[f 0 g](2).

Exercicio 3.5.8 Mostre que as fungdes constantes tém elasticidade nula.

Exercicio 3.5.9 Seja f uma funcéo diferencidvel que ndo se anula e A % 0. Mostre que

El[Af] = EL[f].

Exercicio 3.5.10 Seja f uma funcdo diferencidvel que ndo se anula e tal que Vx € Dy, f(x) +A # 0.
Mostre que
f
ElA+ f| = ——EIl|f].
A+ f1= E]

Exercicio 3.5.11 Sejam f e g fungdes diferencidveis que ndo se anulam. Mostre que

(a) seVx € Dyig,(f+8)(x) #0,

_ fEI[f]+gEl[g]
(b) seVx € Dy, (f —8)(x) £0,
. _ fEIl[f]—gEl[g]

Exercicio 3.5.12 Seja a funcdo f definida por f(x) = ax’, em que a e b sdo constantes. Mostre
que a elasticidade de f € constante e explicite-a.

Exercicio 3.5.13 Seja f uma fungdo positiva e diferencidvel e p € R. Mostre que
El[f*] = pEI[f].

Exercicio 3.5.14 Demonstre as desigualdades seguintes: (Sugestdo: utilize o Teorema de La-
grange.)
(@) |sin(x)| < |x

,paratodoox € R.
(b) |cos(x) — 1| < |x|, para todo o x € R.

(c) arctan(x) < 110, para todo o x > 3.






4.1

Regra de I'Hopital
Consideremos duas fungdes f e g continuas num ponto a € R tais que f(a) = g(a) = 0. O limite

X
[ =lim—=
x—a g(x)

apresenta aqui, como vimos, uma indeterminacao do tipo g. A regra dita de 1’Hopital constitui
um resultado simples que permite calcular / na situagdo em que f e g, para além de continuas, sdo
diferencidveis em a e se tem g'(a) # O:

Teorema 4.1.1: Regra de ’Hépital

Sejam f e g duas fungdes diferencidveis em a € R com f(a) = g(a) =0 e g'(a) # 0. Entéo

f&) _ fa)

wagx) ga)

Prova. Comecemos por observar que, como g'(a) # 0, existe uma vizinhan¢a V" de a tal que, para
todo o x € V' \{a}, g(x) # g(a) = 0. Assim,

fW-f@ 0= fa)
lim@: imf(x)_f(a)zlim X—a _x»va  x—a _f’(“)
x—ag(x)  xoagx)—gla) x—a g(x)—g(a) lim g(x) —gla) g'(a)

t
Exemplo 4.1.1 Consideremos o limite lim m
x—=0 sin(3x)

Tomando as fungdes f e g definidas em R pelas expressdes f(x) = arctan(x) e g(x) = sin(3x),

(indeterminacdo g).

()

Q,
3o
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1
tem-se f'(x) = et g'(x) = 3cos(3x).
Pela regra de 1’Hopital,

arctan(x) _ f'(0) 1
50 sin(3x)  g/(0) 3

Num certo sentido, a regra de L’Hopital afirma que para se calcular o limite do quociente entre duas
funcdes, se pode substituir cada uma delas pela funcdo afim que define a respetiva reta tangente no
ponto de abcissa a:

y=g(0)x=3x

y=F0)z==x

y = f(x) = arctan(x)

y = g(x) = sin(3x)

t (0 1
Figura 4.1: Ilustracdo da igualdade )161&1) a:na(lgl)(:)c) = ]g‘/ ((Oii =3

4.2 Regra de Cauchy

Ainda que se trate de uma propriedade muito util, as hipdteses de aplicagdo da regra de 1’Hopital
sdo algo limitativas. Assim, ¢ comum complementar-se este processo para o cdlculo de limites com
um outro, dito “regra de Cauchy”, que permite levantar indeterminacdes em pontos em que f e g
ndo sdo diferencidveis (ou ndo estdo sequer definidas), ou mesmo quando x — Z-co:
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Teorema 4.2.1: Regra de Cauchy

Sejam f e g duas fungdes diferencidveis num intervalo aberto / e @ uma das extremidades
desse intervalo (a € R ou a = £).
Suponhamos que

o Vxel, g'(x)#0;

e lim f(x) = )lclilzlg(x) =0 ou limg(x)=zoo;

X—a Xx—a
/
e 0 limite lim f, (x) existe.
x—a g (x)
Entdo existe lim @ e tem-se
x—a g(x)
/
lim 2% — jim £,
x—a g(x) x—a g (x)

Antes de demonstrarmos este importante resultado vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4.2.1 Crescimento logaritmico vs. linear vs. exponencial
Consideremos as fungdes f e g definidas em R™ por f(x) = In(x) e g(x) = x. Aplicando a regra de
Cauchy (a = +o0):

1
. In(x . x
lim ( ): lim &+ =0.
Xt X x—teo |
Da mesma forma facilmente se obtém que
ex X
lim — = lim — = +oo.

x—4oo X x—too |
Exemplo 4.2.2 Estudo do limite lin(l)x‘.
X—

Comecemos por observar que para x > 0, x* = ¢*"*, Assim, o problema resume-se ao calculo do
limite lim xIn(x).

x—0 . .
Tendo em vista a aplicacdo da Regra de Cauchy, escrevemos este produto na forma de um quociente:

In(x) ‘

xIn(x) =

==

1
As fungdes f e g definidas por f(x) = In(x) e g(x) = — s@o diferencidveis no intervalo |0; 40| &
x

tem-se lim g(x) = 4oo. Assim,
x—07

1
limxIn(x) = lim - = lim —x=0
x—0 x—0F -2 x—0t
e
limx* = e = 1.

x—0

A regra de Cauchy admite o seguinte corolario imediato, correspondente a respetiva aplicacao a
esquerda e a direita do ponto a:
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Coroldrio 4.2.1 — Coroldrio da regra de Cauchy. Seja a € R um ponto interior de um intervalo
I e f e g diferencidveis em I \ {a}. Se

o vxel\{a},g'(x) #0;

e limf(x) =limg(x) =0 ou limg(x)= doo;

X—a X—a X—a

!

e 0 limite lim ; existe,
x—>a g (x)
!
entdo existe o limite lim @ e tem-se lim Lx) = lim S ) .
x—a g(x) x—a g(x) x—a g’(x)

]
Exemplo 4.2.3 Estudo do limite lim n(x)
x—1 (x — 1)3

Aqui, tomando f(x) = In(x) e g(x) = (x— 1)3, colocamo-nos nas condigdes de aplicabilidade do
corolério da regra de Cauchy:

In(x) 1 1
im——— =lim—*—— = — = +4oo.
P i TP A
Concluimos esta sec¢do com a prova da Regra de Cauchy. Necessitamos previamente de um lema
conhecido como «Teorema do valor médio de Cauchy>:

Proposicdo 4.2.2 — Teorema do valor médio de Cauchy. Sejam f e g fungdes continuas em
[a; b] e diferencidveis em |a;b[, com g’(x) # 0 para todo o x €]a;b|. Entéo, existe ¢ €]a; b tal que

f(b)—=fla) _ f'(c)
g(b)—gla)  gf(c)

Observacao 4.2.1. Observando que

J(b)— f(a)
fb)—=fl@) _~ b-a
g(b)—gla) gb)—gla)’
b—a

este resultado estabelece que o quociente entre as taxas de variacdo médias de duas funcoes num
dado intervalo coincide com o quociente das taxas de variacdo instantdneas em pelo menos um
ponto desse mesmo intervalo.

Note-se igualmente que para g(x) = x se obtém o enunciado do Teorema de Lagrange.

Prova. Comecamos por observar que g(b) — g(a) # 0. Caso contrdrio, pelo Teorema de Rolle,
existiria x €)a;b| tal que g'(x) =0, o que contraria as hipdteses.

A demonstragdo segue entdo as linhas da prova do Teorema de Lagrange, substituindo-se b — a por
g(b) — g(a) e x por g(x). De facto, seja h a fun¢do definida em [a;b] por

f(b)—f(a)

) = 79~ LTt
) = £ — flaqy T B) = f(a) ola)) =
h(b)=a) = £0) =~ a) = L8 (40) et 0
Logo, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ €]a;b| tal que
/ _ ’c_f(b)_f(a)’c:
e =10~ LT 0 o

de onde se conclui a igualdade pretendida.
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Estamos finalmente em condi¢des de demonstrar a regra de Cauchy:

Prova. Seja I =|a;b|, isto é, situemo-nos no caso em que a é o extremo inferior do intervalo I. A
demonstragdo no caso em que I =|b;a[ é em tudo andloga. Por outro lado, vamos supor que o

! /
limite | = lim G é finito. Caso contrdrio, se lim () = doo, bastard inverter os papeis de f
x—at g’(x) x—at g’(x)
&)
e g, obtendo-se em particular que lim =0.
x—at f/ (X)

Dados x,y €|a;b|, x <y, existe ¢ €]x;y| tal que

f&)—fO) _ fle)
gx)—g(y)  gle)

Seja € > 0. Tomando y suficientemente proximo de a,

f'()

g'(c) -

() —s0y) <& @D

ﬂ@—ﬂﬁ_4

Caso 1: lim f(x) = lim g(x) =0.

x—at x—at
Passando ao limite x — a™ na desigualdade (4.1), obtém-se que para y suficientemente préximo de
a se tem

@ —l| < €,
g(y)
pelo que, por definicdo, lim @ =1
x—at g(x)
Caso 2: lim g(x) = oo,
x—at

Da desigualdade (4.1), dividindo ambos os termos da fragdo por g(x),

U_®<L_aw><fux;ﬂw<u+@<y_aw>

g(x) g(x)

.. . . X . . , . .
Ignoramos, para ja se o limite hm+ fg)) Contudo, passando ao limite superior e mferzor na
x—am (X

desigualdade acima,

f() f()

[—e<liminf—= <l+¢e e [—¢e<limsup—=<I[+E.
xoat g(x) wsat 8(%)

Finalmente, da arbitrariedade de € > 0 resulta que

f) f(x)

| =liminf —= = limsup —/,
x—at g(x) x—at g(x)

pelo que lim @ =1l
x—at g(x)

Exercicios do Capitulo 4

Exercicio 4.3.1 Determine o dominio e uma expressao designatdria da funcéo derivada de:
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xar2cxtan(x) se x£0
@ g)=4¢
0 se x=0
x%cos (%) se x#0
(b) h(x) =
0 se x=0
x—1
se x>0,x#1
© it =1 MV
4 se x=1

Exercicio 4.3.2 Calcule os limites:

(@ lim mrl((;:(e:()s((x)) ® ;lHllns(ii)g;)l

iy tan( ®) @ lm mgx_—;)

x50 smbe; bek 2 }—>0 %
€ lgow, o,feR (k) lim :; 1
0 tig e 0 i S
i P O3
(m) xlg(l)l+ m () xl—igloo g’ comn &N
@ i S 0 i P
(g) lim m () Lo, m

Exercicio 4.3.3 Calcule os limites



4.3 Exercicios do Capitulo 4 53

. X 1 . 2 1
(@) lim, <x_ 1 1n<x>> () lim <x - x3>

Nz

() yLlTwy(z arctan(3y) — 1) d) xli%l N

. /2 i . -l
(e) lim (1 +sin (x)> () lim (Smt(t)>

1

() lim (1 +tan(3x))"

fol—

(h) lim(x*> 4+ 1)~
x—0

1

X
2 T ( (2 )
(i) lim [ cos (f) 1)) Jim sin(2x)
x—0 4
sin(x) . . 1
(k) lim <1> (» lim xsin (- )
x—0t \ X
Exercicio 4.3.4 Seja f a fungdo de dominio R, definida por

arctan(l) sex <0

x

flx) = o sex=0
X
_— >0
\ In(1+x)B sex

como €Ref eR\{0}.
(a) Determine os valores dos pardmetros @ e 3 para os quais a fungdo é diferencidvel em R.

(b) Defina a fungdo derivada de f para os valores de o e de 8 determinados na alinea anterior.
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5.1

Derivadas de ordem superior

Como vimos nas secgdes anteriores, a derivada f/ mede, pontualmente, a taxa instantanea de
variagdo de f. Por sua vez, o conhecimento da taxa de variacdo de f’, quando existe, fornecerd
mais informagdes sobre a fungdo inicial f. Assim, quando possivel, € interessante definir-se a
derivada da derivada de f, a fung¢do f” := (f’)’, a que se dd o nome de <derivada segunda de f>.
Sucessivamente, podemos também definir a <derivada terceira de f> (f” := (f")’), a «derivada
quarta de f>, (f"" := (f""))...etc.

Dado um ponto material P que se desloca num eixo e que ocupa, no instante ¢, a posi¢ao d(t),
sabemos ja que a velocidade de P é definida por v(¢) = d’(t). Por sua vez, a derivada de v (isto é, 2
derivada segunda da posi¢@o) di-se o nome de “acelera¢do”de P: a(t) =V (t) = d”(t). Por outras
palavras, a aceleracdo mede a variagdo da velocidade. Na verdade, o termo “aceleragao”é utilizado
em muitos contextos, mas sempre com este sentido de uma segunda variag@o. Dizer, por exemplo,
ainda que de forma algo coloquial, que a ”economia estd a acelerar”, significa que a economia esta
a ’crescer cada vez mais”, ou seja, que estd a aumentar a velocidade com que a economia esta a
crescer.

Definicao 5.1.1: Segunda derivada

Seja f uma fung¢do diferencidvel de dominio D e f” a respetiva fungdo derivada, de dominio
D; C D. Se f’ for diferencidvel em a € Dy diz-se que <f € duas vezes diferencidvel em a> e
denota-se por f”(a) (ou por f?)(a)) a derivada de f’ no ponto a: f”(a) := (') (a).

Fica assim definida a fun¢do <segunda derivada de f>, f”, de dominio

Dy = {x € Dy : f édiferencidvel em x} C D;.

Mais geralmente, podemos definir por indugao todas as derivadas de ordem superior de f: para
n € N, supondo ja definida a derivada de f de ordem n, a funcdo f (") de dominio D,, seja
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FO+D) = (f) a derivada de f de ordem n + 1, de dominio
Dyi1 = {xeD, : f™ é diferencidvel em x} C D,.

Se, para um dado ponto a € D, f*) (a) existe para todo 0 k < n, f diz-se <n vezes diferencidvel no
ponto a». Se f for n vezes diferencidvel em todos os pontos de um dado conjunto C, f diz-se <n
vezes diferencidvel em C>. E igualmente usual utilizar a seguinte terminologia:

Definicao 5.1.2: Funcoes de classe C"

Sejan € N e f uma fungao n vezes diferencidvel num conjunto aberto Q C R.
Se £ for continua em Q, f diz-se <de classe C" em Q> (f € C*(Q)). Se f admitir
derivadas de qualquer ordem em Q, f diz-se <de classe C* em Q> (f € C*(Q)).

Omitimos as provas das seguintes propriedades, que podem ser demonstradas de maneira imediata
por inducio:

Proposicdo 5.1.1 Sejan € N e sejam f e g fungdes n vezes diferencidveis num ponto a. Entdo
f+g, f—g, fxgsao n vezes diferencidveis em a.
Se, para além disso, g(a) # 0, a fungdo Jé ¢ também diferencidvel n vezes em a.

Também, € facil verificar que se f e g forem n vezes diferenciaveis num dado ponto a, se tem

(f+8)" (@) = £ (a) +&" (a)

e, paratodo o k € R,
(kf)™ (a) = kf " (a).

A seguida férmula exprime a derivada de ordem n de um produto de duas fungdes em termos das
respetivas derivadas:

Proposicdo 5.1.2 — Formula de Leibniz. Sejan € N e sejam f e g duas fungdes n vezes dife-
rencidveis em a.
Entao,

« )@ =Y (™) ()" (a),
0@ = 3 (}) @
©

k
onde se usou a convengio £ (a) = f(a) (e g (a) = g(a)).

Prova. Esta férmula tem obvias semelhancas com a formula dita do binomio de Newton. Vamos
demonstrd-la também por indugdo.
Paran =1, a férmula de Leibniz reduz-se ao caso jd conhecido da derivada do produto:

(f x8) V(@) = fM(a)g(a) + f(a)g"(a).

Suponhamos agora que para um dado n € N se tem

n ¢ n n—

(rx9@ = ¥ (1) "0 o).
k=0

Derivando ambos os membros, obtém-se

(f x g)(n+1)(a) — zn: (Z) (f(nfk) % 8(k))’(a),

k=0
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ou ainda,
n < n n+1— < n n—
(fxg)( +1)(a) — Z <k>f( +1 k)(a)g(k)(a)+ Z <k>f( k)(a)g(k+l)(a)‘
k=0 k=0
Da mudancga de indice k — k+ 1 no segundo somatorio conclui-se que
n+1

) gy = 3 () A 18 ()0 m\ 1) () o) (
0@ = 3 () @+ L (1 ) @

k=0

S k) )0 I 20) (41,01 (4
+k; <k—1>f (a)g"(a) <n+1>f (a) (a)
OISR ol T n (10 () o0 (4) & £(q) o@D (g
S a)g( )+k;<<k>+<k—l>>f (a)g™ (a) + f(a)g"" " (a)
N (1T p 10 4,0
k_0< ' >f (a)g"(a),

o que conclui a prova.

Polinébmio de Taylor

Estuddmos no inicio desta seccao a funcao afim T que melhor aproxima, num certo sentido, uma
dada fun¢do f na vizinhanga de um ponto a do respetivo dominio. Quando uma tal fun¢ido afim
existe, apeliddmos de <reta tangente ao gréfico de f no ponto A(a; f(a))> o grafico de T.

Observando que 7 € uma fungdo polinomial de grau 1, pretendemos nesta seccao substitui-la
por uma fun¢do polinomial de grau superior, com o intuito de obter localmente uma melhor
aproximacao de f.

Se f for n € N vezes diferencidvel no ponto a, uma candidata natural serd uma fung¢io polinomial
P que verifique, paratodoo k=0,...,n,

Com efeito, as derivadas de f no ponto a contém informagao sobre o respetivo comportamento local:
f'(a) mede a variagdo de f, f”'(a) a varia¢do da variago...etc. Assim, é expectdvel que uma fungdo
polinomial que partilhe com f o valor de todas estas derivadas se assemelhe significativamente a
essa fungdo na vizinhanga de a.

Por outro lado, regressando a funcéo afim 7, vimos que necessariamente

e concluimos igualmente que o declive de uma tal reta é igual a f'(a), ou seja, que
T'(a) = f'(a).

Assim, a introducdo de um polindémio com as caracteristicas acima expressas constitui, também
deste ponto de vista, uma extensdo natural da aproximacao de f pela funcdo afim 7"
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Definicao 5.2.1: Polinémio de Taylor

Sejan € N, f uma fungdo n vezes diferencidvel num ponto a € Dy e B, um polinémio de
grau inferior ou igual a n. Se paratodoo k=0,...,n

P, diz-se <polinémio de Taylor de ordem n de f centrado em a>.

Observacao 5.2.1. Quando a = 0, é usual apelidar P, de <polindmio de Maclaurin de ordem n de

fo.

Tomemos, por exemplo, a fun¢do exponencial f definida em R por f(x) = e*.
A reta tangente ao grafico de f no ponto (0; £(0)) = (0; 1) tem por equagio

y=T(x) = £(0) +x7'(0) = 1 +x
O polinémio P> (x) = ag + ajx + ax* é polinémio de Maclaurin de f de ordem 2 se P»(0) = £(0),
P}(0) = f'(0) e P§(0) = f”(0), ou seja, se ap = a; = 1 e a, = 5. Obtivemos assim

1
Py(x) = 1—|—x+§x2.

Na figura seguinte representdmos, numa vizinhanca de a = 0,
e O grifico de f (de equacdo y = €%);
e A reta tangente ao grafico de f no ponto (0;1) (de equagdo y = 1 +x);
e O gréfico de P, (a pardbola de equagdoy = 1+x+ %xz).

y=14+=x

Figura 5.1

Da ilustragdo resulta de facto a ideia de que P, constitui uma melhor aproximacgao de f do que 7.
Mais adiante justificaremos rigorosamente este resultado.
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A propriedade seguinte garante a existéncia e a unicidade do polindmio de Taylor:

Teorema 5.2.1: Expressao do polinémio de Taylor

Sejan € N e f uma fungio n vezes diferencidvel num ponto a € Dy. Entdo o polinémio B,
definido por

P,(x) = i ar(x—a)*
k=0

onde, paratodoo k=0,...,n,
fY(a)
k!
€ o (nico) polinémio de Taylor de f de ordem n centrado em a.

ay =

Prova. A familia p;(x) = (x—a)’, 0 < j < n, é uma base do espago R, [X] dos polindmios de grau
inferior ou igual a n. Assim, um polinémio P deste espaco escreve-se em toda a generalidade como
combinagdo linear dos polinémios p;:

n
P(x) = Zaj(x—a)/, ajcR.
j=0
E imediato verificar por inducdo que para todo o k se tem

PR (x) = Y a;ji(x— a)’ =~
=k

pelo que, tomando x = a, P%) (a) = agk!.
Assim, P é polinémio de Taylor de f de ordem n centrado em a se e so se para todo o k, [ (k) (a) =
ark!, o que conclui a prova.

Foquemo-nos presentemente no estudo da qualidade da aproximacdo fornecida pelo polinémio de
Taylor. O seguinte teorema fornece uma importante informacao acerca do erro que se comete ao
substituir-se f pelo respetivo polinémio de Taylor numa vizinhancga de a:

Teorema 5.2.2: Formula de Taylor com resto de Peano de ordem 7

Seja n € Ny, f uma funcdo n vezes diferencidvel num intervalo aberto I e a € I. Entdo,
existe uma func¢@o x — €(x) definida numa vizinhanga ¥, do ponto a tal que, para todo o
x € Ya,

n f(k)

(@ a)* + (x —a)"e(x), com lim £(x) = 0.
k=0

X—a

f()

Este resultado afirma que, sendo P, o polindmio de Taylor de ordem n de f centrado em a, o resto
R, (x) = f(x) — P,(x) pode ser escrito na forma
Ry(x)=(x—a)"e(x), lime(x)=0.
xX—a
E a esta forma particular do resto R, que se chama, usualmente <resto de Peano>, em homenagem ao
matematico italiano do século XIX. Antes de passarmos a demonstragdo do teorema, comentemos
um pouco o seu significado: (x —a)" tende para 0 quando x tende para a. A “’velocidade” dessa

ni
A : . : . (x—a
convergéncia € tanto maior quanto n € grande, no sentido em que se n; > ny, lim E;"z =
x—a (x —a
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Figura 5.2: Velocidade de convergéncia para 0 do monémio (x — a)"

Por outro lado, dada uma fung¢io € de limite nulo, (x — a)"&(x) tende para 0 a uma velocidade
superior a de (x —a)". Assim, aquilo que o Teorema 5.2.2 garante é que a diferenga f(x) — B,(x)
tende para 0 a uma velocidade superior a de (x —a)".

Prova. do Teorema 5.2.2
Consideremos a fungcdo g = f — P, definida numa vizinhanga de a. Por defini¢do do polindomio de
Taylor, tem-se, para k=0,1,...,n,

. . Lo X .
Aplicando n vezes consecutivas a regra de Cauchy ao limite lim 8(x) obtém-se

x—a (x — a)"

! (n) (n)
x—a (x—a)" x—an(x—a)"! x—an!(x—a)l n!
e a prova fica concluida tomando €(x) = 8()
(—a)"

O resultado seguinte mostra que o polinémio de Taylor € o tinico polinémio de grau inferior ou
igual a n para o qual f — P, tende para zero a velocidade superior a de (x —a)™:

Proposicdo 5.2.1 Sejan € N, f uma fungfo n vezes diferenciavel num ponto a interior ao dominio
de f e Q um polinémio de grau inferior a n tal que

fx)=0(x)+ (x—a)"e(x), lime(x)=0.

xX—a

Entao Q € o polinémio de Taylor de f de ordem n centrado em a.



5.2 Polinbmio de Taylor 61

Prova. Seja P, o polinomio de Taylor de f (de ordem n, centrado em a).
Tem-se f(x) = Py(x)+ (x —a)"&(x) onde a fungdo & tem limite nulo em x = a.
Assim,

H(x) :=0(x) — Py(x) = (x—a)"(e(x) — &(x)). (5.1

Supondo que H é ndo nulo, a é raiz de H com multiplicidade k < n, isto é, H(x) = (x — a)*Hj (x),
H,(a) # 0. Substituindo na igualdade (5.1),

Tomando o limite quando x tende para a,

Hl(a) == limHl(x) =0.

X—a

o que é absurdo. Assim, H=0e Q = P,.

Este resultado mostra que o polindmio de Taylor de ordem n é aquele que, de entre todos os
polinémios de ordem n, melhor aproxima a funcdo f na vizinhanca de a. Mais concretamente,
poderiamos, a partir da definicao alternativa de polindmio de Taylor, que generaliza a Definicao
3.2.1:

Defini¢ao 5.2.2: Polinémio de Taylor - Definicao alternativa

Seja f uma funcdo n vezes diferencidvel num ponto a do respetivo dominio. O polindmio
de Taylor P, é o (Gnico) polinémio de grau inferior ou igual a n, com P,(a) = f(a), que
verifica a seguinte propriedade:

Para todo o polindmio Q de grau inferior ou igual a n com Q(a) = f(a), existe uma
vizinhanga ¥, de a tal que

Vx € %aND, |f(x) = B, (x)| < [f(x) — Q(x)].

Em particular, ao gréifico de P, poderiamos chamar <pardbola tangente a f no ponto (a; f(a))>, ao
grafico de P; <ctbica tangente a f no ponto (a; f(a))>...etc.

Exemplo 5.2.1 Consideremos a fungio f definida em | — 1;+oo[ por f(x) = In(1+x). Tem-
se f'(x) = iz, (0 = 7y € () = s de onde f(0) =0, £/(0) = 1, f"(0) = ~1e
f (3) (0) = —2. Assim, os polinémios de Maclaurin de f de ordens 1, 2 e 3 sdo dados respetivamente
por P (x) =x, Po(x) =x— %xz e Py(x) =x— %xz + %x3.
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L 3
gfﬂr—g.a +§:r

y=In(l+z)

Figura 5.3: Reta, pardbola e ctibica tangentes ao gréfico de f no ponto (1;0)

Sera util, de futuro, conhecer a férmula de Taylor centrada em O para algumas funcdes usuais. Os
resultados expressos podem ser facilmente verificados calculando as derivadas em 0 das diferentes
funcodes.

e Funcao exponencial

1 1
e =1+x+ §x2+~-+ Ex”—i—x”s(x),

lime(x) =0, neN.
x—0

Funcao seno

1

2n—1 2n—1
P aE—— €
on— 1)!x +x (x),

. 1 1
Sin(x) =x— 4o 2 o (1)

lime(x) =0, neN.
x—0

Funciao co-seno

x2n +x2n£(x),

1 1
cos(x) =1— —x>+ —x*+... 4+ (=1)"

217 4 (2n)!

lime(x) =0, neN.
x—0
Funcao logaritmica x — In(1 4+ x)

1 1 1
In(l+x)=x— Exz—l— §x3 +-+ (—1)”—')6" +x"e(x),
n!

lime(x) =0, neN.
x—0
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e Funcao racional x — l—lx

1

1—x

=1 +x+x> 4+ +x"+x"e(x),

lime(x) =0, neN.

x—0
Esta dltima férmula pode ser obtida sem célculo de derivadas. Com efeito, pela férmula da soma
dos primeiros termos de uma progressdao geométrica, sabemos que, para x # 1,

l_xn+1 1
1 . I’l: — _ n .
Ay 1—x 1—x o 1—x

Assim, com €(x) = %=, de limite nulo em 0, tem-se

1

1—x

=1+x+x"+ - +x"+x"e(x).

Observe-se também que a Proposi¢do 5.2.1 garante que o polinémio P(x) = 1 +x+x> 4 --- +x" é
o polinémio de Maclaurin de f de ordem n.

Suponhamos que x > a, por exemplo, e relembremos agora o Teorema de Lagrange: dada uma
fun¢do continua no intervalo [a;x| e diferencidvel em ]a; x|, existe ¢ €]a; x| tal que

_ f0) —fla)

X—a

)

f(e)

ou seja,
fx)=fla)+(x—a)f'(c).

Observando que Py = f(a) é o polinémio de Taylor de f de ordem 0 centrado em a, obtivemos uma
nova expressao para o resto de ordem O:

Ro(x) = f(x) = Ro(x) = (x—a) f'(c).

Esta nova forma do resto € na verdade mais geral, e é tradicionalmente conhecida como «Resto de
Lagrange:>

Teorema 5.2.3: Formula de Taylor com resto de Lagrange de ordem n

Seja n € Ny, f uma fungdo n+ 1 vezes diferenciavel num intervalo aberto / e a € I (por
exemplo x > a). Entdo, para todo o x € I'\ {a}, existe ¢ €]a;x][ tal que

n (k) a x—qa)"t!
£(x) :l;)f k!( )(x_a)k+((’1_+_)1)!f(n+l)(c).

Este teorema afirma que o resto de ordem n, R, = f — P,, pode escrever-se na forma

(x _ a)n+l

(n+ 1>‘ f<n+1>(c)7

R,(x) =

dito <Resto de Lagrange>, o que generaliza a expressdo mais acima obtida para o resto de ordem O.
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Prova. Consideremos a funcdo h definida por

n (k)
o) = 1)~ Y T D et me— e,
k=0 '

onde a constante M é escolhida de tal forma que h se anule em t = a, ou seja, M é tal que

n () (g
f@):;%fkf)u—ay+wﬂx—awﬂ.

Para demonstrar o Teorema 5.2.3 basta pois verificar a existéncia de c¢ €|a;x| tal que M =
f(n+1)( C)

(n+1)1°
Uma vez que f é n+ 1 vezes diferencidvel no intervalo I, h é continua em [a;x], diferencidvel em
la; x| e tem-se

n (k) (k+1)
Wit)y=Y <f k!(t)k(x—t)k_l - fk!(t)(x—t)k> +M(n+1)(x—1)"

(x—t)"+Mn+1)(x—1)"

B f0() PSS & D ()
"é%@—Jﬂ( ) 2% k!

:_ﬂi%”@_m+Mm+U@—m.

Observando ainda que h(a) = h(x) = 0, o Teorema de Rolle garante a existéncia de c €|a; x| tal
que W' (c) =0, ou seja,
f(n+1) ( C)

(n+1)!°

Aplicacao 9: Polinémio de Taylor e aplicacoes financeiras

Considere-se uma aplicacao financeira com uma taxa de juro composto de 7% ao ano.
Designando por Cy o capital inicial, o capital acumulado, decorridos n anos, é dado por

Cn) = Co(1 +r)".

Para um investidor é importante saber a priori em quantos anos o capital investido aumenta
numa determinada proporgdo . Esse nimero obtém-se resolvendo a equagdo C(n) = aCy,
emordem an :
r n r n
Ch)=aCeCGll+—| =aC& |1+— | =«
(n) = aCo o( ; 100) ) < i 100)
Ina
-

In{1+—

< + 100)

@m<uw&0 :ma@nm0+d&>:ma@nz

Para o caso da duplicacdo do investimento, ou seja o = 2,

In2

—
(142
n( +100)

n—=
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Nesta situagdo, € pratica comum a utilizagdo de férmulas simples que permitem calcular
rapidamente uma aproximacao razodvel do nimero n. Essas regras podem ser obtidas com
aproximagdes da funcdo logaritmo.

Regra dos 70
O polinémio de Taylor de ordem 1 centrado em 0 da fun¢@o f definida pela expressdo
f(x) =1n(1+x) é dado por
1
Pi(x) = £(0) +xf'(0) =In(1) +x7 =x.

. . r
Se a taxa de juro r for apenas de alguns pontos percentuais, tem-se 100 < 1, pelo que

se obtém uma aproximacao de n substituindo o denominador pelo respetivo polinémio de
Taylor e In2 por 0, 7:

r
100

Por exemplo, se a taxa de juro for de 5% ao ano, sabe-se que o investimento duplicard em
aproximadamente 14 anos.

Regra dos 72
Quando o ndmero 70 nio é mdltiplo de r, mas é multiplo de r o nimero 72, é por vezes
usada a <regra dos 72»: para facilitar o cdlculo mental e obter-se uma estimativa ripida,
substitui-se o nimero 70 pelo niimero 72:

72

nx —.

Se a taxa de juro for agora 3% ano, o resultado obtido com esta regra € de 24 anos (enquanto
o nimero de anos dado pela <regra dos 70> seria de 23,3.)

Note-se que os nimeros naturais 1,2,3,4,5,6,7,,9 e 10 sdo todos divisores de 70 ou de 72:
assim, combinando estas duas regras, pode obter-se mentalmente uma estimativa rapida do
tempo de duplicacdo do investimento para qualquer uma destas taxas de juro.

Regra dos 69,3
Aqui, utiliza-se a aproximacao mais precisa In2 ~ 0,693, substituindo-se portanto o nume-
rador por 69, 3:

0,693 69,3
n~ = .

v
100

r

Regra E-M
A <regra E-M>» recorre a aproximacgao dada pelo polinémio de Taylor de ordem 2 centrado
em 0 da funcdo f,

/ x* /" x*
P (x) = f(O) +1f(0)+ Zf"(0) =x— 3,
utilizando-se também In2 ~ 0,693. Assim,
2
o — 0,?93r = 0,693 2% 100? — 69,3 " 00 .
W_E(W) 2007 —r r 200 —r
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Aplicacdo a otimizacdo local

O calculo diferencial constitui um poderoso instrumento para localizar os extremantes locais de
fungdes regulares. Antes de comecarmos a desenvolver a teoria necessdria a essa tarefa, comecemos
por fixar a seguinte nomenclatura:

Definicao 5.3.1: Ponto critico

Seja f uma fung¢do diferencidvel num ponto a interior ao dominio de f. Se f'(a) =0, a
diz-se um <ponto critico de f>.

Geometricamente, a € um ponto critico de f se a tangente ao gréfico de f no ponto A(a; f(a)) for
horizontal. Vimos também, na Sec¢do 3.1, que se f atingir um extremo local num ponto a interior
ao seu dominio entdo a € um ponto critico de f (Teorema de Fermat).

Assim, para localizarmos os extremantes locais de uma dada fung¢ao f, parece ser uma boa ideia
comecar por determinar os respetivos pontos criticos.

Contudo, um ponto interior ao dominio de f pode ser um ponto critico sem que se trate de um
extremo local, como ilustramos de seguida:

Exemplo 5.3.1 Consideremos a funcio f definida em R por f(x) = x>. Tem-se f'(x) = 3x% e
f'(0) =0: a =0 ¢é um ponto critico de f. Contudo, para todo o x > 0, f(x) > 0 = f(0) e, para todo
ox <0, f(x) <0= f(0), pelo que @ = 0 ndo é um extremante local de f.

Figura 5.4: Ponto de sela

O gréfico desta fungdo, que se assemelha ao dorso de um cavalo, motiva a seguinte defini¢io:
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Seja f uma fungdo diferencidvel num ponto a interior ao dominio de f. a diz-se um <ponto
de sela de f> se f'(a) = 0 e a ndo for um extremante local de f.

No caso de f admitir derivadas de ordem superior, existe um critério simples que permite distinguir,
de entre os pontos criticos de f, os extremantes locais e os pontos de sela:

Teorema 5.3.1: Classificacao de pontos criticos

Seja f uma funcdo n vezes diferencidvel num intervalo aberto I, comn > 2, e a € [ um
ponto critico de f. Se existir 2 < k < n tal que

f@) == D) =0e f¥(a) £0.

Entao:
e Se k é impar, a € um ponto de sela de f.
e Se k € par, a € um extremante local de f, e
- se f&) (a) > 0, f atinge um minimo local em f.
- se f® (a) <0, f atinge um maximo local em f.

Prova. Como f'(a) = f®(a) =---= f*(a) =0, 0 polindmio de Taylor de f de ordem k centrado
em a é dado por
k
xX—a
A = fla) + E= D )
e, pelo Teorema 5.2.2, numa dada vizinhanca ¥, de a,
ok
70 = 7@+ 2 0 )+ (- a)e), time(x) =0,

k! x—a

®) (g
)~ f(@) = (r—a)f (f (@) +e<x>).

ou seja,

k!

x—a k!
1W(a).

Assim, para todo o x numa certa vizinhanga de a:
o Seképare f(a) >0, f(x) — f(a) > 0: a é um minimizante local;
e Seképare f¥(a) <0, f(x)— f(a) < 0: a é um maximizante local;
o Sek é impar, f(x)— f(a) muda de sinal em x = a: a é um ponto de sela.

(k)
Como lim €(x) = 0, para x suficientemente proximo de a, <f (@) + 8(x)> tem o0 mesmo sinal de

Exercicios do Capitulo 5

Exercicio 5.4.1 Considere as fungdes definidas pelas expressdes

16) = €% 86) = 2 hw) = In(e). e i) = V&

(a) Explicite os polinémios de Taylor de ordens n =1 e n = 2 de:
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(i) f, centrados no ponto a = 0;
(i) g, centrados no ponto a = 1;
(i) h, centrados no ponto a = 1;
(i) i, centrados no ponto a = 16.
(b) Esboce o gréfico destas fungdes, e, no mesmo referencial, os graficos dos respetivos po-
linémios de Taylor de ordens 1 e 2.
(c) Utilize os polinémios de segunda ordem obtidos na primeira alinea para obter aproximacgdes

de
1

0,8’
Verifique com uma calculadora a qualidade destas aproximacdes.
Nota: Na verdade, a simples utilizacdo do polinémio de Taylor para efetuar uma estimativa pontual

ndo € suficiente para aferir a precisdo da mesma. Em contra-partida, a utilizacdo da férmula de
Taylor, objeto dos préximos exercicios, permite majorar o erro efetuado neste tipo de aproximacodes.

In(1,1); Ve; V17.

Exercicio 5.4.2 Considere a fungdo i definida por i(x) = /x.
(a) Escreva a férmula de Taylor de ordem 2 centrada em a = 16 para a fung@o i.
(b) Mostre que o erro cometido com a aproximacao linear obtida para v/17 no exercicio anterior

ndo excede %
Exercicio 5.4.3 Considere as fungdes f e g definidas por f(x) = €* e h(x) = In(x).
(a) Explicite a férmula de Taylor de ordem 2 centrada em a = 0 para a fungao f.
(b) Explicite a féormula de Taylor de ordem 2 centrada em a = 1 para a funcio h.
(c) Utilizando as alineas anteriores, majore o erro cometido no Exercicio 5.4.1 nas aproximagoes
de segunda ordem de /e e de In(1,1).

Exercicio 5.4.4 Escreva a férmula de Taylor de ordem 1 com resto de Lagrange, centrada nos
pontos a indicados, para:

1
(a) f(-x):;’azl’
b) g(x)=vV9—x,a=0;

1
(¢) h(x)= NeTee a= -
(d) j(x) = arctan(x),a=1;

(e) u(x)=arcsin(x),a =0.

Exercicio 5.4.5 Considere a funcio f definida por f(x) = x°.

(a) Escreva os polindmios de Taylor de ordens 1, 2 e 3, da funcdo f, centrados no ponto a = 1.

(b) Explicite as féormulas de Taylor de f com resto de Lagrange centradas no ponto a = 1 e de
ordens 1, 2 e 3.

(c) Como se pode escrever o polinémio P(x) = x* como soma de poténcias de (x —2) ?

Exercicio 5.4.6 Escreva a férmula de Maclaurin de ordem n, com o resto de Lagrange, das fungoes

(@) e () In(1+2x) © 1 (d) arctan(x)
1—x?
Exercicio 5.4.7 A partir do polindmio de Maclaurin para ¢*, obtenha o polinémio de Taylor de
ordem n, centrado no ponto 2, da fungio definida por f(x) = e3**2.

Exercicio 5.4.8 Seja f uma funcdo de classe C2(R) e sejam ¢ e v definidas por ¢ (x) = f(e* 1)
e y(x) = f(arcsin(x)).
Mostre que

(a) as funcdes ¢ e Y sio respetivamente de classe C>em Reem | —1;1].
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() ¢'(1) = y'(0);

(c) ¢"(1)=2¢"(1) —4y"(0) = 0.
Exercicio 5.4.9 Determine os pontos criticos das seguintes fungdes e, para cada um deles, averigue
se se trata de um minimizante local, de um maximizante local ou de um ponto de sela.

(a) 43 —8x—12 (b) 2x3 —3x> —12x+2 (c) x(x—3)>+4
(d) x+l (e) x3—% () %
X X e
x x (i) xe*
(® R (h) 2

() xIn(x) k) e(x2—1)> () (2 —3)2






6.1

Fungcoes convexas e fungoes concavas

As fungdes convexas t€ém um papel importante em varios problemas de otimizac¢do. Dedicamos a
presente seccio ao seu estudo. Geometricamente, uma funcéo diz-se convexa se qualquer segmento
que una dois pontos do respetivo grafico (a <corda>) ficar situado “acima” deste, como se ilustra na
figura seguinte:

corda

Figura 6.1: Corda acima do grafico

De forma andloga, uma func¢ao diz-se concava se as cordas ficarem “abaixo” do gréfico:
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Figura 6.2: Corda abaixo do grifico

Vamos formalizar um pouco esta ideia: os pontos de um dado segmento [xp;x;] sdo os pontos
da forma x; = tx; + (1 —#)xp, com ¢ € [0;1]. Consideremos por outro lado o segmento de reta
de extremidades (xq,yo = f(x0)) e (x1,y1 = f(x1)). A ordenada do ponto deste segmento de reta
que tem abcissa x; ¢ dada por y, =1f(x;)+ (1 —1)f(x0). Assim, dizer que o segmento de reta
estd “acima”(respetivamente “abaixo”) do gréifico é o mesmo que dizer que se tem f(x;) <y,
(respetivamente f(x;) > y,) para todo o .

(1,91 = f(21))

(20,90 = f(20))

(1, f21))

0 Ty = try + (1 - f).%‘()

S T T pep——

e — — —
o— —

Figura 6.3: Caracterizacdo analitica da concavidade
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Seja f uma fun¢do definida num intervalo /.
A funcdo f diz-se <convexa> em [ se para quaisquer xg,x; € I,

vt € [0;1], ftx1 + (1 —1)xo) < tf(x1)+ (1 —1)f(x0).
A funcdo f diz-se «cOncava> em I se para quaisquer xp,x; € /,
Ve € [0:1], f(tx1 + (1= 1)x0) > 1 (x1) + (1 —1).f (x0)-

Se as desigualdades acima forem estritas para todo o ¢ €]0;1[, f diz-se <estritamente
convexas/<estritamente concavas.

Fornecemos de seguida uma caracteriza¢do muito util destas funcoes:

Teorema 6.1.1: Caracterizacao das funcoes convexas

Seja f uma fungdo definida num intervalo /. A fungdo f é convexa se para quaisquer
Xq < xp < X no intervalo 1,

Jxe) = f(x)

9

) — %)

Xp — Xg Xe — Xp

isto é, considerando os pontos A (x4; f(x4)), B(xp; f(xp)) € C(xc; f(xc)), e os declives map e
mpc das retas AB e AC,
map < Mpc.

Da mesma forma, f é concava se

S () = f%a)

Xp — Xa Xe —Xp

fxe) = f ()

)

ou seja, se
map 2> MpC-

Finalmente, se todas as desigualdades acima forem estritas, obtém-se uma condi¢do ne-
cessdria e suficiente para que f seja estritamente convexa/concava.

Prova. Retomemos as notagées da Defini¢cdo 4.1.1:
X0 1= Xg, X1 1= X € X; = Xp para algum t €]0;1[. Entdo,

f(x) — f(xo) < flxn) = fx)

Xt — X0 X1 —X¢

& (f(x) = f(x0)) (v =x) < (f(x1) = () (= x0)

map < mpc <

& f(x)xr — f(x0)xt + f(xo0)x < f(x1)x: — f(x1)x0 4 f (x:)x0
& f(x) (1 —x0) < (f(x1) — f(x0))x — f(x1)x0 + f(x0)x1
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& f(x) (1 —x0) < (f(x1) — f(x0)) (tx1 + (1 —1)x0) — f(x1)x0 + f (x0)x1
& f)(x1 —x0) <tf(x1)(x1 —x0) + (1—1) f(x0) (x1 —x0)

& flx) <tf(a)+(1—1)f(x0),

podendo também obter-se a caracterizagcdo das fungdes concavas invertendo todas as desigualdades
acima, e a das funcdes estritamente convexas/céncavas substituindo-as por desigualdades estritas.

Figura 6.4: map < mpc

Exemplo 6.1.1 Vamos demonstrar que a funcdo f definida em Rar por
flx)=vx
é estritamente concava. Sejam pois 0 < x, < xp < X, :

F0) =) S = F() =

Xp — Xg Xe — Xp Xp — Xg Xe — Xp

Multiplicando pelas quantidades ditas ’conjugadas”,

1 1
- > =
\/xb‘i’\/xa \/xc"i'\/xb

Ve > \/Xa,

o que é uma proposi¢ao verdadeira.
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Figura 6.5: y = /x

Observacao 6.1.1. Diz-se por vezes do grdfico de uma funcdo convexa (respetivamente concava)
que tem a “concavidade virada para cima” (respetivamente "para baixo” ). Utilizaremos ocasio-
nalmente esta nomenclatura.

A seguinte proposi¢do € de demonstracdo imediata:

Proposicdo 6.1.1

fconvexa em / < — fcOncava em /.

Apresentamos agora a no¢do de ponto de inflexdo. Um ponto de inflexao é um ponto que separa
uma regido em que f € convexa de uma em que f € concava. Mais precisamente:

Definicao 6.1.2: Ponto de inflexao

Seja a um ponto interior do dominio de f. Se, para um certo 42 > 0, f é convexa (respeti-
vamente concava) no intervalo |a — h;a] e cdncava (respetivamente convexa) no intervalo
[a;a + h[, a diz-se um <ponto de inflexdo de f>.
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Figura 6.6: Ponto de inflexao

6.2 Convexidade e diferenciabilidade

Se uma dada funcdo for diferencidvel, existe um critério simples para saber se se trata de uma
fun¢do convexa ou cOncava:

Teorema 6.2.1: Convexidade e monotonia da derivada

Seja f uma funcao diferencidvel num intervalo /. Entdo
f (estritamente) convexa em I < f’ (estritamente) crescente em 1.

f (estritamente) concava em / < f’ (estritamente) decrescente em 1.

Prova. A segunda afirmacdo deduz-se trivialmente da primeira, considerando por exemplo a
fungdo — f e utilizando a Propriedade 6.1.1. Assim, apenas justificaremos a primeira equivaléncia.
o = Suponhamos que f é convexa em 1. Sejam xo < x| dois pontos de 1. Pretendemos
provar que entdo f'(xg) < f'(x1). Consideremos dois pontos suplementares x e y tais que
X0 <x<y<uxj.
Como f é estritamente convexa,

[ = flxo) _ fO) =) _ fla) = f)

X — XQ - y—x - X1 —Yy

ou seja, ignorando o termo do meio,

f(x) = f(xo) f(xl)_f(Y).

<
X —X0 X1 =Y

Passando aos limites x — xo e y — x| obtém-se que f'(xo) < f'(x1).

e < Suponhamos agora que ' é crescente em I. Sejam xo < x| dois quaisquer pontos de I e
X €]xo;x1[. Pelo Teorema de Lagrange, existe a €]xo;x;| e existe b €|x,;x1[ tais que
x) — f(x x1)— f(x

£ = F00) | e _ F0) = F )

Xt — X0 X1 — Xt

fla) =



6.2 Convexidade e diferenciabilidade 77

Notando que a < b e que f' é crescente,
fla) —f(x)

O ZT00) _ g < iy = LD 2S00,

Xt — X0 X1 — X

Uma adaptacdo simples destes argumentos permite provar a equivaléncia também no caso em que
a convexidade e a monotonia sdo estritas.

Exemplo 6.2.1 A fungio f definida por f(x) = e* +x* é diferencidvel em R e tem-se, para todo o
x €R, f/(x) = e* +4x>. Como f’ é estritamente crescente em R (trata-se da soma de duas funcdes
estritamente crescentes), f € estritamente convexa em R.

Figura 6.7: y = ¢* +x*

O gréfico das fungdes convexas t€m a interessante propriedade geométrica de se situar acima das
respetivas tangentes. Mais concretamente:

Proposicdo 6.2.1 Seja f uma fungdo convexa e diferencidvel num intervalo I, A(a; f(a)) um
ponto do respetivo grifico Gre r : y = (x—a)f’(a) + f(a) a reta tangente a G s no ponto A. Entdo
G esta contido no semiplano

nt={(xy) €R’ 1y > (x—a)f'(a) + f(a)}.

Analogamente, se f for cOncava, G estd contido no semiplano
1 ={(xy) eR*: y<(x—a)f'(a)+ f(a)}.

Prova. Vamos provar a afirmagdo no caso em que f é convexa.

Seja xy um qualquer ponto de 1.

Sejam B(xp;yp = (xo —a) f'(a) + f(a)) e C(xo;yc = f(x0)), respetivamente, as intersegées da reta
tangente r com o grdfico de f e com a reta vertical de equagcdo x = xy.

Trata-se de mostrar que yg < yc. Tem-se

8 <ye & (xo—a)f'(a)+ fla) < fxo) & (x0—a)f'(a) < f(x0) — f(a)-

o Se xo = a, esta ultima desigualdade verifica-se trivialmente.
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e Se xg # a (por exemplo xy > a, o caso xy < a pode ser tratado de forma similar),

(@) < F0) = fla)

Xo—a

yg<yce f

o que é verdade. De facto, pelo Teorema de Lagrange, existe b €|a; x| tal que

flx0) = f(a)

Xo—a

f'(b) =

Como a < b e, pelo Teorema 6.2, f' é crescente, f'(a) < f'(b).

Figura 6.8

Uma consequéncia imediata deste resultado € o facto de, num ponto de inflexdo, a tangente ao
gréifico de f atravessar”o grafico.

\

Figura 6.9: Tangente a um grafico num ponto de inflexdo
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Tal como menciondmos no inicio deste capitulo, as fun¢des convexas sao particularmente utilizadas
em muitos problemas de otimizacao. Isso deve-se, essencialmente, ao facto de ser extremamente
facil identificar os eventuais maximos e minimos globais de fun¢des convexas/concavas, como se
ilustra no resultado seguinte:

Teorema 6.2.2: Extremos de funcoes convexas/concavas

Seja f uma funcao convexa definida num intervalo aberto /. Seja xy € I. Entao,
f'(x0) = 0 < f atinge um minimo global em xj.
De forma analoga, se f € concava em /,

f'(x0) = 0 < f atinge um méximo global em x.

A demonstragdo é imediata. Com efeito, a reta tangente ao grafico de f no ponto (xo; f(xo)) é
horizontal, tendo por equacdo y = f(xp). Se f for por exemplo convexa, pelo resultado anterior, o
gréifico de f situa-se acima desta reta, ou seja,

Vxel, f(x) = f(xo)-
Observacao 6.2.1. Note-se que uma funcdo diferencidvel e estritamente convexa/concava num

intervalo aberto admite no mdximo um ponto critico.

Convexidade e derivadas de ordem superior

Supomos agora que f € pelo menos duas vezes diferencidvel. Um primeiro resultado permite
utilizar o sinal de f” para determinar se f € convexa/cOncava.

Teorema 6.3.1: Convexidade e segunda derivada

Seja f uma funcao duas vezes diferencidvel num dado intervalo /. Entdo,
Vxel, f'(x) >0« f éconvexaem I.

Vxel, f'(x) <0<« féconcavaem [.

Vx e, f"(x) > 0= f é estritamente convexa em /.

Vx el, f”(x) <0 = f é estritamente concava em /.

— — — —

A prova desta proposicdo € imediata atendendo ao Teorema 4.2.1.
Do Teorema 6.3.1 resulta uma condi¢@o necessdria para que um dado ponto seja um ponto de
inflexao:

Teorema 6.3.2: Segunda derivada e pontos de inflexdo

Seja f uma funcao duas vezes diferencidvel num intervalo / e @ um ponto interior de /.
Entao,
a é ponto de inflexdo de f = f”(a) =0.

z

A reciproca é claramente falsa: é f4cil verificar que a fungdo definida em R por f(x) = x* é convexa
em R (observe-se por exemplo que f'(x) = 4x> é crescente), e, contudo, f”(0) = 0.
O seguinte critério permite esclarecer esta situacdo em numerosos casos:
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Teorema 6.3.3: Identificacao de pontos de inflexao

Seja f uma funcdo n vezes diferencidvel num intervalo aberto I, com n > 3, e a € [ um
ponto interior de /. Se existir 3 < k < n tal que

fPa)=fPa)=--- = f*F V@) =0e fX(a) £0.
Entao:
e Se k é impar, a € um ponto de inflexdo de f.
e Se k é par,

- se f®)(a) > 0, f é convexa numa vizinhanca de a.
- se f®(a) <0, f é concava numa vizinhanca de a.

Prova. A fungdo f" é diferencidvel n—2 vezes em I. Com as hipdteses do Teorema, o polindmio

Nk
de Taylor de f" centrado em a de ordem k é P(x) = (xk'a) ¥ (a). Assim, existe uma vizinhanga
Y, de a tal que '
_a)k (k)
7= B @) 4 (e @)el) = (x-a) (fk,” +s<x>>, lim (1) = 0.
ARG

Para x suficientemente préximo de a, o sinal de +&(x) é igual ao sinal de ¥ (a).

k!
Assim: Se k é par e f®¥)(a) >0, f" é ndo negativa numa vizinhanga de a e f é convexa nessa

mesma vizinhanga.

Da mesma forma, se f ) (a) <0, f é concava numa vizinhanga de a.

Finalmente, se k é impar, existe h > 0 tal que f é convexa/concava em [a;a+ h| e concava/convexa
em |a— h;al: a é um ponto de inflexdo.

Observacao 6.3.1. Note-se que um ponto sela ndo é necessariamente um ponto de inflexdo:
retomemos a fungdo g da Observacdo 3.4.2:

g(x):{xZSin(D se x#0

0 se x=0,

tem-se que g'(0) = 0: 0 é um ponto critico de f.

Por outro lado, g(0) = 0 e em qualquer vizinhanga de 0, g toma valores positivos e negativos: a
origem ndo é portanto um extremante local, tratando-se de um ponto sela.

Contudo, para x # 0,

1 2 1 1 1 1 1 1 1
g’ (x) =2sin (7) — =cos (7) — —sin (7) =—= (sin <7) +2xcos (7) —2x%sin (7)) :
x) x x/) X x x x x x

a segunda derivada muda de sinal uma infinidade de vezes em qualquer vizinhanga de 0.

Exercicios da Parte 6

Exercicio 6.4.1 Mostre, pela defini¢cdo, que a func¢io afim é simultaneamente cOncava e convexa.
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Exercicio 6.4.2 Mostre, pela defini¢io, que qualquer fungio polinomial da forma ax? + bx +c,
com a # 0, é estritamente convexa ou estritamente concava em R, e indique em que condi¢des se

verifica cada um dos casos.
. . ~ . a )
Exercicio 6.4.3 Mostre, pela defini¢do, que a funcdo f, definida por f(x) = —, com a # 0, é
X

(a) concavaem R~ e convexaem R™, se @ > 0.
(b) convexaem R~ e concavaem RT, se o < 0.

Exercicio 6.4.4 Estude as concavidades e localize os pontos de inflexdo das fungdes definidas
pelas expressoes

(a) 5x—x? (b) x> —4x+2

(¢) 3x—x° ) (x*=9)° (e) )%4_4
(g) xe* (h) e (i) In(1—x?)
(k) xarctan(x) (0) |2x*+9x—35|

Exercicio 6.4.5 Estude as fungdes seguintes quanto a monotonia e extremantes, concavidades e
pontos de inflexao, e esboce o correspondente grafico.

(@) x(x*—9) (b) 5x° —4x° ©)
x2—1
(d) xev In(x) 1
xe (e) . (f) arctan <x2)
©) [« (h) (X —1)%e
2— ||
0]
arctan(3x) se x>0
flx) =

2x
1—x

se x < 0.
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Exercicios de aplicacdo

Exercicio 7.1.1 O lucro mensal obtido por uma empresa com a comercializa¢ao de um dos seus
produtos é
L(x) = 160x — (10 — 5x)* 4 1500 w.m.

em que x representa a quantidade mensal vendida, em milhares de unidades.
(a) Calcule a funcdo lucro marginal.
(b) Utilizando a alinea anterior, determine o nimero ideal de unidades a vender mensalmente
por forma a maximizar o lucro.

Exercicio 7.1.2 Um produto é vendido ao preco de 300 u.m. a unidade e tem um custo de produgio
de C(x) = 150x +0,004x> 4+ 800000 .., em que x representa o nimero de unidades produzidas.
Sabendo que a capacidade produtiva mensal € de 20000 unidades do produto, determine o melhor
plano mensal de produgdo.

Exercicio 7.1.3 O custo de produgdo didrio de x unidades de um produto é dado pela expressdao
C(x) = x> +2x+70 u.m. Atualmente, sdo produzidas 20 unidades por dia.

(a) Explicite o custo de produzir i unidades adicionais por dia.
(b) Calcule o custo de produzir uma unidade adicional por dia.
(c) Calcule o custo marginal de produgdo.

(d) Comente os resultados obtidos nas alineas (b) e (¢).

Exercicio 7.1.4 O custo de producio mensal de x unidades de um produto é de C(x) = x(x —4)? +
S5x u.m.
Explicite:
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(a) A funcdo custo marginal de producio.
(b) A funcdo custo médio de produgdo de uma unidade.

(¢) As quantidades a produzir para as quais se verifica que um pequeno aumento da quantidade
produzida resulta numa diminui¢@o no custo médio de producdo.

Exercicio 7.1.5 Para aproveitar alguns excedentes de produgdo, uma empresa vai langar um novo
produto no mercado. Esses excedentes sdo suficientes para a produgdo de 5000 unidades mensais.
Um estudo de mercado indicou que a procura do produto serd de pelo menos 5100 unidades por
més. O custo fixo mensal de produgdo do novo produto € de 7 u.m. O custo varidvel de producdo é
de x*> — 2xu.m., em que x representa o niimeros de unidades produzidas, em milhares. O produto
serd vendido ao prego unitario de 0,006 u.m.

(a) Calcule o lucro mensal de producdo do novo produto, admitindo que a capacidade de

producdo da empresa serd usada na totalidade.

(b) Qual a quantidade ideal deste produto a comercializar mensalmente por forma a maximizar o
lucro?

Exercicio 7.1.6 Use as regras dos 70, 72 e 69,3 para estimar o tempo de duplicacdo de um
investimento de 1000 u.m. para as taxas de juro anuais de 1%, 2%, 6%, 8%, 10% e 20%.

Exercicio 7.1.7 A procura de um determinado produto, de prego unitario p u.m., é dada por
O(p) = 300p 2 unidades,
sendo o preco unitdrio atual de pg = 4 u.m.

(a) Calcule a variagdo percentual da
procura face a um aumento de 1% do preco.
(b) Calcule a elasticidade da funcdo procura e comente.

Exercicio 7.1.8 A procura marginal de um dado é dada por produto - em func¢io do respetivo
prego de venda p - é dada por MP(p) = 2p. Sabe-se também que se o preco for de 2 u.m. serdo
vendidas 500 unidades do produto. Determine uma expressao analitica para a elasticidade da receita
relativamente ao preco p.

Exercicio 7.1.9 Numa padaria de fabrico de péo artesanal, a relagdo entre a quantidade de pao
vendida diariamente (g, em centenas de quilogramas) e o preco por quilograma (P(g) u.m.) é dada

por

375 5 , 25

Plg)= = -~ 2 =2
(@) =4~ 2567 a7

sendo atualmente o pao vendido ao preco de 5 u.m. por quilograma.
(a) Calcule a elasticidade da quantidade de pao vendida relativamente ao preco em vigor.

(b) O proprietario da padaria gostaria de aumentar o pre¢o do pao para 5,1 u.m. por quilograma.

Use o resultado obtido na alinea anterior para obter uma aproximacao para o efeito deste
aumento nas vendas de pao, e na receita, e comente os resultados obtidos.

Exercicios selecionados
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Exercicio 7.2.1 Seja f uma funcdo de classe C!, de dominio R, e g a fungio definida por g(x) =
1

arctan(2f(x)) — f(arctan(2x)). Sabendo que f(0) =1 e que f'(0) = T calcule a derivada da fungio

g no ponto 0.

Exercicio 7.2.2 Seja f uma funcéo diferencidvel.
Mostre que

(a) se f € par entdo a derivada de f é impar;

(b) se f € impar entdo a derivada de f € par.
Exercicio 7.2.3 Mostre que entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcéo diferencidvel
num intervalo ndo existe mais de um zero da funcao.
Exercicio 7.2.4 Demonstre as desigualdades seguintes:

X
(a) In (%) < 1, para todo o x > 0.
(b) tar)lc(x) > x, para todo o x € [0; 7
¢) —— < In(1+4x), para todo o x > 0.
O oy (I+x),p

@ x>+ 1

Exercicio 7.2.5 Mostre que existe um nimero real x, entre O e 1, tal que

< arctan(x), para todo o x > 0.

1—(x—1)2x 2

xe* T

Exercicio 7.2.6 Seja f : [a;b] — [a;b] uma fungdo duas vezes diferencidvel, e tal que f(a) = f'(a)
e f(b) = f'(b). Mostre que existe um nimero real ¢ €]a; b tal que f(c) = f”(c). (Sugestdo: recorra
a func@o auxiliar g dada por g(x) = ¢*(f(x) — f'(x)))

.. . 1
Exercicio 7.2.7 Seja f uma fungdo de classe C? tal que f(4) = —2, f/(4) =3e0< f"(x) < 1

X—

para todo o x > 1. Use a férmula de Taylor para localizar f(5) num intervalo com a menor amplitude
possivel.

Exercicio 7.2.8 Considere a funcdo f definida por f(x) = In(x).
(a) Calcule f/, f”, " e f*). Estabeleca uma conjetura quanto a expressdo da derivada £ para
todoon € N.

(b) Demonstre a validade da expressdo deduzida, pelo Principio de Inducdo Matematica .

(c) Escreva a férmula de Taylor de ordem n, com resto de Lagrange da fungdo f, centrada em
a=1.

Exercicio 7.2.9 Considere o limite

L 24e" —24 —24x — 12x% —4x3 — x4
lim
x—0 )(4

(a) Calcule o limite pela regra de Cauchy.

(b) Calcule o limite utilizando a férmula de Taylor (com resto de Peano) de ordem 4, da fungao
exponencial, centrada no ponto a = 0.

Exercicio 7.2.10 Mostre que
VxeR, 3e' ™ 44x% — 124% + 15x > 8.
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