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Distribuicao Exponencial

Variaveis Aleatérias Continuas



Distribuicao Exponencial

e A distribuicdo exponencial (ou exponencial negativa) tem a sua génese associada |
ao processo de Poisson, mas também € utilizada fora deste contexto;

e Se uma sucessdo de eventos constitui um processo de Poisson de intensidade A e
se se inicia a contagem no instante 0, o tempo de espera pela chegada da primeira
ocorréncia € uma varidvel aleatéria, com distribui¢ao exponencial de parimetro A
(deducido no livro).

e Diz-se que a v.a. X tem distribui¢ao exponencial de pardmetro A quando a sua

funcio densidade € da forma, e = 2,71828 (NUumero de Euler) - :
A funcéo densidade
p) 0 x<0, de probabilidade de
o~ f x| A)= e x>0 uma variavel
Formulario . .
- aleatoria com
¢e EXPONENCIAL X ~Ex(1), (1>0) : ~Ex(4) = X ~G(1,4) Distribuicdo Gama Distribuicdo
- 1 1 A .
= S(x12)=2e™", x>0 EX)=75 Vel =—53 Mx (@) =772, s<2 5 71=2;72=9 Exponencial pode
Propriedades: ser escrita destas

e X;~Ex(4) (i=1,2, ... k) independentes = zle X; ~Glk,2) € min X; ~ Ex(k4) duas formas.



Exponencial vs Poisson

Observacoes:

@ Existe uma relacdo muito importante entre a distribuicao
exponencial e a distribuicao de Poisson, que surge muitas vezes
na pratica. Estando a observar a ocorréncia de certos
acontecimentos em intervalos de tempo, pretendemos
caracterizar T o tempo ao fim do qual se verifica a primeira
ocorréncia.

Teorema

Seja X uma v.a. de Poisson de parametro A\. Seja T a v.a. que designa
o tempo de espera pela ocorréncia do primeiro acontecimento, entéo
T tem distribuicao exponencial, T —~ Exp[3), de parametro 5 = 1/A.

modulol_aula2.pdf
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Representacao grafica da
funcéo densidade de
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Note-se que 1/A v y %{1)

representa o valor fx(x)=1e ™, x>0 N

médio de X ~ Exp(A) e ) 1

A representa uma EX)=—,Var(X)=— S
frequéncia média. A A w

Slides Professora Claldia Nunes

Funcao de distribuicdo de uma variavel aleatoria
com Distribuicdo Exponencial de parametro A.




Distribuicao Exponencial

=1 -}

Representacao grafica da funcdo densidade de probabilidade
f(x) e da funcao de distribuicdo de uma variavel aleat6ria com
Distribuicdo Exponencial para varios valores do parametro A.




Distribuicao Exponencial

o A partir da fgm vem E(X)=%, Var(X)z%, CV=1 7=2 7 =9

e Moda: Nao existe (a funcdo densidade € decrescente com x-€ o dominio ¢ aberto).

e Mediana: x, =(In2)/A. Note-se que , < U o seria de esperar numa

distribui¢do com assimetria positiva)

e E habitual classificar as distribuicdes simétricas comparando-as com a normal:

» Distribui¢des leptokurtiea (y, >3) — caudas mais “espessas’ (com zona
central mais “pontiaguda”) que a distribui¢do normal.

* Distribuicdes platikurtica (y, <3) — caudas mais “finas” (com zona central

mais “achatada’) que a distribui¢do normal.

Distribui¢ao mesokurtica (y, =3)

https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/



Distribuicao Exponencial: Propriedades

Duas propriedades importantes:
e “Falta de memoéria”: X ~Ex(A) = P(X >x+h|X >x)=P(X > h).
e X,,X,,.... X, va. independentes entdo, X. ~ Ex(4) = Y =min X, ~ Ex(kA).

https://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/




Distribuicao Exponencial: Exemplo

Exemplo 5.20 (alterado) — Suponha-se que o tempo de vida ttil de um dado
componente é¢ uma v.a. X com distribui¢do exponencial com média igual a 600 horas.

‘ Se E(X) = 1/A = 600, entado tem-se A = 1/600

e Probabilidade de o componente durar mais de 700 horas '

P(X >700) = j m@e"x’modx —¢ 7% = 0.31.

a.pt/downloadFile/281608120794416/

Na Distribuicdo Exponencial tem-se F(x) = P(X < x) = 1- e,
- | entdio P(X >x) = 1-[1- e™] = e'™

Logo, alternativamente a resolucao anterior tem-se P(X>700) = 1-P(X<700) = 1- [1- e700/600] = g-7/6




Distribuicao Exponencial: Exemplo

Exemplo 5.20 (alterado) — Suponha-se que o tempo de vida ttil de um dado
componente é¢ uma v.a. X com distribui¢do exponencial com média igual a 600 horas.

e Sabendo que o componente ja durou 400 horas, qual a probabilidade de durar
ainda mais 700 horas.

P(X >1100) ™"
P(X >400) ¢*°

_ -7/6

P(X > 11100 | X >400) =

Dada a falta de memoria da exponencial,
P(X >700)=P(X >1100| X > 400). Mais simples 0

WV D m WWA Wnnwmm 4]




Distribuicao Exponencial: Exemplo

e Num conjunto de 10 componentes a funcionar de forma independente qual a |
probabilidade de algum deles durar menos de 100 horas

P(min X, <100) =_|‘;00$e‘”60dx=1_g‘100’60 ~0.8111

ja que min X, ~ Ex(1/60). Note-se que P(X <100)=1-¢""° =0.1535

Se E(X) = 1/A = 600, entdo tem-se A = 1/600

Como X ~ Exp(1/600), entdo Min Xi ~ Exp(10/600 = 1/60) — ).

® X,,X,,....X, v.a. independentes entdo, X, ~ Ex(1) =Y =min X, ~ Ex(kA).




Distribuicao Exponencial

Uma v.a. X tem distribuicdo exponencial com parametro A >0
se sua funcao densidade de probabilidade € dada por

lo—x x>0

y
A funcao densidade
\ de probabilidade de
% uma variavel
: Notacdo: X ~ Exp(A) — aleatéria com

Distribuicao

0, 6.0,

Valor esperado e variancia | | Exponencial pode
ser escrita com esta

E (X ) =)\ e V( X ) = Az parametrizac&o.
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Distribuigao Exponencial: Exercicios

Variaveis Aleatérias Continuas

16



Exemplo: Cerca de 15 clientes utilizam o caixa eletrénico por hora.

(a)
(b)
(c)

Supondo que a distribuicdao de tempos de chegada é exponencial,
qual é a probabilidade de que o tempo de chegada entre clientes
consecutivos seja:

Menor que trés minutos?
Maior que 3 minutos?

Entre 2 e 4 minutos?

https://fenix.iseg.ulishoa.pt/downloadFile/281608120794416/



Exercicio: Distribuicao Exponencial

- A variavel aleatodria X= tempo
- Note que foi dada a frequéncia de chegada A =1/p = 15 /hora

-3 min = 0,05 horas

-2 min =0,0333 horas Note-se que 1/A representa o valor médio de X ~ Exp(A)
e A representa uma frequéncia media.

-4 min = 0,0666 horas "

https://fenix.iseg.ulishoa.pt/downloadFile/281608120794416/




Exercicio: Distribuigao Exponencial

(@) P(t<0,05) =1—e?=1-¢e(15:005 = 05276

(b) P(t>0,05) = 1 —P(t<0,05)=1-0,5276 = 0,4734 |

(€)

| Area de 0,0333 até 0,0666= (area de 0 até 0,0666) — (drea de 0 até 0,033)

0,0333  0,0666
P(0,0333<t < 0,0666)= P(t<0,0666)- P(t<0,0333)= e{15-(0.0666)) . g-(15).(0,0333))

ttps://fenix.iseg.ulisboa.pt/downloadFile/281608120794416/



Distribuicao Exponencial: Exercicios do
Murteira et al (2015)

Variaveis Aleatérias Continuas
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50. Um banco atende em média dois clientes em cada 3 minutos. Considere que o ni-
mero de clientes atendidos é um processo de Poisson.
a) Qual a probabilidade de decorrerem 3 minutos sem qualquer cliente atendido?
b) Qual a probabilidade de o atendimento de um cliente demorar mais do que 3 mi-
nutos?

c¢) Compare os resultados das duas alineas anteriores.
d) Qual a probabilidade de o atendimento de um cliente demorar entre 3 ¢ 6 minu-
tos?




Exercicio 50 (a)

X -v.a. ne dienlis dondidos pov wda 3 wuvu tos
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P(x=6) % 04353 — poissonpd4 (2,0) P(xm) BN ~ 0.4353




Exercicio 50 (b)
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Exercicio 50 (c)
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Exercicio 50 (d)
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Teorema do Limite Central



Distribui¢ao Assintotica da Soma e da Média
de V.A.’s: Teorema do Limite Central (TLC)

@ Na maioria das situacoes é dificil determinar a distribuicio da
soma de varidveis (mesmo que sejam independentes!). O
teorema seguinte justifica a grande utilidade e importancia
da distribuicao normal (quer em probabilidades quer em
estatistica).

@ O teorema que vamos ver de seguida diz-nos que, para um
grande nimero de v.a.’s com idéntico comportamento
(distribucional), seja ele qual for, e mesmo que seja
praticamente desconhecido, a distribuicao da soma das v.a.’s
aproxima-se de uma distribuicao Normal; e tem uma

distribuicao que é tdo mais proxima da Normal, quanto maior
for o nimero de v.a.’s da soma.




TLC

Teorema do Limite Central

Seja Xi,..., X, uma sequéncia de v.a. independentes e
identicamente distribuidas com valor esperado 1 < oo e variancia

02 < oo. Considere-se S, = > .7 ; X; e X, = =, ent3o quando
n
n — 400

Snh— E(Sn) Sn—np a

V) Vi

| S, —E(S,) s
n—ILTooP( \/m SZ)—(D( )a

onde ®(.) é a fungdo de distribuicdo da normal reduzida i.e.,
N(0,1).

N (0,1),

ou seja,

Slides da Professora Conceicdo Amado |




ou seja,




Valor Médio e Variancia de Somas e Médias de
V.A.’s Independentes

Ubservar que:

E(S,) = (Zx) = E(X;) = nE(X;) = np
i=1

e como Xi, X2 -+ X, sao v.a. independentes tem-se

V(S,) = V(Xn:X;) Zv V(X1) = no?
i=1

Formulario

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

“XY. (m-nS?=ns?

2 2
TLX o ELN-T XL
n n

n
2 ~
E(X)=u Var(9) =2 ; E(Sz)=a2; E(s?)=0?

=E (Zn:x,-/n) = Z E(Xi) = E(X1) =

i=1
e como X, Xo--- X, sdo v.a. independentes tem-se

=V (XH:X,/H) = ’LXH:V(X,) = ;I;.V(X]_) = O:
i=1

i=1




TLG: Aproximacgoes
Observacoes:
@ O TLC deve ser usado apenas quando as v.a.'s Xi,..., X,
nao tém distribuicado normall!

@ A demonstracido do teorema exige algumas ferramentas
matematicas avancadas.

@ Asv.a. Xi,...,X, podem ser discretas ou continuas.

@ Geralmente considera-se n grande se n > 30

@ As distribuicoes binomial e de Poisson podem ser aproximadas
pela distribuicdo normal (na sec¢do anterior vimos que podem
er escritas como somas de varidveis aleatdrias). Assim:

o X ~ Bin(n, p) pode ser aproximada por X ~ N(np, np(1 — p)),
a aproximacao tem menor erro quando np >5e n(l —p) > 5

o X ~ Poisson()\) pode ser aproximada por X ~ N(), ), a
aproximacao _tem menor erro quando A > 5




Teorema de De Moivre-Laplace: Binomial - Normal

T. Limite Central: Aplicacao a aproximacoes para distribuicdes discretas

Corolario 5.3 (T. de De Moivre-Laplace) — Dada a sucessao de variaveis

aleatorias 11d, Xy, X5, ..., X,, . .., com distribuicdo de Bernoulli de média E(X;) = 0

e, portanto, Var(X;) = 6(1 — 0), tem-se,
L.Xi-nf a

s SN,

Nota: X = )~; X; ~B(n; 8). Quando n ¢ grande, utilizar o corolario. Mas...

com Correcao de Continuidade.

Murteira et al (2015)

9, o




Aproximacoes Baseadas no TLC: Binomial - Normal

Probabilidades associadas a uma

distribuicado Binomial, B(n,p), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com u=np e o =|np(1-p).

Para que a aproximagao nao seja muito ma,
devemosternp=>5en (1-p) > 5.

Aproximagao da Normal para a Distribui¢do
Binomial

= Quanto mais perto p estiver de 0,5, melhor serd a
aproximagdo da normal para a distribuicdo binomial

= Quanto maior o tamanho da amostra, n, melhor serd
a aproximagdo da normal para a distribui¢cdo binomial

= Regra Geral:
= A distribuicdo normal pode ser utilizada para
aproximar a distribuicao binomial se

np25en(l-p)25



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Poisson - Normal

s  Probabilidades associadas a uma
distribuicao de Poisson, P(A), podem ser
aproximadas utilizando uma distribuicao
Normal, N(u,c), com u= A e 6 =|A.

A aproximacao sera tanto melhor quanto
maior for A.



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

TLC: Correcao de Continuidade

Avariante do T. L. C. para distribui¢Ges discretas introduz a corre¢do de continuidade que permite aproximar
uma distribuicdo discreta por uma distribuicdo continua, neste caso a distribuicao Normal.

Correcdo de continuidade: Seja X uma v. a. discreta, com varia¢do A (i.e., X pode tomar os valores
0,4,24,34,...),com E(X) = uy e Var(X) = o%. Entdo a corregdo de continuidade é efetuada da seguinte
forma:



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

TLC: Correcao de Continuidade

Note-se que nas distribui¢es usuais, por exemplo, Binomial e Poisson, A= 1, pois tratam-se de distribui¢cdes
de contagem logo

PX=k)~P(k—05<X<k+0,5).

Com a aplicagdo das propriedades da distribuicdo Normal, podem generalizar-se as seguintes regras:

“ P(Xsk)mp(zsw)=q)(M);
Ox Oy
k—0,5- k—0,5—
= P <)~ P(Z< H) = o )
Ox Oy
k—05— k—0,5—
- P(sz)%P(ZE—uX):l—d)(—M);
Ox Oy
k+0,5- k+05—
. P(X>k)zP(Z> - ux):l—d)( - ”X)
X X ProbabilidadesEstatistica2019.pdf (@)



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

Continuidade
X = exactamente 120
Exactly 120
- 120 |
Note-se que X & uma v.a. P(X = 120) ~ P(120-0,5 < X < 120+0,5)
Normal que “aproxima” X .__
(sendo esta uma v.a. P(X =a)=P(a—6 < X < a+9)

discreta).

E SlidesBioestatistica6 (ua.pt)

o

1195 4 41205

N/

Intervalo que representa o valor discreto 120



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

Aproximacoes Baseadas no TLC: Correcao de

P(X = 120) ~ P(X = 120-0,5)

Continuidade

At least

X = pelo menos 120 /M
=120, 121, 122, . ..

119.5
. More than
- X =mais do que 120 120

Note-se que X &€ uma v.a. =121,122, 123, ...

Normal que “aproxima” X =

(sendo esta uma v.a.

discreta). , At most
X = no maximo 120 y\
=0,1,...118, 119, 120 ,

120.5

Fewer
X =menos do que 120*%
=0,1,...118,119

119.5

P(X > 120) ~ P(X > 120+0,5)

P(X < 120) ~ P(X < 120+0,5)

P(X < 120) ~ P(X < 120-0,5)

idesBioestatfsti



https://sweet.ua.pt/andreia.hall/Bioestat%C3%ADstica/SlidesBioestat%C3%ADstica6.pdf

TLC: Resumo da Corregao de Continuidade

Observacao - aplicacao do TLC para distribuicoes discretas

@ Importante: A utilizagdo do teorema do limite central para
distribuicoes discretas apresenta um problema, uma vez que
se vai aproximar um fenémeno discreto por uma distribuicao
continua. Embora nao exista uma solu¢ao 6tima para todas as
situagdes, na pratica é comum adotar a chamada correcdo de
continuidade. Considere-se 0 < § < 1 e X a v.a. normal que
“aproxima” X, tem-se:

o PX=a)=Pla—d<X<a+))

o Pla< X <b)=Pla+d<X<bh-0)

o P(X<a)=P(X<a+d)

o P(X <a)=P(X <a—0d)=P(X < a-—20) (recordar que X é
continua...)

@ No caso da aplicagao do TLC a binomial e a Poisson o valor

tipico é 6 = 0.5, ou seja metade da variacao entre dois valores
consecutivos. Slides da Professora Concei¢cao Amado




TLC

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL E COROLARIOS
2: IX ﬂﬂ X ﬂ

TLC: Sendo X; iidcom E(X;)=u e Var(X;)= o2 = o /«f_ ~ N(0,1)
Corolério: Sendo X; ~ B(1:0) . iid = M ¢ ~N(0,)
: i :0) JQ(T
b+——m9 a—a—m? o
Correccio de continuidade: P(a < X £b) = [ na(l 2 ] [m] , com a e b inteiros
Corolério: Sendo X ~ Po(4) , quando 4 — 40 = ﬁl 2N

A

o b+%—/‘~l a—%—i )
Correccdo de continuidade: P(a < X £b) = @ - ,com a e b inteiros




Exemplo 1: TLC

Exemplo 1- aplicacao TLC

Uma empresa de chocolates embala caixas com 100 pacotes de bombons.
Os pesos por pacote sdo v.a.'s X;, onde X; 1L X;, com valor médio 0.5kg
e variancia 0.1kg2. S3o colocadas 10 caixas numa palete. Qual é a
probabilidade aproximada do peso dos bombons da palete ser superior a
510kg?

v

Slides da Professora Conceicdo Amado




Exemplo 1: TLC

Resolucao:
Xi— 'v.a. peso do i—ésimo pacote (kg)'
E(X:) =05, V(X)) =0.1,Vi e X; 1L X; para i # j

§ =510 X; ‘v.a. peso dos bombons colocados na palete (kg)'

E(S)=E (Zm"" ) $71900 £x.) = 1000E(X;) = 1000 x 0.5 = 500
(porque sdo identicamente distribuidas (i.d.) a Xi)

V(S)=V (E,‘E‘}" X,) 1900 1/(X.) = 1000V/(X1) = 1000 x 0.1 = 100
porque sdo independentes e identicamente distribuidas (i.d.) a X;.




Exemplo 1: TLC

Resolucdo (cont.):

Pelo T.L.C. tem-se que:

S—E(S) S-500.
m - \/m N(O?]')a

P(S >510) =1 — P(S <510) = 1—P(5_500 < 510_500) ~

V100 ~ /100
1 — (1) ~ 0.1587.



Exemplo 2: TLC

Exemplo 2 - aplicacao TLC e correcao de continuidade

O nidmero de chamadas de telemdvel registadas a partir de certa “zona”
numa hora tem, em condicOes estacionadrias, distribuicao de Poisson de
parametro 1500. Calcule a probabilidade (aproximada) de ocorrerem mais
de 1600 chamadas na préxima hora.




Exemplo 2: TLC

Resolucao:

X ~ Poisson(1500), como o valor de A é elevado n3o consta nas tabelas i
disponibilizadas, e sem a ajuda de um computador n3o é possivel calcular

a probabilidade pedida. Mas, podemos usar a distribuicao normal para Nota:

obter uma aproximagao. Lambda = 1500 > 5

Como X ~ Poisson(1500) pode ser aproximada por X ~ N(1500,1500) | Logo pode-se aproximar a
distribuicdo Poisson a

P(X > 1600) = 1 — P(X < 1600)~1 — P(X < 1600 + 0.5) = distribuicao Normal
X —1500 _ 1600.5 — 1500)

—1-P(X <16005)=1—P <
(X< ) ( V1500 ~— /1500

— 1 — ®(2.59) ~ 0.0048




Teorema do Limite Central

TEOREMA DO LIMITE CENTRAL E COROLARIOS
2: IX ﬂﬂ X ﬂ

TLC: Sendo X; iidcom E(X;)=u e Var(X;)= o2 = o /«f_ ~ N(0,1)
Corolério: Sendo X; ~ B(1:0) . iid = M ¢ ~N(0,)
b+——m9 a—a—m? o
Correccio de continuidade: P(a < X £b) = [ na(l 9] [ W] com a e b inteiros
Corolério: Sendo X ~ Po(4) , quando 4 — 40 = ﬁ‘1~N(o I

o b+%—/‘~l a—%—i
Correccdo de continuidade: P(a < X £b) = @ - ,coma e b inteiros

A A




Obrigada!

Questoes?
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