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82 semana (07/11 e 09/11)

T14 - Modelo de Regressdo Linea (MRL)r
Interpretacdo dos parametros da regressao; exemplos; Residuos MQ e regressao ajustada;
Propriedades dos estimadores MQ dos coeficientes da regressao; Estimador ndo enviesado
da variancia da varidvel residual; Exemplo.

T15 - Modelo de regressdo Linear

Coeficiente de determinagdo e sua interpretacdo. Hipétese adicional (H6) e inferéncia

a

e reom lo; Inferénci re um parametr . Exempl

92 semana (14/11 e 16/11)

T16 - Modelo de Regressdo Linear
Mais exemplos de inferéncia sobre um parametro beta; Inferéncia sobre uma combinaca
linear de betas; exemplos.

T17 - Modelo de Regressao Linear

Teste de nulidade conjunta de varios coeficientes; exemplo; Teste F a significancia global
da regressao; Teste de um conjunto de restrigdes lineares; exemplo.

102 semana (21/11 e 23/11)
T18 - Complementos ao MRL

Variaveis artificiais: Introdugdo a modelacao de fatores qualitativos, conceito de varidvel
artificial, estimagdo e interpretagdo do modelo com variaveis artificiais; exemplos.

T19 - Complementos ao MRL



Inferéncia na Regressao Linear Multipla

Teste t para Combinacoes Lineares dos
Coeficientes do MRLM



Combinacao Linear de Parametros

Combinacio linear dos parametros:
Dado o modelo de RLM:
y=Xp+e
Sob as premissas do Teorema de Gauss-Markov, temos que:
EB)=p < Var(B)=E[B-B)B-B) 1=(X"X)"0”
Uma combinagdo linear dos parimetros, onde cada coeficiente f; seja multiplicado por

uma constante c; , seria dado por: o

B

T
ca+o B+t fi=(c ¢ - ¢ =c'p

By
Naio ¢ dificil demonstrar que:
Tiy _ T e _ Tp ©Ouseja, uma fungdo linear dos estimadores de MQO ¢ um
E (c ﬂ) =c E(p ) =c'p estimador ndo viesado da funcdo linear dos parametros

5= S .
a A 2 1, avariancia da fun¢fo linear
Var(cTﬁ) =] [(‘:Tl3 _crﬁ)(cTB - cTﬂ)T] =c (XT)Q ‘co sera uma grandeza escalar.

A combinag@o linear dos parametros pode ser utilizada em teste de hipoteses para
combinagdes dos parametros ou intervalos de confianga para os valores previstos.


https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_InferenciaRLM.pdf

Teste t para uma Combinacao Linear

Seja o ajuste de MQ:
Y; = d +ﬁ1X]i +ﬂA2X2i . I Bkal +él
Suponha as seguintes hipoteses para os parametros g, e S, do modelo:

H.: 3= Testar a hipétese nula que B,=4, € o mesmo que testar a combinagao:
0 :81 _182 i)
H,: 45 O)a+D)f, +(=Dp,...+(0)5, =0
1= P12 ou, matricialmente: (0 1 -1 0 ... 0 A =cT[$=0

R
3 .Y

A estatistica | 0 1L <10 .. 0 A =c’B
Bi)

Como combinagao linear de v.a.s normais é também uma normal, teremos: ¢’ ~ N(c'B,0%)
2 T Tyl o 2 e
Onde: o7, =¢ (X' X) co



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_InferenciaRLM.pdf

Teste t para uma Gombinacao Linear

Finalmente, para resolver o teste de hipéteses:

{Hoi B=P2 B~ N(©,0%)
H,: B#0,

Rejeito H, quando o valor p,
probabilidade de erro ao rejeitar Hy, for
suficientemente pequeno.



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_InferenciaRLM.pdf

Teste t para uma Gombinacao Linear: Exemplo

Sejam os dados da relagdo entre renda familiar (Y), anos de estudo (X,) e idade
(X,) do responsavel pela familia:
Y, =19+1X, +0,06X, +é¢
Ha evidéncias de que o efeito dos anos de estudo seja maior que o da idade?
H.: 3= Testar a hipétese nula que S,=4, € o mesmo que testar a combinacgao:
o Fi=/% Oa+Ms+(EDS, =0 o
H,: 5:>5, ou, matricialmente: (0 1 —1) g, |=¢p=0

b & 19
E a estatistica =0 1 =1 B [=(0 1 =1) 1 [=094
A, 0,06

Que estara normalmente distribuida e a estimativa de sua variancia sera:
8,95 25 -057Y 0

S =ef(XTX) les2=0 1 -1} 25 1 -02] 1(0,2=0,2884
-0,57 -0,2 0,042 | -1 Slide 1 (unicamp.br)

B



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_InferenciaRLM.pdf

Teste t para uma Gombinacao Linear: Exemplo

{Ho: Pr=p> ~ N,
. 0 2884
Hi: 51>5;
Se afirmarmos que o efeito isolado dos anos P/ 0,165

de escolaridade & superior ao da idade
estaremos sujeitos a um erro de 16,5%



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_InferenciaRLM.pdf

Seja a equacao de regressao multipla,
salario= f, + feduc+ f, produtividade+ ¢

Verifique, a partir da formulacao e construcado de um teste de
hipoteses, se a variavel educ apresenta um impacto superior
ao da variavel produtividade na variavel resposta. Nesse
exemplo, utilize o banco de dados TEMCOPROD.wf1.

Y
Index of /Wp-content/up&mOMIOZ (hedibert.orq)



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Resolugao do Exercicio
Modelo

saldrio= B, + Peduc+ B, produtividide+ &

Hipoteses

Hy:p=p,<p-p,=0
H,:p > p,



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Testes de Hipoteses para uma Combinacgao
Linear de Parametros

Sejam as hipoteses

Hy:B, =5, <B-B;,=0
Hy B #B; (B, <B; ou B;>p)

Estatistica do teste

t

_(B,-B,)-0
3968:' _Bj)

se@ —B,)=|se@)f +|se@,)f —2cov@.B,)


https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Testes de Hipoteses para uma Combinacgao
Linear de Parametros

ALTERNATIVAS DE SOLUCAO

A) Calcular todos os componentes do erro padrao (o software
Eviews gera a matriz de variancias e covariancias para os

estimadores dos parametros do modelo de regressao. Lembra
onde esta?).

se@ —B,)=+/[se@ ) +[se®,)f —2cov@.B,)



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Testes de Hipoteses para uma Combinacgao
Linear de Parametros

B) Trabalhar com um modelo transformado para obter o
resultado diretamente

Seja

0=p8- 5
por exemplo, B pode ser escrito como g = 5 — 0 e,
substituindo este resultado na equacao de regressao

multipla, podemos testar H,: 6= 0, contra uma alternativa
apropriada. *



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Resolugao do Exercicio
Modelo (solugao B)

salario= [, + peduc+ B, produtividide+ ¢

Hipoteses
Hy: =0, < p—p,=0
H, :p > p,
Escrevendo @ = g, -f,, vem que
Hp:6=0

HA 20 > 0 |ndex of /wp-content/uploads/2014/02 (hedibert.orq)



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Resolugao do Exercicio

Mas, 0 = g, - B, < B,= 0 + p,, e substituindo este resultado n

modelo proposto, vem que

salario= B, + pBeduc+ B, produtividade+ &

)

salario= B, +(0+ B,)educ+ f, produtividade+ &

)

salario= f, + 6 educ+ f,educ+ p, produtividade+ &

)

salario= f, + 0 educ+ B, (educ+ produtividade)+ ¢

Index of /wp-content/uploads/2014/02 (hedibert.org)



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Resolugao do Exercicio

Dependent Variable: SALARIO
Method: Least Squares

Date: 09/06/10 Time: 17:24
Sample: 146

Included observations: 46

SALARIO=C(1)+C(2)*EDUC+C(3)*(EDUC+PRODUTIVIDADE)

Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C(1) 12281.96 3944 548 3.113654 0.0033

|T3(2) 1255.717 591.9782 2121222 0.0397

C(3) 470.0954 132.2545 3.554476 0.0009

R-squared 0.693710 Mean dependentvar 39827.39

Adjusted R-squared 0679464 S.D. dependentvar 10999.24

S.E. ofregression 6227.324 Akaike info criterion 20.37427

Sum squared resid 1.67E+09 Schwarz criterion 20.49353

Log likelihood -465.6083 Hannan-Quinn criter. 20.41895

F-statistic 4869484 Durbin-Watson stat 1.198179
Prob(F-statistic) 0.000000

Index of /wp-content/uploads/2014/02 (hedibert.org)



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Resolugéo do Exercicio: Decisao

(solucao B)

H,:60=0
H,:6>0

Sob H,

_1255717-0 _ 2121222

tobs
591,978

t.. =t =t = @qtdist(0.95,43) = 1,681

critico

p—valor =1—@ ctdist(2.121222,43) = 0,01985



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2014/02/

Inferéncia na Regressao Linear Multipla

Teste para Restricoes dos Coeficientes do MRLM

23



Contribuicao Marginal

Seja o modelo de RLS:
Y=a+pX +e

Variabilidade
total de Y

Variabilidade

o de ¥
Variabilidade explicada por
total de X X,

O grau de relacionamento linear entre X; e ¥
determinard a parcela da variabilidade de Y
explicada unicamente por X.

Seja 0 modelo de RLM:
Contribuigio

marginal de
Xoem Y

Contribui¢do
marginal de
Xiem Y

Variabilidade
total de Y

Variabilidade
total de X,

Contribui¢do
conjunta de X, e X,
sobre ¥

Qual a parcela da variabilidade de ¥
explicada isoladamente por X5?
Em outras palavras, qual a contribuigio
marginal de X,, depois de considerada a
contribuicio de X;?


https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Contribuigao Marginal (q=1)

SQReg devido a Xj e X; (Irrestrito):
SQOReg(Y/ X e X;) ou SQReg,, ‘

Variabilidade de Y explicada pelo conjunto das variaveis X, e X;.

. . coeficientes angulares do modelo
Graus de liberdade: 2 | _ '/ "

SQReg devido exclusivamente a X, (Restrito): ‘

SOReg(Y/X,) ou SOReg.

Variabilidade de Y explicada exclusivamente por Xj.

. coeficiente angular do modelo
Graus de liberdade: 1 - .5 x e g

SQReg devido ao acréscimo de X;:
Contribui¢do X, = SOReg,. —SOReg,

Variabilidade de Y explicada por X, apods considerada a
variabilidade explicada por Xj.

Graus de liberdade: 1 novo coeficiente angular incorporado no modelo (f3,).



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Contribuigao Marginal (q=2)

SQReg devido a X;, X e X; (Irrestrito):

SOReg(Y/X,,X,,X;) ou  SOReg,
Variabilidade de Y explicada pelo conjunto das variaveis
Xi, Xo e X!

Graus de liberdade: 3 coeficientes angulares do modelo
Y=atf X Xt o Xste

SQReg devido exclusivamente a X; (Restrito):
SOReg(Y/X,) ou SOReg.
Variabilidade de Y explicada exclusivamente por X

Graus de liberdade: 1 coeficiente angular do modelo Y=a+p5,X,+e.

SQReg devido ao acréscimo de X; e X3:

Contribuigdao de X, e X5 =SQOReg; —SQOReg,
Variabilidade de Y explicada por X, e X; apos considerada a
variabilidade explicada por X

Graus de liberdade: 2 novos coeficientes angulares incorporados
no modelo (B, e f3).



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Teste de Restrigao aos Parametros

Seja o modelo irrestrito de RLM: A soma dos A soma dos
Y=a+BX +5X,+..+ B X, +e quadrados de quadrados dos

Para verificarmos se a contribuicio de um grupo de ¢ variaveis independentes é regressdo SSR residuos SSE

significativa no modelo irrestrito devemos, primeiro, elaborar um modelo com restri¢cdo dos dois dos dois

aos parametros. Suponha que, por simplicidade, as ¢ variaveis que desejamos testar sdo / modelos sdo modelos sdo

as ultlfr1a§ das k variaveis do_ modfalo irrestrito (a ordem, obviamente, ndo f: comparados!! L1 comparados!!

importancia). Nosso modelo restrito seria:

Y=a+B X\ +BXs+. .+ [ X, te

Em outras palavras, estariamos interesados em testar a hipoteseatula de que os ¢
coeficientes do modelo irrestrito sdo nulos: 2
_ Formulario
Hﬂ ‘ﬁk—q-ﬂ :O, cocg ﬂk :0 (] Hl:pelo meno ﬁk_q+j ¢ O

O teste estatistico para restricdo aos parametr
marginal dessas ¢ variaveis € significativa

Consiste em verificar se a contri

) Testes de restri¢des lineares sobre os coeficientes de regressio
estatistica F sera dada por:

Caso geral (m restri¢des lineares): F = w ~F(m,n—k)
4o (SOReg,~SOReg,)/q . _(SORes,—SQRes,)! . ek -
= = «— < Variagao residual {lo modelo com as m restrigdes lineares;
SORes,, [(n—k—1) _ SORes,, [(n—k—1) i el 1 _
Onde SQReg;, e SQReg, sdo, respectivamente, a soma dos quadrados da regressdo sem e VR, - Variagio residual jo modelo sem restriges

com restricdo nos parametros, SQRes;. € a soma dos quadrados dos residuos da regressio
sem restri¢ao.



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Testes de Hipoteses para Restrigoes

Testes de restricdes lineares sobre os coeficientes de regressﬁo
(R, -VR)/m
VR, [(n—k)

VR, = Variagdo residual do modelo com as m restri¢des lineares;

Caso geral (m restrigdes lineares): F ~ F(m,n—k)

VR, = Variagdo residual do modelo sem restri¢des

Casos particulares

_5~f(ﬂ—k) emque s, € o0 erro padrio de S=cbh.
5

R*k-1)  VE/k-1)

»  Uma unica restrigdo (m=1): ¢, =

e Nuli junta: F = = ~F(k-1n-k
ulidade conjunta Rk TRIn—F) (k=1,n—k)
e Nulidade de um subconjunto ()
- R*-R;)/
F:M,_ F(m,n—k) ou F :(2—")”1,_ F(m,n—k)
VR, [(n—k) (1-R>)/(n—k)
¢ VR, = Variagéo residual do modelo sem restrigdes; (@)

VR, = Variacdo residual do modelo com restrigdes

R, = Coeficiente de determina¢do do modelo com restri¢des



A soma dos
guadrados de
regressao SSR
dos dois
modelos séo
comparados!!

0 Teste F para a Contribuicao Marginal

Seja o modelo de RLM:

Y=a+BXi+5X; +..+ fi X, +ée

Para testarmos a contribuicdo marginal de um grupo de q variaveis, teremos as

hipoteses:

{Ho: Bi—q+1=---=P=0 (n&o contribui)

H,: Pelo menos um £#0 (contribui)

A estatistica de teste sera

o (SOReg, - SOReg, )/g

SORes,./(n-k—1)

Considerando H,
verdadeiro, a
distribuicéo de F sera...

e

F

Rejeitar Hy significa afirmar que o grupo de q variaveis contribui para explicar Y, ou

variavel dependente.

seja, ha relagéao significativa entre pelo menos uma destas variaveis explicativas e a

Econometria_Cap9 ContribuicaoMarginal (unicamp.br)



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

0 Teste F para a Contribuigao Marginal: Exemplo

Na relagao entre renda familiar (Y), anos de estudo (X;) e idade (X_) do
responsavel pela familia, a contribuigao marginal da idade é significativa?

Modelo Irrestrito: ¥, =1,9+1X, +0,06.X, +¢, 34,174 ‘ 0,086

1

Modelo Restrito: ¥, =2,714+1,286X, +¢,

\/

SOReg.,,/1 .

F =0,086/0,2 = 0,43 11
SORes/1 '

Regresséo Restrita 34,714 34,714

Contribuicdo Marginal 1 0.086 0.086 0.430 AN
Regressao Irrestrita 2 34.800 17.400 87.000
Residuos 1 0.200 0.200
Total 3 35.000
~ '=0430

N&o ha evidéncias para afirmar que a contribuicdo marginal da idade sobre a
variabilidade da renda familiar seja significativa. A probabilidade de erro ao fazermos
tal afirmagéo € muito alta, de aproximadamente 63%.


https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Anova para a Gontribui¢ao Marginal

Fonte gl Soma dos Quadrados F
Quadrados Médios
Regressao Restrita| [ - q SOReg, SOReg, /I(k—q)
_ QMReg contribui¢do
Contribuigdo g |SOReg, —SOReg |PCReS: q SQReg,)|F = Oiires.
Regressio Irrestritl SOReg, SOReg. /k F= OMReg,,
QMReSir

IResiduos n-(tk+1) SORes; SQRes;, [(n—k~1)

Total n-1 STQ



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Coeficiente de Correlacao Parcial

Seja 0 modelo de RLM:

Yi=a+f,X,+.+B, X, +e
Da mesma forma que analise de varidncia permite considerar a contribuigio
marginal de uma variavel explanatoria, podemos estender o conceito de correlagdo
simples para ver em que medida a varidavel dependente e uma das varidveis
independentes estdo relacionadas, depois de isolados os efeitos das demais
varidvels explanatorias do modelo:

yi123. &

O ry, 23 4 € a correlagdo parcial entre ¥ e X, mantendo-se constantes os efeitos das
k—1 varidveis independentes restantes. Seu quadrado, 7%y, ,; , € 0 respectivo
coeficiente de determinacg@o parcial.

O respectivo coeficiente de determina¢do parcial, que mede a parcela da
variabilidade de Y ndo associada aos demais regressores que ¢ explicada
exclusivamente por X, sera representado por

Ty123.k Econometria_Cap9 ContribuicaoMarginal (unicamp.br



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Coeficiente de Correlacao Parcial
Seja o modelo de RLM: Y=o+ X, +5,X, +e

Para calcularmos ry4 ,, poderiamos seguir 0s seguintes passos:

Passo 1) Estimar residuos do ajuste:  y — 5‘0 n 5‘1 X,+é,
é,, contém a parcela de Y nao associada a X.

Passo 2) Estimar residuos da relagdo: X =7, +7,X, +¢,
é,, contém a parcela de X, ndo associada a X;.

Passo 3) Estimar correlagdo entre P
os residuos dos dois modelos: Y1.2 ™ Teysen,



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Coeficiente de Correlacao Parcial

Coeficiente de Correlacao Parcial
No caso de duas variaveis independentes:

Entdo a correlacdo parcial podera ser diretamente obtida por:
I'y1r —Ty2N»2 P Tyz2 =Tyl
2 2 e 2 2
\/(1—7”12)(1—7‘1’2) \/(1—?”12)(1—1"1’1)

Analogamente, o coeficiente de determinag¢do parcial sera dado por:

Iy12 =

Econometria_Cap9 ContribuicaoMarginal (unicamp.br)



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Coeficiente de Correlagao Parcial: Exemplo

Vamos considerar a relagdo para a renda (Y) como fungado dos anos d
estudo (X;) e idade (X)).
Y=a+pBX +BX,+e = Y =19+1X, +0,06X, +¢

Para calcularmos a correlagao parcial entre renda e anos de estudo (ry, »),
podemos seguir 0s seguintes passos:

Passo 1) Estimar residuos do ajuste: ¥ =2,714+1,286.X, + éyz

Passo 2) Estimar residuos da relagdo: X =-25+02X,+¢,

Passo 3) Estimar correlacdo entre
os residuos dos dois modelos:

" ‘ 2, 7=0,833 ‘
\/

=0,913

yia =V .0,

WA
y



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Coeficiente de Correlagao Parcial: Exemplo

Vamos considerar a relagao para a renda (Y) como fungao dos anos de
estudo (X;) e idade (X5).
Y=a+pX +pX,+e = Y =19+1X, +0,06X, +¢

Podemos ainda calcular a correlag&o parcial entre renda e anos de estudo
(ry; ) diretamente por:

Fi—tyahs  (0.9959)—(0,9827)(=0,9757)

e - =0,913
Ja=ri2)A-rs) 10,9759 ][1-(0,9827)’
Onde:
Fy, = Zf=l X,V _ 27 09959
Tz = Zotah 1040
SRy N(500)(35)
) Z; YiXs 100

fi2 = = ~0,9759
ey e RUs0)



https://www4.eco.unicamp.br/docentes/gori/images/arquivos/EconometriaI/Econometria_Cap9_ContribuicaoMarginal.pdf

Variaveis Artificiais

Complementos ao Modelo de Regressao Linear Mltipla

42



[ 4 - - F = . - - ~
Variaveis Binarias: Definigao
1) Escala Nominal: Valores representam categorias (nomes). Nao se pode falar que um seja
maior que o outro. Exemplo: sexo.

2) Escala Ordinal: Valores representam uma hierarquia de posigdes. Nao se pode, entretanto
falar quao maior € um valor em relacio a outro. Exemplo: classe social.

3) Escala Intervalar: Valores representam ordem e é possivel mensurar intervalo entre eles.
Nao se pode, entretanto, dizer quantas vezes um ¢ maior que outro.
Exemplo: ano.

4) Escala de razdo: Valores representam ordem, € possivel mensurar intervalo entre eles e
quantificar grandezas em uma escala de razdo. Exemplo: renda.

Variavel Binaria
Uma variavel binaria (variavel dummy) pode representar dois estados possiveis::

1, presenca da caracteristica de interesse (Sucesso)
Podemos, assim, estimar a influéncia de varidveis explicativas (independentes) nominais ou
ordinais em modelo de regressdo, da mesma maneira que fazemos com variaveis
quantitativas de escala intervalar ou de razdo.

{0, auséncia da caracteristica de interesse (Fracasso)
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Variaveis Dummy
Uma forma de introduzir caracteristicas qualitativas em

modelos econométricos consiste na utilizacao de variavei
dummy (ficticia, postica), frequentemente chamadas d
variaveis binarias ou dicotomicas, uma vez que assumem

apenas um de dois valores — em geral 0 ou 1 — para indicar

presenca ou auséncia de determinada caracteristica.



https://hedibert.org/wp-content/uploads/2016/03/regressaolinearmultipla.pdf

Variaveis Dummy
Vale lembrar que a variavel dummy representa estados ou

niveis de fatores, ou seja representa algo que nao possui
valores numéricos ou, caso possua, estes valores nao tém

realmente um significado numérico.

Assim, uma variavel dummy, D, pode ser descrita da seguinte

maneira:

0, se a caracteristica nao estiver presente
1, se a caracteristica estiver presente

D:


https://hedibert.org/wp-content/uploads/2016/03/regressaolinearmultipla.pdf

Duas Categorias Nominais

» Para representar duas categorias nominais (A e B) em um modelo de
regressao, € necessaria apenas uma variavel binaria (D);

» A categoria de referéncia (ou referéncia de analise) € aquela em que D=0;

— Categoria| D
B 0

O coeficiente A, indicaria quanto Y seria, em
média, maior (ou menor) para a categoria A

(D=1) que a categoria de referéncia B (D=0), Y 4 A

independente do valor de X. / B
Bi/

ol » x

Para A: Y =(a+ )+ B X +e
Para B: Y.=a+ B X, +e
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Miltiplas Categorias Nominais

Para representar k categorias nominais, sdo necessarias k—1 variaveis
binarias D’s.

A referéncia da anadlise sera a categoria em que todas as variaveis binarias
assumem 0 simultaneamente. Exemplo, supondo k=3:

Categoria| Dy; | Dy;
B 0 1
O coeficiente 3 indicaria quanto Y seria, C 0] 0

em média, maior para a categoria A

(D=1) que a categoria de referéncia C A
(D=0 e D,=0), independente do valor de Y B
X. O coeficiente B3 indicaria quanto Y Bz{ C
seria, em média, maior para a categoria B Bs

(D,=1) que a categoria de referéncia C. . X

Pois teriamos:

ParaA: Y =(a+pB,)+BX, +e

ParaB: Y =(a+B;)+ B X, +e
Para C Y =a+ B X, +e
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Miiltiplas Categorias: Exemplo

Sejam os dados amostrais para renda (Y), anos de estudo (X) e posigao na

ocupacao:

Y; X; Posigdo Ocupagdo | D,; | Dy
100 0 Empregado 0 0
200 4 Empregado 0 0
400 8 Empregado 0 0
400 4 Autébnomo 1 0
500 8 Auténomo 1 0
600 0 Empregador 0 1

.E 1000 1 ot }71 =(93,3+506,7)+35X,
& 800 1 Em?{&‘éa
600 o Y, =(93,3+146,7)+35X1-
P\u\bﬂo{“ —
400 1 o e ¥, =933+435X,
OLE B
200 S5

L &

0

0 2

4 6 8 10
AnosEst

Independente dos anos de escolaridade, o

rendime

nto médio dos auténomos seria 146,7

reais superior ao dos empregados e o dos

empregadores 506,7 superior.

Sejam as binarias:

1, se Autonomo
D, =
© 0, ce.
1, se Empregador
D2. =
©0, ce.

Supondo o modelo:
K = a+ﬂ1Xi +ﬂ2D1!. +ﬁ3D2j T€

O estimador de MQO:
p=x"x)"'(x"y)

6 24 2 1)Y2200) (933
. 24 160 12 0| |9600| | 35
12 12 2 0f | 90| |1467

I 0 0 1 600 506,7
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A senhorita Rose Jolie, gerente do departamento de RH da
empresa TEMCO, gostaria de estimar os parametros de um
modelo de regressao linear que levasse em consideracao as

variaveis explicativas educ e dept na explicacao da variavel

resposta salario. Auxilie a senhorita Jolie nesta proposicao.

B

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.orq)
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Apenas para lembrar, a senhorita Jolie, coletou informacdes
de uma amostra aleatéria de 46 funcionarios da empresa,
sobre as seguintes variaveis:

id = numero cadastral do funcionario;
salario — anual, em délares;
anosemp - tempo (em anos) na empresa;
expprev — experiéncia anterior (em anos);
educ - anos de estudo apés o segundo grau;
sexo - (feminino = 0, masculino = 1);
dept — departamento no qual o funcionario atua
(Compras = 1, Engenharia = 2, Propaganda = 3, Vendas = 4);
super — niumero de empregados sob responsabilidade do empregado.

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.org)
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A primeira vista, como existem quatro departamentos na
empresa TEMCO, Rose Jolie poderia optar por usar a variavel
dept, com os valores 1, 2, 3 e 4.

Dessa maneira,

salario = p, + pB,educ + pB,dept + ¢

No entanto, ao fazer isto, Rose Jolie estaria introduzindo uma

ideia de espagamento, que ficara mais clara nos resultados

7
redressaolinearhultipla.pdf (Hedibert.orq)

descritos nos slides a segulir.
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Resolugao do Exercicio

Escrevendo a equacao de regressao de interesse, para cada

um dos departamentos, temos que:

E(saldrioleduc, dept =1) = (p, + ;) + p,educ
E(saldrio | educ, dept =2) = (p, +2,)+ p,educ

E(saldrio | educ, dept =3) = (S, +3 ;) + p,educ

E(saldrio | educ, dept =4) = (f,+45;)+ p,educ

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.orq)
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Dessa forma, admitiriamos, por exemplo, que

E(saldrio | educ, dept = 2) — E(saldario|educ, dept =1) =

= E(saldrio | educ, dept = 4)— E(salario | educ, dept =3) =

:/83

ou seja, que a diferenca entre os salarios esperados dos
funcionarios dos departamentos de Engenharia e Compras é
a mesma que a dos funcionarios dos departamentos de
Propaganda e Engenharia, mantendo constante o tempo de
escolaridade.

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.org)
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Assim, se Rose Jolie utilizasse dept da forma como foi
construida, entdao ela estaria impondo uma restricao ao

modelo, que nao sabemos se é real.

Ainda, se a ordem das categorias da variavel departamento
fosse alterada, estariamos propondo um novo conjunto de
restricoes ao modelo, o que muito provavelmente nos levaria

a resultados completamente diferentes do caso anterior.

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.org)
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Portanto, o ideal seria utilizar um grupo de variaveis que
representasse os estados de interesse, que no nosso caso
nao apresentam nenhuma ordenacao natural, de tal sorte a
nunca alterar o resultado final, qualquer que seja o critério de
cri_agéo a_dot_ado paraa cpnstrugéo de_sta_s variéveis. |

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.orq)
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Resolugao do Exercicio

A solucao é, portanto, trabalharmos com algumas variaveis

dummy.

No geral, se temos p estados, devemos trabalhar com p — 1

variaveis dummy.

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.org)
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Para o nosso exemplo, poderiamos definir as variaveis
dummy D, D: e D, da seguinte maneira, para representar os

estados da variavel departamento:

dept D. Dc D,
Compras 1- o- 0
Engenharia 0 1 0
Propaganda 0 0 1
Vendas 0 0 0

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.orq)
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Resolugao do Exercicio

Assim, partindo do modelo de regressao linear

yi = B4 + B educ; + 8, D¢; + 8, Dg; + 85 Dp; + ¢
temos que:
Compras: y; = (3, + 6,) + B,educ; + g;
Engenharia: y; = (3, + §,) + B,educ; + g;
Propaganda: y; = (3, + 9;) + p,educ; + g

Vendas: y; = 3, + 3, educ; + ¢;

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.org)
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Resolugao do Exercicio

Do slide 14, o parametro &,, por exemplo, pode ser

interpretado como a diferenca esperada entre os salarios dos
profissionais das areas de Compras e Vendas, que

apresentam o mesmo tempo de escolaridade.

Ainda, vale lembrar que, estamos admitindo que o acréscimo
meédio no salario correspondente ao acréscimo em um ano

de escolaridade é o mesmo para os quatro departamentos.

regressaolinearmultipla.pdf (hedibert.org)
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Admita que a varidvel aleatéria X, que representa o niimero de linhas de c6digo sem erros de sintaxe até a
detecao da primeira linha de c6digo com erros de tal tipo, possui funcéo de probabilidade

P(X—x)—{ 1-p*p, x=012,...
R caso contrario,

onde p é um parametro desconhecido.

Deduza o estimador de maxima verosimilhanca de p, baseado numa amostra aleatdria de dimensao n
proveniente de X.




Resolugao do Exercicio

V.a. de interesse; f.p.
X

1-p*p, x=0,1,2,...

P(X=x)= .
( & { 0, caso contrdrio,

Parametro desconhecido
p (pelo,1])

Amostra

X =(xq,...,X,), amostra de dimensao n proveniente de X.
Deducdo do estimador de MV de p

Passo 1 — Fungéo de verosimilhanga

ply = Px=x " [[PXi=x)
=1
X=X TP =x
i=1

= [lla-p*p]

i=1

= pla-pI=t, pefol]

Passo 2 — Fungéo de log-verosimilhanga

InL(plx) = nln(p)+ln(1—p)x2xf, pel0,1]

=1}




Resolugao do Exercicio

A estimativa de MV de p é representada por p e

%ﬁfly _ =0 (ponto de estacionaridade)
p d*InL(
plx) L.
B | pep <0 (ponto de mdximo)
n_EXifi_g n-p(n+y’ x)=0ep=—=>"
p 1-p — ﬁﬂ'l 3 Sl P= n+¥io, Xi
N ‘(‘:l‘_;’p;‘} <0 (prop. verdadeira) -

Passo 4 — Estimador de MV de p

=1+X7!

EMV(p) =

n
n+Z;‘:1X;




Admita que o peso maximo suportado por uma marquesa portétil ergonémica é uma varidvel aleatéria X
com distribuicdao normal. Foram selecionados aleatoriamente 28 dessas marquesas, tendo-se observado
uma variancia amostral corrigida de s* = 3.8.

Qual é o intervalo de confianca a 90% para a varidncia de X?

A:[2.482,6.060] B:[1.599,2.521] |C: [2.558, 6.353]| D: [2.376, 7.042]




Resolugao do Exercicio

¢ V.a. de interesse
X = peso maximo suportado por uma marquesa portatil ergonémica
* Situacdo
X ~normal(y,0%),  p=E(X)desconhecido, 0% = V(X) DESCONHECIDO

* Obtengio do IC para o>
Passo 1 — Varidvel aleatéria fulcral para o

_(n-1S§?

Z
a?

2
~Xn-1

Passo 2 — Quantis de probabilidade
Dado que n =28 e (1 — a) x 100% = 90%, usaremos 0s quantis

_ 1 e |
Plag=Z<by)=1-a NS Fp (@2)=F; (0.05)
P(Z< aq) =P(Z>by) = al2 o = F;; (1-a/2)=F3 (0.95)
27)

(r-1)

(Aq, ba) : {

tabelalcale.




Resolugao do Exercicio

Passo 3 — Inversdo da desigualdade a, < Z < b,

Plag=Z<by)=1-a
P[aag("—;]iﬁgba]zl—a
P[RS <o?< S | =1-q

Passo 4 — Concretizacdo

Atendendo a expressao geral do IC para 02,

(n-1)s% (n—1)s?

Fl 1-a/2) F}! 2
xfrl-l]( af } xfn-l](a! ]

ICq-ayx100%(0%) =

»

ao par de quantis acima e ao facto de s* = 3.8, temos:

(28—1)x3.8 (28—1)x38
i = ]
Coo%(0) 40.11 16.15

[2.558, 6.353].




Suponha que o comprimento (em mm) de uma pega € uma variavel aleatéria com distribuicdo normal com
valor esperado u desconhecido e variancia o desconhecida.

Teste a hipé6tese Hy : 1= 100 contra H; : y < 100, num dia em que foram recolhidas casualmente 4 pecase a

média e a variancia corrigida amostrais foram de % = 101.0 e s* = 2.56. Decida com base no valor-p.




Resolugao do Exercicio

V.a. de interesse

X = comprimento de uma pe¢a metilica
Situagao

X ~normal(y, 0%)

i DESCONHECIDO

o desconhecido

Hipoteses

Hy:p=pp=100 vs. Hy:pu<pp

Estatistica de teste
X—po
T=—%—~mtln-
““ |

Regido de rejeicao de H; (para valores da estatistica de teste)

O teste é unilateral inferior (H : it > o), logo a regido de rejeicao de Hy é tipo (—oo, ).

Decisdo (com base no valor-p)

Atendendo a que o valor observado da estatistica de teste e o valor-p aproximado sao iguais a

t =

101.0-100

V256
Va
1.25




Resolugao do Exercicio

valor—p = P(T < t| Hy)
- Fl(n_u{t]
= Fi, (1.25)

tabelas/calc.

0.85

€ suposto:

— nao rejeitar Hy a qualquer n.s. ag < valor—p = 85%, nomeadamente ao niveis n<nais de
significancia (1%, 5%, 10%)[;

— rejeitar Hp a qualquer n.s. ap > valor — p = 85%].




O engenheiro que gere uma linha de apoio online pretende averiguar se o tempo de assisténcia (em
minutos) possui funcdo de distribuicdo dada por Fy(x) = 1 — e~/ 27, para x > 0 (hipotese Hp).

Recorra ao teste de ajustamento do qui-quadrado e a tabela de frequéncias seguinte para testar Hy ao nivel

de significiancia de 1%.

Tempo de assisténcia 10,2/3] 12/3,2] ]12,3] ]3,+00]
Frequéncia absoluta observada 13 32 13 6
Frequéncia absoluta esperada sob Hy | 6.73 33.73 16.80 6.74




Resolugao do Exercicio

* V.a. de interesse

X = tempo de assisténcia(emminutos)

* Hipoéteses
Hy:Fx(x)=P(X<x)=Fy(x)=1-e 2" x>0

Hj : Fx(x) # Fp(x), paraalgum x>0

* Nivel de significincia
ap=1%

* Estatistica de teste

(OI 2
Z Hu Xk-1)

onde: k = no.declasses = 4; O; = frequénciaabsolutaobservavel daclassei; E; =
frequéncia absoluta esperada, sob Hy, da classe i.



Resolugao do Exercicio

* [Frequéncias absolutas esperadas sob H; — De acordo com a tabela facultada, as frequéncias
absolutas esperadas sob Hj aproximadas as centésimas sdo: E, = 6.73; E» = 3373, E3 =
16.80; E, = 6.74. Nao é necessdrio fazer qualquer agrupamento de classes uma vez que se
verifica E; = 5, em pelo menos 80% das classes, e que E; = 1, para todo o i. Caso fosse preciso

efectuar agrupamento de classes, os valoresde k e c = Fx"zl (1 - ap) teriam que ser recalculados...]
(k-1)

+ Regido de rejei¢do de H; (para valores de T)

Lidamos com um teste de ajustamento, donde a regiao de rejeicao de Hy € o intervalo a direita
W = (c,+00), onde

tabelalcale.

¢ = F! (-wg)=FL (1-0.01) 11.34.

Xie-p-1 Xu-n
* Delisao
Classei Freq.abs.obs. Freq. abs. esp.sob Hy Parcelas valor obs. estat. teste

exp 2,718282 ; o E; (0~
pi 0,105161 e 1 10.2/3] 13 —> 673 US-673" . 5,841
n*pl 6,730284 UV 23,2 32 33.73 0.089
n 64 3 12,3] 13 16.80 0.860 0.5

4 13, +ool 6 6.74 0.081

¥k 0;=n=64 ¥ E;=n=6s t=xk, CEr ~ 871

Uma vez que t = 6.871 ¢ W = (11.34, +o0), ndo devemos rejeitar Hy ao n.s. de @p = 1% [nem a
ualquer outro n.s. inferior a ayg].




Obrigada!
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