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Distribuicoes do Minimo e Maximo:
Exercicios

Distribuicoes de Amostragem



13. O tempo que um aluno despende por dia no messenger tem distribuicdo exponencial
com média 2 horas. Seleccionaram-se 5 dias ao acaso tendo-se observado o tempo

despendido no messenger em cada um deles.
a) Calcule a probabilidade do tempo médio despendido no messenger, por dia, ser
superior a 4 horas?

b) Qual a probabilidade de o tempo médximo despendido por dia, ndo ultrapassar 6
horas?




Exercicio 13 a)
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Distribuicoes: Exponencial, Gama e Qui-Quadrado

o EXPONENCIAL X ~Ex(1), (A>0) ; X ~Ex(2) < X ~G(1,2)
flx|A)y=ie™, x>0  E(X) =% : Var(X) =ii2 S 3A) =1/ 2
Propriedades:

X; ~Ex() (i=1,2,.., k) independentes = 3 X, ~G(k,4) e min X, ~ Ex(k2)

* GAMA X ~G(a,4), (1>0,a>0)
a —Ar __a-l1
flxla,A) = ’“’F(—J; x>0 ; E(X) = %; Var(X)=-%; ()=al 2, & conhecido
a P
Propriedades:

« X, ~G(a;4),(i=1,2, . k) independentes = 3 X, ~ G( > ai;;t)

o X~G(a,A) entio ¥ =cX ~ G(a,i) onde ¢ constante positiva
c

* QUI-QUADRADO X ~ #*(n), (n inteiro positivo).
X~ (n)e X ~G(n/2:1/2) ; E(X)=n; Var(X)=2n
Propriedades:
« X, ~z,(i=1,2, . k) independentes :"ELX: ~ Zoncom n =Zf=ln,.

o X ~G(mA)= 24X ~ ¥ (2n) I
© X, ~ N(0D). G =12 n)mdependentes = ». X} ~ 7 (n)




Exercicio 13 b)

Quag - 50 P[mx(xi) s G]
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P [hlox (X;') & Gl - G‘S(G) = [Fx (6)]5.
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Assim.

FMax(6) = (1- e*-3)5 = (0,95)"5 = 0,774
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14. O tempo decorrido desde a participagdo da avaria até a reparacdo (tempo de
reparacdo) de um certo tipo de mdquina € uma varidvel aleatéria com distribuicio

exponencial de média 4 horas.

a) Em dez avarias participadas qual a probabilidade de o menor dos tempos de
reparagdo ser superior a 2 horas? E do maior dos tempos de reparagdo nio
ultrapassar as 8 horas?

b) Numa amostra casual de 40 avarias qual a probabilidade da média dos tempos de

reparacdo ser inferior a 5.1 horas?




Exercicio 14 a)
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Exercicio 14 a)
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Exercicio 14 h)
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Distribuicoes de Amostragem:
Resumo



Distribuicoes de Amostragem
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Distribuicoes de Amostragem

e GRANDES AMOSTRAS

Caso geral
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Estimagao Pontual

Estimadores e Estimativas
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Estatistica
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Estatistica
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Quais destas fungdes
sao estatisticas?

Estatistica

DEF. 4: ESTATISTICA:

Uma estatistica ¢ uma funcao das variaveis observaveis, e ¢ por si propria uma variavel
observavel que néo contém qualquer pardmetro desconhecido.
n
Z X

EXEMPLO 5: Se¢ja a a.a. [X;, Xz, ... ,X,]. A média amostral ; =2 ¢ uma
n

estatistica.

EXEMPLO 6: Sejaa v.ia X~N(u,6°) compeoc’ desconhecidos, entio x - j1 ndo

¢ estatistica porque ndio ¢ observavel, ¢ fungdo do pardmetro
desconhecido p.

EXEMPLO 6: Seja uma v.a. com distribuigiio N(u;6°)| Quais sdo Estatisticas?

a) X’-p d) X-4

X

b) o= e) X - logX®

) X3

apostila.PDF (ufpr.br)



http://leg.ufpr.br/~paulojus/CE209/ce209teorica.pdf

Estimador
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Exep lo:

Quais destas funcodes
sao estimadores do
parametro p?




Estimador
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Estimador vs. Estimativa

Dada uma amostra aleatoria (Xi Xz, ..., Xn) chama-se estatistica a
uma funcao da amostra aleatéria que nao envolve parametros
desconhecidos.

Definicao
Chama-se estimador de # a uma estatistica que a cada amostra ob-
servada faz corresponder um valor que estima #, a que chamamos uma
estimativa de 6.

©*(Xjy, Xz, ..., Xp) € um estimador

0*(xy, X2, ..., Xn) € uma estimativa odulol aula3 4 Estimacdo.pdf

Nao confundir

— estimador— variavel aleatoria
— estimativa—valor aproximado do parametro, obtido pelo estimador
usando uma amostra particular

Definigdo: Um estimador dum parametro da populagdo é uma varidvel aleatdria (v. a.) que depende da
informagdo amostral e cujas realizacdes fornecem aproximagdes para o parametro desconhecido. A um
valor especifico assumido por este estimador para uma amostra em concreto chama-se estimativa.
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Estimador vs. Estimativa

Exemplo: Sao estimadores
N X=13".X/n e i) S2 = =31 (X — X)2.

~n

Observada, por exemplo, a amostra (1,2,0,3,1,5)

As estimativas associadas aqueles estimadores sao:

Dx=430,x=2 e i) 2 =13°% (xi—x)?=3.2

Consideremos o caso de termos uma dada populagdo com
distribuicao F(x|#), com um parametro desconhecido 4.

Como se podem definir varios estimadores de um parametro, pde-se o
problema de escolher, se possivel “0 melhor”. H4 entao que
considerar certas propriedades que um estimador deve verificar.
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Estimadores vs. Estimativas

Paridmetros — é

(constantes) Estimadores—> 6
(variaveis aleatérias)




Estimadores vs. Estimativas

= ‘%»Qb\\Parametro Estimador

e = p
3

Estimativa

p=04
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https://me323-unicamp.github.io/aulas/slides/parte10/parte10.html '

Sendo X o namero de

A estimativa do parametro da

= X elementos da amostra proporcdo populacional (P) é dada
P=— (n) que apresenta a por.esta fétmula; e orespetivo
n caracteristica de estudo estimador & X/n.
s Estatistica et
Desconhecido Estimador Pontual
- n
XX ¥
n
> (x, - Xf
G’z > Sz . ; : L > s2
n-1




Resumo dos Principais Estimadores e
Estimativas em estudo...

Parametro a estimar Estimador Estimativa
" X = E%;Xi X — E?:M’f
2 2 SL(Xi—X)? > 1(Xf—X)
o S° = == §2 = &=t ZiT7)
B x(a ~ (b)
P P=- pP= XT
Pt — p2 X1 — Xz Xy — X2
2 2 2 2 2
oy / o3 ST/ S5 s7 / 5
P1 — P2 Py — P p1 — P2
(@ X -v.a.queconta..e” (®) x- nimero observado de sucessos na amostra de dimensao n. @)

modulol_aula3 4 Estimac&o.pdf
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Metodo dos Momentos

Estimadores
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Métodos de Estimacao

Vamos entao falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

d Méetodo dos momentos le

o Método da Maxima verosimilhanca
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Métodos dos Momentos

Introduzido por Karl Pearson no inicio do século XX, foi o primeiro
meétodo de estimacao a ser apresentado e que tem uma filosofia muito
simples.

O método consiste em:
— considerar como estimadores dos parametros desconhecidos as so-

lucbes das equacdes que se obtém iqualando os momentos tedricos
aos momentos empiricos. [t qae Momentos populacionals
i Momentos amostrais

E um método de aplicacdo geral, tendo como Unica condicdo que a modulol_aula3 4_Estimacéo.pdf
distribuicdo tenha um numero suficiente de momentos (tedricos).
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Métodos dos Momentos

Sejam 61, ..., 0 parametros desconhecidos de uma v.a. X.
O método dos momentos consiste em igualar momentos tedricos e
momentos empiricos, i.e.,

E[X] = m] o/ mh=33 X
EIX?l=m, o my=331 X

E[Xk] = rn:( c/ mi( - 11_12?:1 le(

mj, = 137 . xK sdo os chamados momentos empiricos, calculados &
custa da amostra (x1, ..., Xn).

Aquelas igualdades dao-nos estimativas que sao concretizacdo dos
estimadores com as expressdes correspondentes. o)
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Métodos dos Momentos: Exemplo

Considere-se X N N(u, 02). Quais sao os estimadores
dos momentos de y e g2?




Métodos dos Momentos: Exemplo

Consideremos X —~ N (u, o). Quais os estimadores de momentos de

e 027
Tem-se : o . C1x u=7
EX] = 1 o M =LYl X=X |esi)
21 2, 2 ;o n i= n ,
EX?|=02+p? e My=1357,X? . z_lixz@ gz=lzx?—f2
donde g =Rl 14

modulol aulag ! !s!nmacalo.r)a!

Portanto, os estimadores sdo:
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Métodos dos Momentos

Os caélculos nao sao complicados, mas no calculo dos momentos
empiricos aparecem poténcias de expoente elevado quando ha muitos
parametros, conduzindo a estimativas instaveis.

Por isso, como regra pratica deve evitar-se recorrer ao método dos
momentos para mais de quatro parametros.

Nota: Os estimadores obtidos pelo método dos momentos sao menos
eficientes do que os estimadores de maxima verosimilhanca, que
passamos ja a apresentar.

modulol aula3 4 Estimacdo.pdf

9, °
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Meétodo dos Momentos: Exercicios
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Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 1: Suponha que X1, X2, ., Xn é uma a.a. proveniente de
uma distribuicido exponencial com o parametro A. Determine o
estimador dos momentos de A.




Exercicio 1: Estimador dos Momentos

f(x)= re M 0gx<w




Exercicio Suplementar que néo consta
do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 2: Seja X1, X2, ., Xn uma a.a. que segue uma v.a. com
funcéo densidade de probabilidade dada por

f{xl“} = (H -+ 1} . .x“ l““}(:{) o > U

Encontre um estimador para a utilizando o método dos momentos.
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l
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0
ITFV()(;T)

0

Tabela 1.1: Tabela de Primitivas Elementares

S Pf=F
c,celR cx
x* (o—1) e
a+l
1 loglx|
X
e.\' e.\'
cosx sinx
sin X —COSX
sec’ x tgx
cosec’x —cotgx
1 arctgx
l+x?
| arcsinx
N 1-x?
coshx sinhx
sinhx cosh x

Toépico 08 .pdf (usp.br)
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Exercicio 2: Estimador dos Momentos

Assim,

Segue que,

Portanto,




1. Seja uma populacdo com funcdo probabilidade -

fxl@)=60(1-6)" (x=0,1,2,3,...),

onde 0<@<1. Sabe-se que E(X)=(1-8)/8. Recolhida uma amostra casual de di-
mensdo 1000 observou-se X" x. =980.

a) Obtenha uma estimativa para € pelo método dos momentos.

b) Determine o estimador de maxima verosimilhanca para 6.

c) Calcule, justificando, a estimativa da maxima verosimilhanca para a média da
populacdo.

d) Reparametrize a distribuicao em fung¢do de u = E(X), e utilize a nova funcao

probabilidade para estimar a média da populacao.

Mostre que T =22’ X, € estatistica suficiente para 6.




3. Considere uma varidvel aleatoria X cuja distribuicdo depende dos pardmetros & e

@, para a qual se tem E(X)=a# e Var(X)=a8’. Sabendo que numa amostra ca-
sual de 320 observagoes se obteve £2)x, =22.2 e L7'x’ =535.8, apresente, justifi-
cando, uma estimativa para os parametros desconhecidos.




4. Num saco existem @ bolas, numeradas de 1 a @. Extraiu-se, ao acaso e com repo-

sicdo, uma amostra de trés bolas, tendo-se observado: 13, 5, 9.

a) Calcule a estimativa do niumero de bolas existentes no saco, pelo método dos
momentos.

b) Obtenha a estimativa da maxima verosimilhanca para 6.

c) Com base nas estimativas obtidas nas alineas anteriores o que pode dizer sobre

os estimadores que as originaram.




5. Considere uma amostra casual de dimensdo n retirada de uma populacdo com
distribui¢cdo dada por:

f(xlé’):;—g, (-8 <x<8),para 8>0.

Calcule um estimador para @ pelo método dos momentos.




Obrigada!

Questoes?
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