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Exercicio 1. Considere o conjunto C = C°([0;1]) das fung¢des continuas no intervalo [0;1] e a
funcdo d : C?> — Rg definida por

1
W) €€ dlfg) = [ 15 - (o)l de
a. Mostre que (C,d) é um espago métrico.
b. Sendo Z o conjunto das fun¢des Riemann-integraveis no intervalo [0; 1], (Z, d) é igualmente

um espaco métrico?

Exercicio 2. Seja E um conjunto e d a funcio definida em E? por

0 se x=y

d(x,y):{ 1 se x#y -~

a. Mostre que d é uma distancia (dita «distancia grosseira» sobre E).
b. Mostre que todos os subconjuntos de E sao abertos.

c. Mostre que as sucessoes convergentes de E sdo exatamente as sucessoes estaciondarias (isto
é, as sucessoes constantes a partir de certa ordem).

d. Counsidere que E = N. Mostre que E é fechado e limitado mas que nao é compacto.

e. Mostre, de forma mais geral, que se E for infinito, E é fechado e limitado mas nao

compacto.
Exercicio 3. Considere, para x = (z1,...,z,) € R", as quantidades
n n
llly =D lail lzlly = | D2 e [lallo = max{|a1], 2], ..., |zal}
j=1 j=1
a. Mostre que || - ||1, || - |l2 € || - ||cc 580 normas sobre R™.
b. Sejam dy, ds e d as distancias induzidas pelas normas ||-||1, || ||2 € || ||oo, respetivamente.

e Tomando n = 2, esboce, para cada uma destas distancias, as bolas centradas em 0 e de
raio 1.

e Mostre que as trés distancias sao equivalentes.



Exercicio 4. Considere R[X] o espaco dos polinémios de coeficientes reais.
Seja, para P(X) = ap X" + ap 1 X" ' +...a1 X + ag € R[X], a quantidade

I|IP|| = max{|a;| : 1 <i<mn}.
a. Mostre que (R[X], || -||) ¢ um espago normado.
b. Seja B = {P € R[X] : ||P| < 1}.

Mostre que B é fechado, limitado, mas ndo é compacto.

Exercicio 5. Represente geometricamente os seguintes subconjuntos de R? e defina analitica-
mente o interior, a fronteira e o derivado de cada um deles.

a. A={(z,y) eR*:y+x <2Azy >0}

b. B = Q2.

n n
. C = <7> R? . NAO< <1%.
¢ {2n+1y cRine SYT o TS

1
d.D:{(:L‘,y)ERQ:x2+y2<4:y>0}\{<ﬁ,y ERQ:nEN/\O<y§1}.

Exercicio 6. Seja A C R"™. Mostre que
a. A é um conjunto aberto se e s6 se A Nfr(A) = 0.
b. A é um conjunto aberto se e s6 se R™\ A é um conjunto fechado.

c. Dado um conjunto de indices Z e uma familia de conjuntos (A;);ez, mostre que
C
(U&):ﬁx.
€T i€l

e deduza, utilizando o resultado anterior, que toda a intersecao de conjuntos fechados é
fechada.

Exercicio 7. Considere o conjunto X = {(z,y) € R? : zy > 1}.
a. Dé um exemplo de uma sucessao de pontos de X convergente para um ponto [ ¢ X.

b. Poder4 encontrar uma sucessao de pontos que nao pertencem a X convergente para um
ponto de X7 Justifique.

Exercicio 8. Considere a funcio f : R? — R definida por

1

f(m,y): 1_1n(x2+y2)+\/x_y'

Determine o dominio de f, Dy, represente-o geometricamente e diga, justificando, se Dy é um
conjunto aberto e/ou fechado.



Exercicio 9. Considere a funcao f : R? — R definida por

V1—x%—y?
(1—=)(1-y)
a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.

b. Defina analiticamente o interior e a fronteira de Dy.
c. Dy ¢ um conjunto aberto? Fechado? Justifique.

f(x,y) =

Exercicio 10. Considere a funcio f : R> — R definida por
1
In (1 —da? — (y+ 1)2>

f(x7y) -

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b. Defina analiticamente o interior e a fronteira de Dy.
c. Dy é um conjunto compacto? Justifique.

Exercicio 11. Considere a funcio f : R> — R definida por

V(1 = sin(z))(y — 2?)
In(x+y—2) '

f(x,y) -

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b. Defina analiticamente a fronteira de Dy.
c. Dy ¢ um conjunto aberto? Fechado? Justifique.

Exercicio 12. Considere a funcio f : R? — R definida por

flay) = /(x—2) (16 — 22 — 2).

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b. Indique, justificando, se Dy ¢ um conjunto compacto.

Exercicio 13. Considere a funcio f : R?> — R definida por

flz,y) = ln(xy)\/(l —22— (y-— 1)2>.

a. Determine o dominio de f, Dy, e represente-o geometricamente.
b. Defina analiticamente a fronteira de Dy e indique, justificando, se Dy é um conjunto
compacto.



