PROCESSOS ESTOCASTICOS E APLICACOES
EXERCICIOS

JOSE PEDRO GAIVAO

Exercicio 1. Seja X uma varidvel aleatoria continua em [0, 4o00].
Mostre que

B(X) = /Ooo P(X > ) dz

Solucao:

E(X)Z/Oooyf(y)dy
([ )
//f ) dy da

_/0 P(X > ) dz

Exercicio 2. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias independentes
com densidade de probabilidade fx e fy, respectivamente. Mostre que
a densidade de probabilidade de Z = X +Y ¢

+oo

fz(z) = Ix(z—=n)fy(n)dn

Solucao:

400 zZ—x
PX+Z<z2)= / / Ixy(z,y)dydx

“+00 zZ—x
- [ [ sty

:/_:O/_;fx(x)fy(y—x) dy dz
-/ OO ( _:O F (@) fr(y — ) da:) dy

Exercicio 3. Uma empresa produz diariamente N componentes elec-
tronicas, onde N é uma variavel aleatoéria com distribuicao de Poisson
e parametro A > 0. Cada componente pode ter um defeito, inde-

pendentemente das restantes, com probabilidade p. Supomos também
1
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que o defeito de cada componente é independente do niimero N de
componentes electronicas. Seja D o nimero diario de componentes
electronicas com defeito. Determine:

(1) E(D|N =n)

(2) E(D)

(3) E(N|D =d)
Solucao:

(1) Seja D =& +- -+ &y onde &, sao variaveis aleatorias indepen-
dentes com distribuicao de Bernoulli. Entao:

E(DIN =n)=E(& + - +&v[N =n)
IE(§ &N =n)
=B+ +&)
= np.

De facto, P(D|N = n) é a distribuigdo Binomial(n,p).

(2)
ZED|N—n ane _n: [2)

(3) Usando a lei de probabilidade total mostramos que D ~ Poisson(Ap).
Logo,

E(N|D=d) = an = n|D = d)

- ZnIP(D = d|N = n)w

— P(D =d)
=(1-pAr+d
Exercicio 4. Seja Q = {0,1,2} e considere a familia de variaveis

aleatorias X; : 1 — R,
Xi(w) =wt, t>0.

(1) Classifique o processo estocastico {X;: t > 0} indicando o con-
junto dos parametros 7' e o conjuntos dos estados F.
(2) Determine todas as realizagoes do processo.

(3) Calcule P(X; =1,Xy=1) e P(Xy =2|X; =1).
Solucao:
(1) T'= E = [0, 0], portanto & um processo estocastico continuo a

tempo continuo.
(2) t—0,t—tet— 2t
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(3) (¥, =1} = {1} e {Xo= 1} = 0. Logo {X, =1, X, = 1} = 0
eP(X; =1,Xy=1) =0. Como {X, =2} = {1}, temos que
P(Xg = 2,X1 = ].) = ]P)(Xl = 1) LOgO,

]P)(XQ - 2,X1 = 1)

PX, = 21X = 1) = ==

=1.

Exercicio 5. Seja (£,),>1 uma sucessdo de variaveis aleatorias de
Bernoulli independentes e

Xp=min{k>1: 4+ & =n}, n>1.

(1) Supondo que &, representa o resultado (sucesso ou insucesso)
de uma experiéncia aleatoria, descreva o significado da varidvel
aleatoria X,,. Que valores pode tomar?

(2) Classifique o processo estocastico {X,,: n > 1} indicando o con-
junto dos parametros 1" e o conjunto dos estados F.

(3) Determine a distribuigao de probabilidade de X,.

( ) Calcule ]P(Xg = ZL’3|X2 = ZL'Q)

Solugao:

)

(1

X, representa o nimero minimo de experiéncias de Bernoulli

tal que no total se observaram n sucessos. X, toma valores

inteiros k£ > n.

(2) T = E = N, logo é um processo estocastico discreto a tempo
discreto.

(3) Seja p =P(&, =1). Entao,

P(X, =k)=Ciip"1-p)* ™", k>n

(4) Suponhamos que z3 > x5 (caso contrario a probabilidade é
zero). Entao:

]P)(Xg = l’ngQ = {L'Q) = P(mln{k >1: 51 <o fk = 3} = 133|X2 = l’g)

=P(min{k > x5 + 1: &1 + - + & = 1} = 23] Xy = 13)
=P(min{k > 2o+ 1: {pp1 + - + & = 1} = 23)
=Pmin{k > 1: &+ + & = 1} = 13— T3)

=P(X) = x5 — x9)

=p(1 —p)!

Exercicio 6. Seja (X,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias iid,
feReY, =X, —0X,_1. Mostre que o processo estocastico Y =
{Y,,: n € N}, usualmente designado por processo de médias moveis de
primeira ordem MA(1), é estacionario até a segunda ordem.

Solugao: Como (X,,),>1 ¢ iid temos que u = E(X,) e 0? = E(X?).
Seja n > m. Entao

Cov(Y,,Y,,) = E(Y,Y,,) — (1 —0)*1%



4 JOSE PEDRO GAIVAO

Mas
o?(1+ 6%) — 2002, n—m=0
EY,Y,) =41 —=0+6*u*—0c* n—m=1
(1—6)2u2, n—m>1
Portanto, Cov(Y,,Y,,) é uma fungdo de n — m, logo o processo ¢ esta-
cionario até a segunda ordem.
Exercicio 7. Seja 0 < p < 1. Considere Xg =0 ¢
X, =X, 1+&, n=12,...

onde (&,)n>1 ¢ uma sucessao iid de variaveis aleatorias com distribuicao

P =1 =p, P =0)=1-p.
(1) Mostre que (X,,)n>0 ¢ uma cadeia de Markov.
(2) Determine a matriz de transi¢ao da cadeia.
(3) Desenhe o diagrama da cadeia.
(4) Calcule P(X, = 1).
(5) Mostre usando indugao que
P(X, = j|Xo=0)=CIp/(1—p)" .
Solucao:
(1) Os incrementos &, = X,, — X,,—1 sao iid, logo (X, )n>0 ¢ uma
cadeia de Markov.
(2)
1—p p 0 0
0 1l—p »p 0
P= 0 0 1—p »p

(3) Trivial
(4) Como P(Xy = 0) = 1, temos que

P(X;=1)=Y P(Xo=kP7 =P =2(1-p)p

k=0
(5)
Py = i Py Py
k=0
=R P+ B P
=Cr (1 =p)" U ) xp+ CPp (1 —p)" T x (1—p)

= (C7, +CP)P (1 —p)" 7
— C;-LJrlp](l o p)n+1f]
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Exercicio 8. Uma cadeia de Markov (X, ),>0 com estados S = {0, 1,2}
tem a seguinte matriz de transicao

0.1 0.1 0.8
P=102 02 06
0.3 03 04

Calcule:
(1) P(X3 =1|X; =0)
(2) P(Xy =1|Xy = 0)
(3) IP)(X3 = 17X2 = 17X1 = O)
Solucao:
(1)
0.1

P(X;=1/X;=0)= (0.1 01 0.8)0.2]| =027
0.3

(2) Porque a cadeia ¢ homogénea, P(X,; = 1| X, = 0) = 0.27.
(3)

]P)(Xg = 1,X2 = 1,X1 :0) :P(Xl :0)*01*02

Exercicio 9. Considere um modelo de aprovisionamento (descrito no
Exemplo 3.11 do texto de apoio) onde apenas 0, 1, ou 2 artigos sao
procurados em cada periodo (a; = 0 para k > 3) com probabilidade

1 2 1
P& =0==, P&=1) == P&, =2) = —.
(STL O) 27 (gn ) € (571 ) 10
Suponha que s =0 e m = 2.

(1) Determine a matriz de transigdo de probabilidades P para a
cadeia de Markov (X,,),>0 onde X,, é o niimero de artigos em
stock no fim do periodo n. (Dica: S ={2,1,0,—1}.)

(2) Calcule P(X, =1, X; = 2|X, =0).

(3) Calcule P(X5 =0|X; =1).

Solugao:

(1) Ordenando as colunas e linhas da matriz segundo {2,1,0, —1},

ag a1 das 0 1/2 2/5 1/10 0
pP— 0 ag a1 as . 0 1/2 2/5 1/10
o ap a1 as 0 N ]_/2 2/5 1/10 0
apgp a1 as 0 ]_/2 2/5 1/].0 0
(2)
1 2
P(Xy=1,X; =2|Xo=0) = Po2Pa =5Xg=5



6 JOSE PEDRO GAIVAO

(3)

1/10

2/5 1
P(X5 =0|X; =1) = Py = (0 1/2 2/5 1/10) 1//10 oy

1/10

Exercicio 10. Considere uma cadeia de Markov homogénea com es-
tados S = {0,1} e matriz de transigao:

l—-p p
P= , OD<p<l, O<g<l.
( q 1—-q) P !

(1) Mostre por indugao que

k(4o (5 7). o

(2) Determine se os estados sao recorrentes ou transientes. No caso
de recorrentes determine se sao positivos ou nulos.
(3) Calcule mg e m;.
(4) Calcule
m; = lim P(X,, =X, =0), 7€ {0,1},

n—oo

e compare T; com m;.
(5) Mostre que

T=7P
onde 7 é o vector linha formado por 7y e m; calculados na alinea
anterior.
Solucao:

: q p p -
1) Seja A = eB=(1—-p—q)" . Temos que
W send= (1) en=(-p-a(?, ) Tomsq
PA=AePB=(1-p—q)B.
(2) Yoo P’ = 513 L@+ (1= p—q)"p) = co. Logo, 0 ¢ um
estado recorrente. Analogamente se conclui que 1 também é

recorrente. Numa cadeia com S finito os estados recorrentes
Sao sempre positivos.

(3)

P+q P+q
my=—— € m; = —
q p
(4)
_ 4 I
Tp=—— € M = —0.
P+q P+q

Portanto, m; = +.
p

(5) Simples de verificar.
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Exercicio 11. Uma urna contém inicialmente duas bolas, uma branca
e outra preta. Uma bola é retirada ao acaso e substituida por uma
bola de cor oposta. O processo é repetido um ntmero infinito de vezes.
Seja X,, o numero de bolas brancas na urna no instante n > 0.

(1) Mostre que X,, ¢ uma cadeia de Markov homogénea e determine

a matriz de transicao P.

(2) Calcule P".

(3) Suponhamos que inicialmente a urna contém duas bolas bran-
cas. No passo seguinte, uma bola branca é substituida por uma
preta e por ai adiante. Determine:

(a) A probabilidade de reencontrar ao longo do processo duas
bolas brancas na urna.

(b) O tempo médio que temos de esperar até encontrar nova-
mente duas bolas brancas na urna.

Solucao:
(1) Note-se que S ={0,1,2}. Como
X,+1 se X, =0
Xn—i—l = q Xn + €n+1 se X, =1
X, —1 se X, =2

onde &, sado variaveis de Bernoulli (simétricas) iid, temos que
(Xn)n>0 € uma cadeia de Markov homogénea e

010

P=110 1

010
(2) o
3 03

PP=(010] e P’=P

1 1
3 03

3) (a)
P(X,, =2 para algum n > 1|X, =2) =1

porque o estado 2 é recorrente, isto é,
[e.e]
Z PQ(Z) = +00.
n=1
(b) mo = 4

Exercicio 12. Construa uma cadeia de Markov homogénea onde Pi(fer(i)) =

0 para algum estado ¢ da cadeia.

o

Solugao: Seja

D= =
v

= O
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Temos que Py = 0 e P()(%) > 0 para todo n > 2. Logo o estado 0 é

aperiodico (Per(0) =1) e Péfo’e“"” = 0.
Exercicio 13. Mostre que se P;; > 0, entao o estado 7 é aperiddico.

Solugao: Segue da equagao de Chapman-Kolmogorov que PZ(?) >
P}, > 0 para todo n > 1. Portanto ¢ ¢ aperiodico.

Exercicio 14. Mostre que se i <> j, entdao Per(i) = Per(j).

Solugao: Segue da definicao de comunicacao de estados que i <> j

sse PZ(?) >0e Pj(gl) > 0 para algum n,m > 0. Seja d; = Per(i) e

d; = Per(j). Da equacao de Chapman-Kolmogorov tem-se

(mtktn) <, p(m) p(k) p(n)
by > P by b

Assim, quando k = 0, temos que Pf? = 1 e portanto Pj(gwn) > 0.
Logo d; divide m + n. Por outro lado, se Pl(f) > 0 entao d; divide
m + k + n, logo divide também k. Mostramos que d; é um divisor
comum de {k > 1: PZ(];) > 0}. Como d; é o maximo divisor comum
desse conjunto, concluimos que d; < d;. De forma analoga se demonstra

que dz S dj. LOgO dz = dj.

Exercicio 15. E possivel construir uma cadeia de Markov homogénea
com espaco de estados finito e um estado recorrente nulo? e todos os
estados transientes? Justifique.

Solugao: Nao. Todos os estados recorrentes de uma cadeia de Markov
com espaco de estados finito sao positivos. Também nao é possivel
construir uma cadeia de Markov com espaco finito tendo apenas estados
transientes, uma vez que toda a cadeia com um ntmero finito de estados
tem pelo menos um estado recorrente.

Exercicio 16. Determine a decomposigao dos estados S = {0, 1,2,3,4,5}
da cadeia de Markov homogénea com a seguinte matriz de transicao e
calcule m; = E(T;| X, = i) para todo i € S,

Lo L ool

ilioog’)

000010
P =

711 00§

001 000

00 0 0 01

Solugao:
S={0yu{1}u{3tu{2,4} U {5}
As classes {2,4} e {5} sdo fechadas, logo compostas por estados recor-
rentes positivos. As restantes classes sao abertas, logo formadas por
estados transientes. Relativamente aos tempos médios de reentrada
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m; = E(T;| Xy = i), vemos que my = my = mg = +00 uma vez que o0s
estados 0, 1 e 3 sao transientes. No caso dos estados 2, 4 e 5 podemos
calcular sem dificuldade,

0, n=1
]P’(T2:n|X0:2): ]_, n:2,
0, n>2
0, n=
P(Ty=n|Xo=4)=11, n=2
0, n>2
e
1, n=1
P(Ts =n|Xg=5)=< .
Assim,

MQZQ, m4:2 € m5:1.

Exercicio 17. Determine e classifique todas as classes de comunicacao
e periodo de cada classe para a cadeia de Markov homogénea com
estados S = {0, 1,2,3,4,5} e matriz de transigao:

OO OO OoOv-
OO OO OO
wkOoO O O = O
WO O~ OO
OO = O o
w=— O O O O

Calcule ms = E(T5| X, = 5).
Solugao:
S={0}u{1}u{2,3,4,5}.

A classe {2,3,4,5} é fechada, portanto é formado por estados recor-
rentes positivos. As classes {0} e {1} sdo abertas, logo 0 e 1 sdo tran-
sientes. Para calcular ms determinamos a distribuigao de 75,

1 n=1,35
P(T5ZTL|X0:5):{3’ n y 9y

0, caso contrario

Assim, ms =1 X 3 +3 X 3 +5%x 3 =3.
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Exercicio 18. Determine as distribuicoes estacionarias das cadeias de
Markov com matrizes de transigao:

%9 %0 0 3 1000 30
>+ 2000 001000
000010 000100
Ll lgoll “ o000 10
001000 000001
000001 003 35 0 3

Solugao: Um distribuicao estacionaria m é solugao do sistema m =
mP. Relativamente & primeira matriz de transi¢cao obtemos o seguinte
sistema:

(Lr +im+ i =n

3710 7M1 2'3 — 10

1 1 _
Z7T1+17T3—7T1

1 1 1
§7T0+17T1+17T3+7T4:7T2
0:7T3

g = T4

1 1
\§7T0+17T3+7T5 = T5

Resolvendo obtém-se mg = 1 = 13 =0 e mg = my. Como mg +74 = 1
1

temos que o = Ty = 3

Relativamente a segunda matriz de transigao temos o seguinte sis-

tema
(1
570 = To

2
0:71'1

7T1+%7T5:7TQ
7T2—|-%7T5:7T3
%71'0+7T3:7T4

1 —
\7T4+ 37T5 = Ty

Resolvendo obtém-se

1113
(7T0,7T1,7T2,7T377T4,7T5) = (0;07§71717§>

Exercicio 19. Determine a distribuicao limite da cadeia de Markov
com matriz transicao

, 0<pqg<l, pt+qg=1L1

s

I
QR e R
coocom
coomy o
co” oo
o8 oo o
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Solucao: As equacgoes do sistema m = 7P sao

(q(mo + 1 + T2 + 73) + 74 = 7o
PTo = T
pm = T2
by = T3
(P73 = Ty

Temos que
_ _ _ .2 _ _ .3 _ 4
Ty = pPpTp, T =Py =P Ty, T3=Phy =P Moy, T4 =PT3 =P Tp.

Como 7y + 7 + 79 + 73 + ™4 = 1 obtemos
B 1 _LI-p
S l4p+pt 1—pP

o

Logo,
l—p 2 3 4
(7T0,7Tl,77277T3,7T4) = 1_—p5(1,p,p DD )

Exercicio 20. Considere a cadeia de Markov com estados S = {0, 1, 2, 3}
e matriz transicao,

i)

I
0 s = O
NN
N0 = = O

ORl=rI— O

Determine:

(1) A distribuigao limite da cadeia de Markov.
(2) Calcule E(Ty| Xy = 1). (Dica: observe que a cadeia passa sem-
pre do estado 0 para o estado 1)

Solugao:

(1) Como 0 - 1 — 3 — 2 — 0, todos os estados comunicam
entre si. Logo a cadeia ¢ irredutivel. Por outro lado, P;; > 0,
portanto o estado 1 é aperiodico. Logo a cadeia é aperiddica.
Portanto, a cadeia tem uma tnica distribuicao estacionéria que
¢ igual a distribuigao limite. Vamos entao calcular a distribuicao
estacionaria. Resolvendo o sistema m = 7P obtemos

r— (1 11 1)
6336
(2) Como a cadeia passa sempre do estado 0 para o estado 1,
E(Ty|Xo=0) =1+ E(Ty| Xo =1).
Da alinea anterior deduzimos que E(Ty| Xy, = 0) = 6. Logo,
E(Ty|Xo=1) =5.
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Exercicio 21. Considere uma cadeia de Markov com estados S =
{0,1,2,3} e matriz de transigao

L1 1 1
3
P05 1
00 3 3
000 1

Determine os tempos médios de absorcao no estado 3.

Solugao: Os tempos médios de absor¢ao no estado 3 satisfazem
to =1+ 3to + gt1 + gta + 5t3
t1:1+%t1+§t2+§t3
ty =14 5ty + 5t3
t3 - 0

41 9
(t07t17t27t3) = ( n 270)

Resolvendo

16’ 4

Exercicio 22. Considere uma cadeia de Markov com estados S =
{0,1,2,3} e matriz de transigao

O R l—w|— =
QxR = O
vl = O
= oolFwi— O

(1) Partindo do estado 1, determine a probabilidade da cadeia ser
absorvida pelo estado 0.
(2) Determine o tempo médio de absor¢ao em A = {0, 3}.

Solugao:

(1) As probabilidades de absor¢ao no estado 0 satisfazem

ho =1
hi = tho+ thi + thy + 1hs
ho = tho + $hi + $ha + ths
hs =0

que tem solucao,

10 12
= (1. —. —
(h07h17h27h3) < ) 197 1970)

Logo, partindo do estado 1, a probabilidade da cadeia ser ab-
sorvida pelo estado 0 ¢ 10/19.
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(2) Os tempos médios de absor¢ao em {0, 3} satisfazem
t() — 0
tl :1+%t0+%t1+%t2+%t3
ty =1+ o+ gt1 + 5ta + 5t3
t3 — 0

32 46
(tht17t27t3) - (07 Ev 1_970)

Resolvendo

Exercicio 23. Considere o seguinte jogo. Uma moeda perfeita é
lancada sucessivamente ao ar até que aparecam duas caras sucessivas.

(1) Modele o jogo usando uma cadeia de Markov. Determine a ma-
triz de transigao e o diagrama da cadeia. (Dica: S = {0, 1,2})

(2) Determine a decomposigao do espago dos estados da cadeia.

(3) Calcule o tempo médio de duragao do jogo supondo que comega
o jogo com duas coroas.

Solugao:

(1) Denotemos por 0 coroa e 1 cara. Escrevemos o resultado de
um nimero de langamentos como uma palavra w de 0’s e 1’s.
Seja w0 uma palavra com um zero no fim. Entao w01l com
probabilidade 1/2 ou w00 com probabilidade 1/2. Seja agora
w1 uma palavra com um 1 no fim. Entao w10 com probabilidade
1/2 ou w1l também com probabilidade 1/2. Seja S = {0, 1, 2}.
Modelando o jogo usando uma cadeia de Markov obtém-se a
matriz de transicao

1/2 1/2 0
P=1{1/2 0 1/2
0 0 1

(2) S = {0,1} U {2} onde {0,1} s@o estados transitivos e {2} ¢é
recorrente (de facto absorvente).

(3) Quer-se calcular o tempo médio de absor¢ao em {2} partindo
do estado 0. Os tempos médios satisfazem

t0:1+%t0+%t1
ty =1+ $to + 5ta
tg - 0

Resolvendo
<t07 tla t2) = (67 47 0)

Portanto, o tempo médio de duracao do jogo supondo que comega
0 jogo com duas coroas é 6 langamentos.
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Exercicio 24. Um autocarro chega a uma determinada paragem de
10 em 10 minutos. Suponha que o niimero de autocarros que chegam
a paragem segue um processo de Poisson.

(1) Qual é a probabilidade de o intervalo entre chegadas sucessivas
ser superior a 20 minutos?

(2) Apos perder um autocarro, quanto tempo tem um passageiro de
esperar para apanhar o autocarro seguinte com probabilidade
de 0.57

(3) Dado que na tultima hora nao chegou nenhum autocarro qual é
a probabilidade esperar mais uma hora?

Solugao: Seja N(t) o namero de autocarros que passaram até ao
instante ¢ (horas). Suponhamos que N(t) é um processo de Poisson
com taxa 6. A probabilidade de o intervalo entre chegadas sucessivas
ser superior a 20 minutos é

P(T > 1/3) = e % W/3) = =2,

Para calcular o tempo que um passageiro tem de esperar para apanhar
um autocarro com probabilidade de 0.5 resolvemos a equagao

P(T<t)=05 < 1-e%=05
que tem solucao t = %log 2. Finalmente,
P(N(2) =0|N(1) =0) =P(N(1) =0) = e %

Exercicio 25. Seja T uma variavel aleatoria com distribui¢ao de prob-
abilidade continua. Mostre que T' tem distribuicao exponencial se e s6
se T' nao tem memoria, isto é,

P(T>x+4+y|T >z)=P(T > vy).

Solugao: Seja g(x) = P(T > z). Entao

gx+y)=P(T >z +y)
P(T>x+y,T>x)

=PI >0 ——F72 5
=P(T > 2)P(T >z +y|T > x)
= g(z)g(y)

Portanto, a fun¢ao g(z) é multiplicativa. Logo log(g(z)) é aditiva.
Segue do lemma de Cauchy que uma fungao aditiva continua é da
forma

log(g(x)) = =Xz, A>0.

Assim, g(z) = e
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Exercicio 26. A chegada de passageiros a uma paragem de autocarro
segue um processo de Poisson com intensidade A;. Seja T' o tempo de
chegada de um autocarro que é independente do processo de Poisson.
Quando ¢t = 0 nao existem passageiros na paragem. Supondo que
T segue uma distribuicao exponencial com intensidade A, calcule o
numero médio de pessoas na paragem no instante 7.

Solugao: Quer-se calcular E(N(T)). Usando a lei de probabilidade
total para a esperanca condicional,

E(N(T)) = / T E(N()|T = 1) fr(t) di

_ / T BIN@)IT = e dt
_ / T BN () e dt

— / (Ait)Age ™22t dt
0

_M
-3

Exercicio 27. Suponha que N; e N5 sao processos de Poisson indepen-
dentes com intensidades A\ e A9, respectivamente. Mostre que N; + Ny
é um processo de Poisson com intensidade Ay + As.

Solugao: Seja X (t) = N (t) + No(t). Vamos verificar que X () satis-
faz os axiomas do processo de Poisson:
(1) X(0) = N1(0) + N2(0) =0
(2) X(t+s) — X(s) = Ni(t + s) — Ni(s) + No(t + s) — Ny(s).
Como a soma de variaveis aleatoérias de Poisson independentes
¢ também Poisson, temos que o incremento X (t + s) — X (s)
segue distribuicao de Poisson com taxa At 4+ Ast.
(3) X (t) tem incrementos independentes porque N; e Ny sao inde-
pendentes processos de Poisson.
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Exercicio 28. Mostre que

E(Z@#) = ut e V(Z(t)) = \v*+ p?)t
onde = E(X)) e v? =V (X,).

Solucao:

A variancia V(Z(t)) calcula-se de forma analoga.

Exercicio 29. Considere um sistema sujeito a impactos. Em média
observa-se A\ impactos por unidade de tempo. Seja N(¢) o namero de
impactos observados até instante t. Cada impacto provoca um estrago
mensuravel X, no sistema. Supomos que as variaveis X,, sao exponen-
cialmente distribuidas com intensidade p > 0. O sistema permanece em
funcionamento enquanto o estrago total nao exceder um valor critico
a > 0. Usando o processo de Poisson composto para descrever o estrago
total do sistema determine:

(1) A distribui¢ao de probabilidade do tempo de falha do sistema,
ie.,

T =min{t >1: Z(t) > a}
(2) O tempo médio de funcionamento E(T).

Solugdo: Seja Z(t) o estrago total do sistema. Supomos que Z(t) é
um processo de Poisson composto.
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(1) Querer-se calcular a fungao de distribuigao de T, isto é, P(T <
t). Uma vez que temos a igualdade de eventos

(T>t)={Z(t) < a}

vem que
P(T' > t) =P(Z(t) <a)

:Z (X1+ ...+ X, <a)P(N(t) =n)

:ZIP’(X1+...+Xn<a)()Z!)ne_’\t

onde X; + ...+ X, tem distribui¢ao gama,

k
P(X,+...+ X, <a)=1— Wg e~ha
k=0 ’
(2)
B(T) = / P(T > t)dt — HA’”
0

Exercicio 30. Considere o crescimento linear com imigracao. Mostre
que o valor médio (no limite) da populacdo ¢ a/(u — \) quando A < p.

Solugao: Se m, ¢ a distribuigdo estacionaria do processo, entao o
valor médio (no limite) da populagao é

nf%””” =1 =X2p" nf%nogﬂ—l (2)"
-0~ A/mag b= o (2

7
A\ — A\ "
—(1—\ “—qu‘ﬁ"(—)
( /1) w2 p

a 1
i
A
pl=Xp
=a/(p=2)

uma vez que o = a/\.
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Exercicio 31. Seja (Y,,),>0 uma cadeia de Markov com estados {0, 1}
e matriz de transigao

P:( 0 1), a > 0.
l—-a «

Considere um processo de Poisson N(t) com parametro A > 0. Mostre
que

X(t) = Ynp

¢ um processo de nascimento e morte com dois estados {0, 1}. Deter-
mine os parametros do processo \g e p; em fungao de o e A.

Solucao: A propriedade de Markov segue do facto de Y,, ser uma
cadeia de Markov. Vamos calcular as intensidades que caracterizam o
processo.

P(X(t +5) = 1|X(s) = 0) = P(X(¢) = 1) X(0) = 0)
=P(Yne = 1[Yn) = 0)
_ v

PYIP(N(t) = i)

[M]¢

1

-
I

i At
f%%e—At('g
’ 1!

NE

1

~.
I

(A)’

7!

P (1= M+ o(t))

NE

i=1
= 071(1 — X + O(t)))\t + O(t)
= Po’l)\t + 0<t)
= At +o(t)

Logo, Ao = qo1 = A. De forma equivalente calcula-se
P(X(t+s)=0[X(s) =1) = Pio(1 — Xt + o(t)) M + o(t)
= PL()/\t —|— O(t)
= (1 —a)Xt + oft)

Logo, i1 = ¢10 = (1 — a)A. Portanto,

QZ(Q:ZM —uian)

Exercicio 32. Considere um processo X (t) de nascimento (sem morte)
com parametros A\ = 1, \; = 3 e Ay = 2. Supondo que X(0) = 0,
determine P(X(¢) = j) para j = 0,1,2.
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Solugao: Seja 7;(t) = P(X(t) = j) e considere-se o vector 7(t) =

(m;(t)). Entao
m(t) = m(0)P(t)
onde P(t) = (p;;(t))i; é a matriz de probabilidades de transi¢do e
7(0) = (1,0,...) uma vez que X(0) = 0. Assim,
7i(t) = po,(t), J=0.
Portanto, vamos calcular as probabilidades de transigao % ;(t) para
7 =0,1,2. Usando as equacoes progressivas de Kolmogorov temos que

Poo(t) = —Aopool(t)
Po1(t) = Aapoo(t) — Aipo,i(t)
Po2(t) = Mpo(t) — Aapoa(t)
Da primeira equagao obtemos
po(t) =e”!
Substituindo na segunda e resolvendo,

1
pl(t) _= 5 (e_t _ 6—3t)
e substituindo na tdltima equacao e resolvendo
3 _ 2
pa(t) = 3¢ et =1)".

Outra forma de resolver o exercicio é observando que as intensidades sao
todas distintas e portanto a solucao pode-se obter através da formula

n n 1
pn(t)zx\g---)\n_lz( H )\'_)\k)e_’\kt, n=20,1,2

k=0 \j=0,j#k "7
Exercicio 33. Considere um processo de nascimento e morte com
parametros A\, = A e u, = pun para n = 0,1,2,.... Verifique que
as probabilidades
Ap)ie= P 1—eHt
Po,j(t) = (+, onde p=———

satisfazem as equagoes progressivas de Kolmogorov (i = 0).
Solugao: Escrever as equagoes progressivas para i = 0,
Poj(t) = tiz1po,+1(t) — Ajpoi () + Aj_1poj—1(t)
e verificar que as expressoes para po ;(t) satisfazem a equacao.

Exercicio 34. Um camiao viaja entre Lisboa, Castelo Branco e Porto
com a seguinte matriz de intensidades (nimero de viagens por més)

—4 2 2
Q=3 -4 1
5 0 -5
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Determine:

(1) A fraccdo de tempo (a longo prazo) que o camido permanece
em cada cidade.

(2) O namero médio de viagens por ano de Castelo Branco para
Lisboa.

Solugao:

(1) Resolvendo o sistema 7(@) = 0 vem que

(111
T=\211

Logo, o camiao permanece metade do seu tempo em Lisboa e
1/4 do tempo em Castelo Branco e Porto.

(2) Em média, o camido permanece 1/4 (3 meses) do tempo em
Castelo Branco e viaja para Lisboa 3 vezes por més. Assim,
o nimero médio de viagens por ano de Castelo Branco para
Lisboa € 9.

Exercicio 35. Seja X () um processo de nascimento e morte com
estados {0,1,..., N} e pardmetros A, = a(N —n) e u, = fn onde
a, B > 0. Determine a distribuicao estacionéria.

Solucao: Resolver o sistema 7() = 0 que tem solugao

o
a+

m=CYp"(1—p)NF, p=

Exercicio 36. Uma fabrica tem 2 maquinas e um técnico responsavel
pela sua manutencao. Suponha que cada méquina trabalha durante
um tempo médio de 12 dias até necessitar de manutengao e o técnico
demora em média 2 dias para realizar a respectiva manutencgao.

(1) Supondo que a intensidade de avaria é proporcional ao ntumero
de maquinas em funcionamento, use um processo de nascimento
e morte para modelar o nimero de méquinas em activo. Deter-
mine a matriz de intensidades que caracteriza o processo.

(2) Sabendo que poo(t) = %6_% + ;—ge_% + 5= calcule as probabil-
idades de transigao p; o(t) e pao(t) do processo.

(3) Determine a distribuigao estacionéria.

(4) Qual é fracgao de tempo (longo prazo) de funcionamento si-

multaneo das maquinas.

Solucao:

(1)
~1/2 1/2 0
Q=11/12 —-1/2—-1/12 1/2
0 1/6 ~1/6
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(2) Escrevemos as equagoes regressivas de Kolmogorov para pgo e
p1,07

1 1

p6,o(t) = —épo,o(t) + 5291,0(?5)
1 1 1 1

Prolt) = Epo,o(t) — (5 + E) pro(t) + 5]?2,0(25)

Assim,
Pro(t) = 2p50(t) + poo(t)
(§]
1 1
paal) = 2,0(0) = gpoa(®)+ (145 ) pralt)

= 40) + o) = malt) + (14 5 ) Qrholt) + poa(0)

10 / 11
= poo(t) + gpo,o(t) + 4P0,0(t)
(3)

(’/To, 1, ’/TQ) == (1/25, 6/25, 18/25)

(4) 18/25

Exercicio 37. Clientes chegam a uma mercearia com uma intensidade
de 5 por hora. O empregado demora em média 10 minutos a atender
cada cliente. Determine a probabilidade de encontrar, a longo prazo, 2
ou mais clientes na mercearia.

Solugao: Temos A = 5 e u = 6. Logo p = 5/6. Portanto, a proba-
bilidade de encontrar, a longo prazo, 2 ou mais clientes na mercearia
é

> = p* = 25/36.
n=2

Exercicio 38. Para uma fila de espera M/M/1 faga o gréfico a taxa
de utilizacao do servidor 1 — my e do ntimero médio L de pessoas no
sistema como fungoes da intensidade de trafego p < 1.

Solucao:

Exercicio 39. Um supermercado dispoe de duas caixas de checkout.
Uma caixa tem um operador e a outra é automatica. A caixa com
operador tem um tempo médio de servigo de 30 segundos, enquanto que
a caixa automatica tem um tempo médio de servico de 50 segundos.
Supondo que os clientes chegam as caixas com uma intensidade de 1
cliente por minuto, compare os comprimentos das filas de espera das
duas caixas.
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AN

2 0.4 0.6 0.5 L.0 1-

Solugao: Seja [t e i as intensidades com operador e automética
(nimero de clientes por min). Entao g =2 e i = 6/5. Logo,
P (12 (5/6)°
) At — =" =25/6
0= g - W2 e Lo=i 555/
Exercicio 40. Considere uma fila de espera M /M /2. Determine o
tempo médio de espera W quando A = 2 e u = 1.2. Compare com
o tempo médio de espera numa fila M/M/1 com A =1 e p = 1.2.
Explique a diferenca dos tempos de espera.

Solugao: Com s = 2 temos que

L 1
wW=2=,4=
Ap
onde p = A/ (2p),
P
LO =2 0
(1—p)?
e
2 —1
Ty = (2 + 1+ 2p)
Simplificando,
_2.r
AL —p?
Por outro lado, quando s = 1, temos
1 p A

Assim, numa fila M/M/2 com A =2 e pu= 1.2 temos p =5/6 ¢
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enquanto que numa fila M/M/1 com A =1e pp= 1.2 temos p=5/6 e
Wiy =5

Exercicio 41. Suponha que clientes chegam a uma reparticao das fi-
nancas seguindo um processo de Poisson com intensidade de 5 clientes
por hora. A reparticdo tem um tnico funcionéario que demora, em mé-
dia, 10 minutos a atender cada cliente. Quando o ntimero de clientes
na reparticao excede um certo ntiimero N o funcionario encerra a repar-
ticao. Determine o menor N tal que, a longo prazo, a probabilidade de
o funcionario encerrar a reparticao nao exceda 0.01.

Solucao: Queremos determinar o menor N tal que

1
lim P(X(£) > N) < —
m PX () > N) < 35

Usando a distribuicao limite queremos resolver

o0

> m <
" =100
n=N+1
Mas -
Z T, = pNJrl _ (5/6)N+1
n=N-+1
Logo,
1
_ [log(100) 11 =925
log(6/5)

onde [z] representa o menor inteiro maior que x.

Exercicio 42. Mostre que a sucessao definida no Exemplo 7.3 é uma
martingala.

Solugao:
e As variaveis X, sao integraveis porque & sao também inte-
graveis.
[ ]

E(Xn+1’X1 = T1y... 7Xn = acn) = E(£n+1Xn‘X1 = T1,... 7Xn = xn)
= l‘nE(gn—l—l’Xl = T1,... 7Xn = ZL‘n)
:an(’gnJrl)

:an

Exercicio 43. Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias iid e
E(]X,]) < oo para todo n > 1. Mostre que

Ly = iXk —nu
k=1

¢ uma martingala, onde u = E(X7).

Solucao:
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e As varidveis Z, sao integraveis porque X sao também inte-
graveis.
[ J
E(Zn+1’Z1 = X1y ey Zn = Zn) = E(Zn + XnJrl - M‘Zl = 21y ey Zn = Zn)
=2+ E(Xp1 —plZ1 =21, .., Zp = 2p)
=2, + E(Xyq1 — 1)
= Zn

Exercicio 44. Considere o passeio aleatorio X,, = & + --- + &, onde
a sucessao (&,),>1 ¢ iid e P(§, = £1) = % Mostre que

2
Zn=X, —n
¢ uma martingala.

Solucao:

e /7, é integravel porque toma um nimero finito de valores.
[ J

E(Zpi|Zi=21,..., 2 =20) = E(Xn 4+ &ng1)? —n—1Zy =21, ..., Zyy = 2)

E(be +2X 6011 —|—§'fl+1 —n—1Zy=21,...,2, = z)
E(Zy+2X0bnn + & —UZi=21,..., 2y = 2,)
=2, + BE2X 1 + &0 — Ui =21,..., Zn = 2,)
=2, + B — 1)+ EQX 1| Zv =21, .., Zn = 2,)

:Zn

porque E(&2,1) =1 ¢ &,4+1 ¢ independente de Zi,..., Z, e tem
valor esperado nulo.

Exercicio 45. Seja X, = & + ...+ &, o passeio aleatorio com (&,)n>1
iid, &, = +1 com igual probabilidade. Mostre que

Zn = (—1)" cos(mX,)
é uma martingala.

Solucao:

e /7, é integravel porque toma um nimero finito de valores.
[ ]

E(Zpy|Zy=21,..., 2y = 20) = E((—=1)" M cos(m Xny1)| 21 = 21, ..., Zn = 2)
= E((—=1)" " cos(m( Xy, + &) 2y = 21, .0 Zn = 2)
Mas
cos(m(X,, + &ny1)) = cos(mX,,) cos(mé, 1) — sin(7wX,,) sin(w&,11)
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Logo,

E(Zy|Z1 =21, ., Zn = 2n) = 20 B(— cos(m&py1)) + sin(mx,) E(sin(mé,41))
=z, X 1 +sin(mrz,) X0

Exercicio 46. Seja Xy =0e
X, =X, 1+& -1, n=1,2,...

onde (&,)n>1 € uma sucessao de varidveis aleatorias iid que tém uma
distribuicao de Poisson com valor esperado p > 0. Determine os valores
de p para os quais a sucessao (X,,),>1 ¢ uma martingala, submartingala
ou supermartingala.

Solucao: E 6bvio que X, é integravel. De seguida calculamos,
EX,u|Xi=z1,..., Xp=2,) =2, +p—1

Portanto, X,, é uma martingala se u = 1, submartingala se yu > 1,
supermartingala se p < 1.

Exercicio 47. Mostre que P(7 < o0) = 1 no jogo da ruina.

Solugao: O jogo da ruina pode ser descrito como uma cadeia de
Markov nos estados {—a,...,—1,0,1,...,b} onde P, ;41 = P,;_1 = 1/2
se i ¢ {—a,b} e P_,_, = P, = 1. Portanto, ¢ um passeio aleatorio
onde os estados —a e b sao absorventes. Partindo de Xy = 0, quer-se
calcular P(7 < oo) onde

7 =min{n > 1: X,, € {—a,b}}

O tempo 7 é o tempo de primeira entrada no conjunto fechado A =
{—a,b}. Portanto, hy = P(7 < 00) é a probabilidade de absor¢ao da
cadeia no conjunto A dado que parte do estado 0. As probabilidades
de absorcao h; satisfazem o sistema

(h_, =1
h—a+1 = %h—a + %h—a—i—Q

h; = %hifl + %hi+1

hy1 = %hb—2 + %hb
[ 7y =1

Este sistema tem tnica solugao h; = 1 para todo 2. Portanto, hg = 1
como queriamos demonstrar.
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Exercicio 48. Sejam (&,),>1 variaveis aleatorias iid tais que &, = £1
com probabilidade P(§, = 1) = pe P(§, = —1) = q onde p # q.

Considere o passeio aleatorio,
Xon=&+... &,
e o tempo de paragem
T=min{n >1:X, € {—a,b}},

onde a,b > 0. Mostre que:
(1) A sucessao Z, = (¢/p)*" ¢ uma martingala.
(2)
1—(q/p)"
(¢/p)" = (a/p)~"

P(X, =b) =

Solugao:
(1) Z, é obviamente integravel. Além disso,
E(Znii|Zy = 21, .., Zn = 2,) = E((q/p)* " 2y = 21, ..., 2y,
= E((q/p)*"(a/p)* |21 = =1,

= 2, E((q/p)*+)

porque
E((g/p)*+) = (a/p)' xp+(a/p) ' xg=q+p=1
(2) Segue do teorema da paragem opcional que
E(Z,)=E(Z) = 1.
Além disso, se p, = P(X, = b) entao
E(Z:) = (a/p)""(1 =) + (a/P)"Do
Resolvendo em ordem a py,

I (g/p)°
(q/p)* = (q¢/p)

)

Exercicio 49. Seja X,, = & + ...+ &, o passeio aleatorio onde (&,)n>1
sao iid tais que &, = £1 com igual probabilidade. Supondo que k£ € N:

(1) Mostre que Z,, = (—1)" cos(m(X,, + k)) ¢ uma martingala.

(2) Calcule E((—1)7) onde 7 é o tempo de paragem
r=min{n >1:|X,| =k} .

Solugao:

(1) Ideéntica ao Exercicio 45.
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(2) Aplicando o teorema da paragem opcional,
E(Z.) = E(Z) = (-1)*

Por outro lado,

Logo,

Exercicio 50. Sejam X, X5, ... variaveis aleatorias iid tais que X,, €
{—1,1} para todon =1,2,.... Considere o tempo de paragem

7=min{n >1: X; +---+ X, =1}.
Determine E(7).

Solugdo: Seja p = P(X, = 1). Se p < 1/2 entao E(7) = co. Caso
contrario, se p > 1/2, usando a equagao de Wald, E(7) = 1/(2p — 1).

Exercicio 51 (dificil). Seja (X,,),>1 uma sucessao de variaveis aleatorias
e 7 um tempo de paragem relativo a X,, tal que para algum k € N e
algum € > 0,

Pir<n+k|Xi=z1,....,X,=2,) >¢, Vn>1
Mostre que P(1 < 00) = 1.
Exercicio 52. Mostre que

Cov(W (t),W(s)) = o® min{t, s},
onde W (t) é o processo de Wiener com parametros (z, i, o).
Solugao: Se t > s,

E(B()B(s)) = E(B(t) — B(s))B(s) + B(s)?)
(t) — B(s))E(B(s)) + E(B(s)?)
(

Logo, E(B(t)B(s)) = min{t, s}. Portanto,
Cov(W(t),W(s)) = Cov(x + put + oB(t),x + ps + 0 B(s))
= 0*Cov(B(t), B(s))
= o*min{t, s}
Exercicio 53. Seja B(t) um movimento Browniano. Mostre que
E(eP®) = /2

para todo t > 0.



28 JOSE PEDRO GAIVAO

Solucao:

+oo 1 o2
E(B(t)) = / e’ e 2 dx

Cee V2mt

“+oo 2
/ ! e = dx
—co V21t

N[

e

N+

e

Exercicio 54. Seja {X(¢): t > 0} um processo estocéstico a tempo
continuo que tem as seguintes propriedades:
(1) X(0)=0
(2) trajectorias continuas P-q.c.
(3) para quaisquer 0 < t; < --- < t,, o vector aleatorio (X (¢1),..., X (t,))
tem funcao de densidade de probabilidade conjunta,

ftl (x1>ft2—t1 (xQ - xl) e ftn—tnfl (l’n - In—l)

onde
1

ft<x> = \/%

¢ a funcao de densidade da distribuicao normal.

_az
e 2t

Mostre que X (t) ¢ um movimento Browniano.
Solugao:
e Queremos mostrar que para quaisquer 0 < s < ¢ o incremento
X(t) — X(s) tem distribui¢do normal com valor esperado 0 e

variancia t — s. Segue da terceira hipotese que a funcao de
densidade conjunta de (X (s), X(t)) é

fs(@) fis(y — ).
Logo,

PXW X)) = [ sty =) dedy

-/ :o / oo Fu() fosly — ) dyd

z “+oo

- / Fo(2) frs(y) dady

—00 — 00

-/ OO fosly) dy

e Para quaisquer 0 < t; < ty < --- < t,, queremos mostrar que os

incrementos,
X(te) — X(t1),..., X(tn) — X(tn-1)
sao independentes. Se Yi,...,Y, sado varidveis aleatorias que

seguem uma distribuicao normal entao sao independentes sse
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nao sao correlacionadas, ou seja, Cov(Y;,Y;) = 0 para todo

i # j. Portanto, como o valor esperado dos incrementos é nulo,
é suficiente mostrar que,

El(X(u)—X(#)(X(s) —X(r)] =0, t<u<r<s.

Mas para s <t temos que,

B(X(5)X(1)) = / ) / ey fosly — 2) dady

-/ :O of.(x) ( / :o Uiy - @) dy) e

+oo
:/ 22 f(z)dr = 5.

Logo,
E[(X(u) = X(#)(X(s) = X(r)] = E(X(u)X(s)) = E(X(u)X(r))
—EXHOX($)+EXHO)X(r)=u—u—t+t=0

Exercicio 55. Seja B(t) um movimento Browniano. Mostre que dados
0 < s <te A Boreliano de R entao,

P(B(t) € A|B(s) /ft s(y —x)dy,

22
onde fi(x) = ﬁeT.
Solugao: Segue de
fB),86)(®,Y) = fB5)(Y) fB0)-B(3) (T — Y)-

IB),B()(T,Y)
fB(s) (y)

Exercicio 56. Seja B(t) um movimento Browniano e considere in-
stantes 0 < t; < ty < t3. Determine a distribuicao de probabilidade
das variaveis:

(1) B(t1) + B(t2)
(2) B(t)) + B(t2) + B(t3)

fBwBs)(xly) =

Solugao:

(1) Como B(t1) + B(te) = 2B(t1) + B(t2) — B(t1), segue dos incre-
mentos serem independentes que B(t;)+ B(t2) tem distribuicao
normal com média 0 e variancia 4t; + to — t; = 3t1 + to.

(2)
B(t)) + B(ts) + B(t;) = 3B(t) + 2(B(ts) — B(t)) + B(t;) — B(t,)
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Logo, B(t1) + B(t2) + B(t3) tem distribuigdo normal de média
0 e variancia

9t1 + 4(t2 - tl) + (t3 - tg) = 5t1 + 3t2 + t3



