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SOLUCAO

PARTE [

Considere uma cadeia de Markov (X,,),>0 no espago de estados {1,2,3,4,5} com
matriz de transicao
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(1) (3 valores) Determine a decomposicao do espago de estados em classes de comu-
nicagao, classifique os respectivos estados (recorrente/transiente) e determine o
seu periodo.

Soluggo: 1 - 5 -3 -5 — 1,2 - 4 — 2 e {2,4} é um conjunto
fechado. Assim, C'(1) = {1,3,5} e C(2) = {2,4}. Como S ¢ finito, os esta-
dos de C'(2) s@o recorrentes positivos. Como C(1) é aberto, todos os estados de
C'(1) sao transientes. Decomposicao do espago de estados: S = {1,3,5}U{2,4}.
Relativamente ao periodo, segue de P, > 0 que Per(2) = Per(4) = 1 uma
vez que o periodo é invariante na classe de comunicacao. Logo, os estados
de C(2) sao ergodicos. Como Py > 0 sse n é par, conclui-se também que
Per(1) = Per(3) = Per(5) = 2.

(2) (3 valores) Determine as distribui¢oes estacionarias da cadeia.

Solucao: Como S é finito, existe pelo menos um estado recorrente positivo,
e todos os estados recorrentes comunicam entre si, conclui-se que existe uma
Unica distribui¢ao estaciondria w. Como 1,3 e 5 sao transientes, temos que

m = w3 = w5 = 0. Assim, resta calcular m e my. Restringindo na sub-cadeia
C(2) = {2,4} temos que

1 1
T = §7T2+§7T4
_ 2 1
Ty = §7T2+§7T4

Com a condicao my + m4 = 1, 0 sistema tem uma tnica solucao m, = % e My =
Portanto,
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(3) (2 valores) Calcule lim,, Pé:ﬁ)).

Solugao: Como 5 ¢é transiente, segue que » -, Pég) < 00, 0 que implica

lim, 0 PiY = 0.

PARTE 11

(1) (2 valores) Seja N(t) um processo de Poisson com intensidade A > 0.
Calcule:

P(W, > 1|N(3) = 4)

Solucdo: Da igualdade de eventos {Wy > 1} = {N(1) < 2} segue que

P(W, > 1|N(3) = 4) = P(N(1) < 2|N(3) = 4)
=P(N(1) = 0|N(3) = 4) + P(N(1) = 1|N(3) = 4)
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(2) (4 valores) Sejam A,y > 0 e considere um processo de nascimento e morte
{X(t): t > 0} com taxa de nascimento A, = A\, n > 0 e taxa de morte p, = npu,
n > 1. Calcule:

lim E(X(t))

t—+00

Solugao: Primeiro calculamos a distribuicao estacionéria 7 do processo. Como
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Note-se que 7 é a distribui¢ao de Poisson com parametro A/u. Como o processo
tem uma distribuicao estacionaria e é irredutivel, conclui-se que a distribuicao
limite é igual a distribuicao estacionaria. Portanto,

: - A
Jim E(X(1)) = ;mn =7



PARTE III

(1) Considere um processo de Bernoulli (X,),>1 iid onde P(X,, = 1) =p e P(X,, =
0)=gqcomp+qg=1ep,q>0. Seja

T =min{n >1: X, = 1}.

(a) (3 valores) Mostre que Z, = ¢ "x{r>n}, 7 > 1 é uma martingala.
(b) (1 valor) Calcule E(Z,).

Solugao:

(a)

e 7, ¢ integravel, uma vez que
E(|Za]) = E(la"X(r>m|) = E(q""X(r>n}) = ¢ "P(T > n) < oo,
e Relativamente a propriedade de martingala, observamos primeiro que
X{T>n+1} = X{T>n}X{Xn+1=0}>
uma vez que
{T>n+1}={X;=0,...,X,=0,X,,;1 =0} ={T" >n, X1 =0},
Logo,
E(Zy|Zy=21,..., 2y = 2,) = E(qfnle{T>n+1}|Z1 =21,y Dp = Zn)
= ¢ E(q "X I X (Xupa=0} |21 = 21, .., Zn = 2)
= q_lE(ZnX{XnH:OﬂZl =214y Ly = 2p)
= q_lan(X{Xn+1:0}|Z1 =21,y Dy = 2p)
= q_lan(X{Xn+1:0}|X1 =z,..., X, =x,)
= ¢z B(X(x041=0})
=q '2,P(X,41 =0)
=q 'zg
=z,

(b) Uma martingala tem valor esperado constante. Logo, F(Z,) = E(Z,) =
¢ P(Xy=0)=¢lg=1

(2) (2 valores) Sejam {Bj;(t)}t>0 e {Ba(t)}t>0 movimentos Brownianos indepen-
dentes. Determine os valores de o e (3 tal que

X(t) = aB(t) + BBs(t)
é um movimento Browniano.
Solugao:
e X(0) =aBi(0)+ fB2(0) = 0.

e Os incrementos X () — X (s) tem distribui¢do normal com média zero e variancia

(@ + B?)(t — ), i.e., X(t) — X (s) ~ N (0, (a® — 3?)(t — 5)). De facto,
X(t) — X(s) = a(By(t) — Bi(s)) + B(Ba(t) — Ba(s))
= aUi(s,t) + BUs(s, t)

onde U;(s,t) = B;(t) — Bi(s), i = 1,2, é Gaussiana com distribui¢do N(0,t — s).
Como Ui (s,t) ¢ independente de Us(s,t), segue que X () — X(s) ¢ também
Gaussiana com

E(X(t)—X(s) =aE(U(s,t)) + E(Us(s,t)) =ax0+x0=0



e
V(X(t) = X(s)) = ’V(Ui(s,1)) + BV (Ua(s, 1)) = @*(t — s) + B*(t — s)
Assim, concluimos que X (t) tem incrementos estacionarios e Gaussianos com
média zero e variancia t — s sse a® + %2 = 1.

e Queremos mostrar que os incrementos de X (¢) sdo independentes, ou seja, para
quaisquer instantes t; < --- < t,,, os incrementos

X(ts) — X(t1),...,X(tn) — X(t,—1) sao independentes.

Como os incrementos tem distribuigao normal com média zero, basta verificar
que para quaisquer s <t < u < v,

E(X(t) = X(s))(X(4) = X (u))] = 0.
Assim,
E(X(t) = X(s))(X(v) - X(u))] E(X(t) = X(s))(X(v) = X(u))]
E[(al\(s,t) + BUs(s, t)) (aUy(u, v) + SUz(u, v))]
= a?E U, (s, ) Ui (u,v)] + aBE [Uy(s,t)Us(u, v)]

+aBE [Us(s, )U1 (u, v)] + B°E [Uz(s, ) Us(u, v)]
Segue da independéncia dos incrementos que

E[Ui(s,t)Ui(u,v)] = E [Ux(s,t)Us(u,v)] =0
e da independéncia de B; e By que

E[Ui(s,t)Usz(u,v)] = E[Us(s,t)Uy(u,v)] =0

e Finalmente, uma vez que X(¢) ¢ uma combinagao linear (fun¢do continua) de
fungoes continuas, concluimos que tem trajetorias continuas qtp.

Conclusao: o processo estocastico X (t) ¢ um movimento Browniano sse o + 2 = 1.



