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PARTE [

Considere uma cadeia de Markov (X,,),>0 no espago de estados {1,2,3,4,5} com
matriz de transicao
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(1) (3 valores) Determine a decomposicao do espago de estados em classes de comu-
nicagao, classifique os respectivos estados (recorrente/transiente) e determine o
seu periodo.

Solucao: C(1) = {1,5}, C(2) = {2,4}, C(3) = {3}. As classes C(1) e C(3)
sao fechadas. A classe C'(2) é aberta. Como S ¢ finito, concluimos que os estados
de C(1) e C(3) sao recorrentes positivos, enquanto que os estados de C'(2) sao
transientes. Temos a decomposi¢ao: S = {2,4} U {1,5} U {3}. Em relacdo ao
periodo temos que Per(1) = Per(5) = 1, Per(2) = Per(4) = 2 e Per(3) = 1.

(2) (3 valores) Determine as distribui¢oes estacionarias da cadeia.

Solugao: A subcadeia formada pelos estados {1,5} tem distribuicdo esta-
cionaria v = (2/3,0,0,0,1/3), e a subcadeia formada pelo estado absorvente
{3} tem distribuigao estacionéria p = (0,0, 1,0,0). Logo,

=+ (1 =ANp,  Ae[0,1].

(3) (2 valores) Sabendo que Xy = 2, calcule a probabilidade de a cadeia ser absorvida
no estado 3.

Solucao: Como hy = hs = 0 e hy = 1, resolvendo o sistema

h2 - ihQ + ihg + %h4
h4 == %hQ + %h;—;

1

obtemos que hy = .

PARTE 11

(1) (2 valores) Considere um processo de Poisson N(t) com intensidade A > 0. Seja
W, o tempo de ocorréncia do n-ésimo evento e t > 0.
Calcule:

E(Ws3|Wy =t)
1



Solugao: Sabemos que W3 = Wy + T3 onde T3 é independente de W5 e tem
distribuicao exponencial com parametro A. Logo,

1
EWs|Wy =t) = EVo+ T3|Wy=t) = E(t + T3|Wao =t) =t + E(T3) =t + 1

(2) Seja X(t) uma cadeia de Markov a tempo continuo no espago de estados S =
{1,2,3} com matriz de intensidades

a) (2 valores) Escreva a equacgao progressiva de Kolmogorov para p} {(t) e cal-
g g 1,1

cule p; »(t) sabendo que py 1 (t) = 6_6?“ + e_;t + %

Solucao: De P’ = P(Q obtemos

Pra(t) = —pri(t) + p1a(t)

Assim,

o3t
3

pra(t) = pi,(t) +pra(t) =

Wl =

(b) (2 valores) Calcule
lim E(X(¢))

t——+o0

Solugao: A cadeia e irredutivel e admite uma distribuigao estacionaria

111
7TQ—0<:>7T—<§,§,§).

Logo, a distribuicao limite é igual & distribuigcao estacionéaria. Assim
lim E(X(t)) =m + 2m + 375 = 2.

t—+00

PARTE III

(1) Seja (&)n>1 uma sequéncia iid tal que P(§, = +1) = 5. Considere o passeio

aleatoério
X,=&+--+&, neN.

Define-se, para a > 0,
Zn=e "2 neN.
(a) (3 valores) Determine o valor de a para o qual (Z,),>; ¢ uma martingala.

Solugao:
o F(|Z,]) <27"e"™ < o0



[ ]
E(Zpyr|Z1 =21, 2y = 2p) = E(e” 127 N Z) = 21, .., Zy = 2)
= 2_1E((3_‘1X"2_"6_‘15"+1 |Z1 =21, ., Zn = 2p)
= 27 E(Zye 2y = 2, Dy = 2)
= zn271E<efa£”+1 ‘Zl =21y, Ly = Zn)
= zn2’1E(e’“£”+1)

_22—1 67a+6_a
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Portanto, a tem que satisfazer a equagao e * + e* = 4. Ou seja,
(¢*)? —4e* 41 = 0. Resolvendo, e* = 2++/3. Como a > 0 temos que
e > 1, logo a = log(2 +V/3).
Conclusdo: Z, ¢ uma martingala quando a = log(2 + v/3).
(b) (1 valor) Calcule E(277) onde

T =min{n > 1: X,, = —1}.

Solugao: Como os estados do passeio aleatério simétrico sao recorrentes,
temos que P(7 < oco) = 1. Por outro lado, |Z7| < 27"e* < e%, é uniforme-
mente integravel. Para a = log(2+ \/3), podemos aplicar o teorema da par-
agem opcional e concluir que E(Z,) = E(Z,). Mas E(Z,) = E(e”*277) =

eE(277) e E(Z)) =27'E(e™®') = 1. Logo, E(277) = e % = Tl\/g

(2) (2 valores) Sejam {B(t) }+>0 um movimento Browniano, s > 0 e
X(t)=B(t+s)— B(s), t>0.
Mostre que {X (t)}+>0 ¢ um movimento Browniano.

Solugao:
e X(0)=DB(0+s)—B(s)=0
e Para t > u temos que
X(t)— X(u)=B(t+s)—B(s) — Blu+s)+ B(s) =B(t+s) — Bu+s)

Portanto, os incrementos de X (t) sdo os mesmos de B(t) transladados por
s. Logo, X (t) tem incrementos independentes.
e Relativamente & distribui¢ao dos incrementos,

X(t) — X(u) ~ B(t+s)— Bu+s) ~N(0,t —u)

e Como t — B(t + s) tem trajetorias continuas, concluimos que X(¢) tem
trajetorias continuas.



