Andlise Matematica IV

LISTA 1!

Revisao da integracdo em C, séries de Laurent

(1) Calcule os seguintes integrais para o caminho v (sentido anti-horario)
que circunda o quadrado com vértices nos pontos 0, 1, 2 e 1 +4:
(a) f7 Rz dz
(b) fA/(z2 +1)dz
(o) [ L Zdz

(2) Encontre dois caminhos regulares -1 e 72 com pontos inicial e final

1 1
/ —dz # —dz.
m Z z

Y2
Explique porque isto nao viola o teorema fundamental do célculo.

iguais, tais que

(3) Calcule:
(a) f‘z|:1(5)_1dz.

(b) f,y(z —a)"dz onde n € Z e y determina a circunferéncia de raio

r centrada em a € C.

(4) *Mostre que para qualquer caminho fechado regular por trocos 7: [a, b] —

C com w & v([a,b]) temos que

1 d
rot(y, w) / ez
v

T o) z—w
Note que o nimero acima rot(y,w) (chamado nimero de rotacao de
~ em torno de w) indica o ntimero de “voltas” dadas pelo caminho
em redor do ponto w.
Sugestao: Considere a funcao
h(t) = 1/t ) s te o,
27t J, v(s) —w
Queremos ent@o provar que h(b) € Z. Para isso verifique que [y(t) —

wle=2mh(®) ¢ constante.

(5) Determine a convergéncia de ) -, Z- em D,(0).

1
1—z-°

Prove que a convergéncia é uniforme e absoluta em qualquer conjunto
D,(0) com r < 1.

(6) Mostre que »_, (2" converge em D;(0) para a funcio f(z) =

LAs questdes mais dificeis encontram-se marcadas com *. A colaboracio entre colegas
é encorajada, mas cada estudante/grupo deve escrever as suas préprias solugdes, com-

preendé-las e dar crédito aos seus colaboradores.
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(7) Mostre que a fungao zeta (¢) de Riemann?

((z)=> n"

neN
é analitica em A = {z € C: Rz > 1}.

(8) Escreva a série de Laurent de
(a) f(2) =sin 2 para 0 < |z < 1.
(b) f(z):ﬁparao<|z|<1e0<]z—1|<1.

2Riemann (1826 - 1866) observou que a frequéncia dos nimeros primos entre os nat-
urais é muito parecida com o comportamento da fungdo (. A famosa “Hipdtese de
Riemann” conjectura que todas as solugdes de ((z) = 0 encontram-se na recta vertical
{zeC: Rz = %} Tsto j4 foi verificado para as primeiras 10'® solugées (Fev 2022). Porém,
uma demonstragao formal para qualquer caso nao é conhecida. No caso de ter alguma boa
ideia, gostard de saber que h um prémio de $10° USD (873.315€ & cotacdo de 4/2/2022)
para quem resolver este problema. Veja em: http://www.claymath.org/millennium-

problems/riemann-hypothesis



