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Motivacao

B Todos os dias estamos perante problemas de Investigacdo Operacional,
como por exemplo:

» Determinar o caminho rapido para vir para o ISEG.

» Decidir onde fazer as compras para a semana (distancia versus precos).

B Para formular estes problemas muitas vezes precisamos de varidveis
inteiras.



Exemplos de aplicacoes de Investigacao Operacional
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Figura 1: Prémio aplicagdes inovadoras da 10 da revista cientifica European Journal
of Operations Research. 4
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Introducao

Um problema de programag&o linear inteira mista (PLIM) é um problema
de programacdo linear em que algumas varidveis tém obrigatoriamente
valores inteiros. = Perda da propriedade da divisibilidade da PL.

» Num problema de programagio linear inteira (PLI) todas as varidveis

tém obrigatoriamente valores inteiros.

» Num problema de programacao linear bindria todas as varidveis tém
obrigatoriamente valor bindrio, isto é, valor 0 ou 1.

Um problema de otimizagdo combinatéria (POC) é um PLIM cuja regido
admissivel (RA) é um conjunto finito.

» A solugdo étima é um subconjunto de um conjunto finito - a RA.



Introducao
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Figura 2: RA de um PL versus RA de um POC.



Introducao

Exemplos de problemas de otimizagdo combinatdria sio:

» o problema da afetac3o;

» o problema dos transportes;

» o problema do saco-mochila;

» o problema do caixeiro viajante; ou

» o problema do roteamento de veiculos.

B O problema do caixeiro viajante e o problema do roteamento de veiculos
serdo estudados no Capitulo 2.



Introducao

Como podemos resolver um problema de otimizacdo combinatéria?

» Como a RA é um conjunto finito, podemos calcular todas as solugdes
admissiveis (SA) e determinar a melhor. —> Enumerag&o!

B A enumeracio da RA de um POC pode ser um processo muito demorado.

Problema #SA
Caixeiro viajante (n—1)!
Problema do saco-mochila 2"

B Uma instancia do caixeiro viajante com 10 cidades tem 362880 SAs.

B Uma instancia do saco-mochila com 10 itens tem 1024 SAs.

» Estas sdo consideradas instancias pequenas.



Introducao

» Como resolver um COP de forma eficiente?

Métodos de resolucdo
|

\] L4
Exatos Aproximados
e Branch-and-bound e Relaxagdes

e Planos de corte de Gomory e Heuristicas
e Branch-and-cut
e Branch-and-price

B Nos métodos aproximados sdo calculados limites inferiores (minorantes) ou limites
superiores (majorantes) para o valor Stimo.

» Num problema de minimizagdo as relaxa¢des ddo minorantes e as heuristicas ma-
jorantes.
» Num problema de maximizagdo as relaxagdes ddo majorantes e as heuristicas

minorantes.
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Relaxac¢oes

Introducao
Relaxagdo linear

Relaxa¢do Lagrangeana
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Relaxacoes

Ideia geral: Resolver uma versdo “simplificada” do problema, que normal-
mente é obtida removendo restricoes.

Definicao: Relaxacao

Um problema

(RP) ZR = min{f(x) : x € T CR"}
é uma relaxacdo de

(1P) z=min{c(x) : x € X CR"}



Relaxacoes

Se RP é uma relaxacdo de IP, entdo zF < z.

Demonstracao.

Se x* é uma solugdo 6tima de IP, entdo x € X e z = ¢(x*). Como RP
é uma relaxacdo de IP sabemos que X C T e f(x*) < ¢(x*). Logo,

R <f(x*) <c(x*) < z. O



(IP) =minz = x1 — 2x2

s.a:x1—x >0

X2

x1+2x <5 3+ -
x3 <3 _ P
. . 2x0 =5 -2
X1, X2 > 0 e inteiros 1o s
2+ D :xp — 29 =[-2
1+° °
X1—3
X1—X2:0
X1
1 2 3 4

v(IP)=¢(1,1)=1x1-2x1=-1
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(RL1) = minz = x1 — 2x
s.a:xy+2x <5
x1 <3
x1,x2 > 0 e inteiros

Removida a restricdo
x1 —xp > 0.

-
-
-
-

o
’,”'17.)(172)(2:

X1:3

X1

V(RLy) =c(0,2) =1x0—-2x2=—4

15



(RLz) = minz = x1 — 2x

s.a:xy—xx>0
x1+2x <5
x1 <3
x1,x2 > 0

Removida a restricdo de
integralidade.

4 1X2
3,,
+2x =5 ’—”‘
2+ _ FO’:xl—ZXQ:—Z
17"’ \
X1 —x2 =0 x1 =3
X1
1 2 3 4
— _5 o _
=-3~ 1.67
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412
(RL3) = minz = x1 — 4x
s.a:xy—x>0
x1+2x <5 3+
x1 <3
. . 2xp =5
x1, X2 > 0 e inteiros ) T2
A FO é x; — 4xp em vez
de x3 — 2xp. bao=e
11 —__,.—FO,’XI:I}XQ 2
- - x; =3
X1—X2:0
X1
1 2 3 4

v(RL3) =¢(1,1) =1x1—-4x1=-3
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Relaxacoes

Propriedade

(i) Se a relaxagdo RP é impossivel, entdo o problema original IP é
impossivel.

(ii) Seja x* a SO da relaxagdo RP. Se x* € X, entdo x* é a SO do
problema IP.

Demonstracao.

(i) Se RP é impossivel, entdo T = (). Assim, como X C T temos T = ()
e podemos concluir que o problema original IP também é impossivel.

(i) Como x* a SO da relaxagdo RP e x* € X, temos z < ¢(x*) = zR.
Como RP é uma relaxac3o de IP temos z® < z. Assim, z = zR e x*
é uma SO de IP.



Relaxacao linear

A relaxacdo linear de um PLIM é obtida removendo as restricdes de integralidade.

Definicao: Relaxag

Dado o problema
(IP) z=min{c(x) : x € X CZ"},

a sua relaxacdo linear é

(PLR)  z'R = min{c(x) : x € X CR"}.

Para avaliar a qualidade do valor da relaxagdo linear podemos usar o gap.

z — ZLR
gap =
z
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(IP) =minz = x1 — 2x2
s.a:x1—xp >0
X1 +2x2 <5
x1 <3

x1,X2 > 0 e inteiros

(RLy) = minz = x1 — 2x2
s.a:xy—x2 >0
x1+2x2 <5
x1 <3

x1,x2 > 0

—1-(—5/3
gap = |55 = 2

LUsamos o médulo quando temos valores negativos.

x2

= 66.67%.

+2% =5 7. -
Som—nn=la
- °
x =3
% —x =0
X1
1 2 3 4
X2 /
e
o
-
+2x =5.-"
AP0 xq 2n = —2
<
o
-
o
_-
L
X1 —x2=0 X1 =3
1 2 3 4
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Relembrando a dualidade

Definicao
Os dois problemas

(IP) z = max{c(x) : x € X}

(D) w = min{w(u) : u € U}

formam um par de problemas duais fraco se c(x) < w(u),Vx € X e
u € U. Quando z = u, temos um par de problemas duais forte.

B Num par de problemas duais, o valor de qualquer SA do problema de
maximo é um minorante para o valor 6timo problema de minimo.

» O par de problemas duais apenas estd definido para problemas de
programacao linear.



Relaxacao Lagrangeana

B Considere-se o seguinte problema inteiro
(IP) =z =min{c(x) : Dx < d e x € X},
onde Dx < d é o conjunto de restricoes “complicadas”.

O problema
IP(u) = z(u) = max{c(x) + u(d — Dx) : x € X}
é uma relaxacao de IP para todo u > 0.

Demonstracao.

Temos que {Dx < d e x € X} C X e ¢(x) + u(d — Dx) > ¢(x), logo
pela definicdo de relaxacdo /P(u) é uma relaxagio de IP. O



Relaxacao Lagrangeana

Considere-se

(IP)=z=min{c(x) : Dx < d e x € X}

(0]

IP(u) = z(u) = max{c(x) + u(d — Dx) : x € X},

IP(u) é a relaxacdo Lagrangeana de (IP) de parametro u.



(IP) =minz = x; — 2x
s.a:x1 — xp > 0 = Restricdes “complicadas”
x1+2x <5
xp <3

x1, X > 0 e inteiros

B A relaxagao lagrangeana é:

IP(u)y=minz(u) =x1 —2x2 + u(0— x1 + x2) = (1 — u)x1 + (-2 + u)x2
s.a:x1+2x% <5
X1 S 3

x1, X2 > 0 e inteiros
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Relaxacao Lagrangeana

Em IP(u) as restrigdes “complicadas” sdo adicionadas a fungdo objetivo
com uma penalidade wv.

» O valor u é o multiplicador de Lagrange associado as restricées Dx <
d.

» Na FO a penalidade é multiplicada pela pela “violacdo” da restricdo
relaxada.

O problema IP(u) € a relaxagdo Lagrangeana de /P de pardmetro u.

» O valor étimo de IP(u) depende do valor de u.

25



Relaxacao Lagrangeana

Como o IP(u) é uma relaxag¢do de /P, sabemos que z(u) < z. Contudo,
z(u) depende do valor de u.

» Para encontrar o melhor minorante possivel para o valor 6timo de IP
temos que otimizar o valor de u. = Resolver o problema dual
lagrangeano.

Definicao

O problema dual Lagrangeano define-se como

(LD) = wpy = max{z(u) : u > 0}.



B O problema dual lagrangeano que queremos resolver é:

o = MR = mip (0= (A o

com X = {(x1,x) €Z%: x1 +2x2 <5, x; <3 e x1,x2 > 0}.

B Queremos determinar a expressdo de z(u) para conseguirmos determinar
o seu minimo. Contudo, z(u) depende da solu¢do do PLI min{(1 — u)x; +
(24 u)x : (x1,x) € X}.

» Vamos determinar que pontos em X é que podem ser SOs do PLI
referido.
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B Suponhamos que u < 1

Z(w)=1—u)x1+ (24 u)x
N — N —
>0 <0

Como queremos minimizar, a SO ¢ (0,2) e

zZ(u)=(1—u) X0+ (—2+4u) x 2= —4+2u.

M Suponhamos que u > 2

z(w) =1 —u)x1+(—2+ u)x

<0 >0

Como queremos minimizar, a SO é (3,0) e
z(u) =(1—u) X3+ (=24 u) x0=3—3u.

» O que acontece para 1 < u < 27

— Que outros pontos em X podem ser solugdes Stimas de z(u)?

28



Para determinados valores
de u, as solugdes (1,2) e

também podem ser
SO do problema.

29



B Temos entdo as seguintes expressbes para z(u):

» Ponto (0,2) = z(u)=(1—u) X0+ (—2+4+u)x2=2u—4
» Ponto (3,0) = z(u)=(1—u)x3+(—24+u)x0=-3u+3
» Ponto (1,2) ) (—2+u)x2=u—-3
» Ponto (3,1) ) (—24+u)x1=-2u+1

= z(u)=(1—-u)x1+
= z(u)=(1—u)x3+

Resta-nos verificar qual é o minimo de z(u), isto é, para que valores de u s3o validas.

4

Z(u) = -4+ 21

u\
u):73+u1




B Queremos determinar a reta que estd a baixo (¢ o minimo) de todas as
outras.
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Assim, a expressdo da fungdo que queremos maximizar é:

u—3, 1<u<t
2(u) = S

—2u+1, 3<u<?

—3u+3, u>?2

Qual o valor de u que maximiza z(v)? = u = 5 (ponto B).

Para obtermos o melhor minorante possivel agora temos que calcular z(%).
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Relaxacao Lagrangeana

Relembremos que IP(u) = z(u) = max{c(x) + u(d — Dx) : x € X}.

Proposicao
Seu>0,e

(i) x(u) é uma SO de IP(u), e
(i) Dx(u)<d, e

(iii) (Dx(u)); = d; sempre que u; > 0 (relagdes de complementaridade),
entdo x(u) é SO de (IP).

Demonstracao.

Por (i), como x(u) é uma SO de IP(u) temos wp; > z(u).

Além disso, x(u) é admissivel para o problema original (/P) pois x € X e satisfaz as
restricdes complicadas por (ii). Logo, z(u) > z.

Finalmente, por (iii), z(u) = ex(u) + u(d — Dx(u)) = cx(u), pois quando u > 0 as
restricGes sdo satisfeitas na igualdade.

Como o problema dual lagrangeano é uma relaxa¢do de (/P) temos wp, < z. Logo,
wpy = z e podemos concluir que x(u) é uma SO de (IP). O



Relaxacao Lagrangeana

B Caso as restrigdes a relaxar ndo estejam na forma > as restri¢des de sinal da varidvel
u alteram-se no problema dual lagrangeano.

Caso >

(PLI) =z = min{c(x) : Ax < be x € X}.

IP(u) = z(u) = min{c(x) + u(b — Ax) : x € X}.
(DL) = wpr = max{z(u) : u > 0}.

Caso <
(PLI) =z =min{c(x) : Dx < d e x € X}.

IP(v) = z(v) = min{c(x) + v(d — Dx) : x € X}.
(DL) = wp, = max{z(v) : v < 0}.

Caso =

(PLI) =z =min{c(x): Tx=tex € X}.

IP(y) = z(y) = min{c(x) + y(t — Tx) : x € X}.

(DL) = wpr = max{z(y) : y livre }.



Relaxacao Lagrangeana

B Qu3o bom é o limite da relaxagdo lagrangeana?
Considere-se

(P) = z = minex
sa: Ax > b — A relaxar
x e X

DL) = wPt = L
(DL)y=w UL (u)

com
L(u) = z(u) = min{c(x) + u(b — Ax) : x € X}.

Proposicao

wPL > ZLR

B O valor da relaxagdo lagrangeana é melhor ou igual ao valor da relaxagdo linear. —>
A igualdade obtém-se quando os pontos extremos de X s3o inteiros.
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Notas sobre a relaxacao Lagrangeana

» Para obter o melhor valor possivel para os multiplicadores de Lagrange
é necessario resolver o problema dual Lagrangeano, que é n3o-linear.

— Resolvido com métodos especificos. = Método do subgradiente.

» E possivel relaxar simultaneamente varios conjuntos de restrigoes.

— Temos tantos multiplicadores de Lagrange quantas restri¢des a relaxar.
Exemplo:

(P) = min{c(x): Ax > b,Dx > d,x € X}
z(u1, up) = min{c(x) + v1(b — Ax) + wo(d — Dx) : x € X}

wPt = max{z(u1, up) : u1,up >0}
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