Resolugdo exata de problemas de otimizagdo combinatdria

Algoritmo de branch-and-bound
Algoritmo de planos de corte de Gomory

Técnicas de melhoria
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Algoritmos de enumeracao

Seja
(PLI) = z = min{c(x) : x € S}.

Ideia geral: decompor S em conjuntos “mais pequenos” e resolver o PL/
nesses conjuntos.

Seja S =51 US U...USk uma decomposicdo de S e seja
zK = min{c(x) : x € Sk}, k € K. Ento,

— = k
Z= Ir(nel’rg{z 1.



Algoritmos de enumeracao

B Caso Sy ndo seja de resolucdo mais facil pode ser decomposto, isto é,

Sk=51USkU....

B Este processo pode ser repetido até todos os problemas serem resolvidos.
—> Pesquisa em &rvore.

B Como decompor S em subconjuntos Sy, ..., 5,7
» Os conjuntos 51, ..., Sk devem ser uma parti¢do de S.
57
Ss3 Sy
S S

» A forma mais simples é particionar S em dois subconjuntos S; e S;.
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Algoritmos de enumeracao

B Variaveis binarias
Seja x; uma varidvel bindria, isto é, x; € {0,1}.
O conjunto S pode ser particionado em:
> Si={x€S:x =0}
> Ss={x€S:x=1}
B Variaveis inteiras
Seja x; uma varidvel com valor fracionério, isto é, x; = a ¢ Z.
O conjunto S pode ser particionado em:
> S1={x€eS:x <|a]}
> S5={xeS:x >[a]}

Podemos ir decompondo os conjuntos sucessivamente. == Arvore de enumeracao.
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(P) = max 8x1 + 10x2 + 2x3 + 5x4

Problema saco-mochila
s.a: 2x1 +4x0 +x3+3x4 <5

x1,x2,x3, x4 € {0,1}

(P)

2x1 +4x2 +x3 +3x4 <5
n=9—" st
(P1)

4x; +x3+3x4 <5

34 <2
x*=1(0,0,0,1)| |x*=(0,0,1,0)
2 =5 =2

(Ps)
4x; +x3+3x4 < 3

= = _

X2 0 X2 x =0 xo=1
(PZ) (P3) (PG)
x3+3x <5 x3+3x <1 (Ps)

1 2 x3+3x < —1
x =(0,0,1,1) x“ =(0,0,1,0) x3+3xs <3 Se =0 (imp.)
21:7 22:2 X3:0 X3:]_ é

(Pr) (Ps)
3x < 3
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Algoritmos de branch-and-bound

B A cada nodo k estd associado um problema Py e um conjunto S, que
é a RA de Py.

> Se Py é obtido de P; através de uma ramificagdo diz-se que k é filho
de j.
> Se Py é obtido de P; através de uma sequéncia de ramificagdes diz-se
que k é descendente de j.
» Temos v(P;) < v(Px), para todo o descendente k de j.
— Relagdo vélida para problemas de maximizag3o.
» Temos v(P;) > v(Px), para todo o descendente k de j.

— Relagdo valida para problemas de minimizagao.

Nota: Cada vez que ramificamos estamos a adicionar restricdes e, conse-
quentemente, a piorar o valor da solugdo étima dos subproblemas.
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Algoritmos de enumeracao

B Como se relaciona z com os limites nos valores de z¥?

Seja:

e S=5US U...USk uma decomposicio de S;

o ZF=min{c(x): x € S}, k=1,...,K;

e 7Z¥ um limite superior para z*; e

e z¥ um limite inferior para z*.

Ent3o, Z = mink=1,_“7K{E"} € um limite superior para z e
z = maxx—1,.. k{z"} é um limite inferior para z.
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Algoritmos de enumeracao

B Podemos usar a proposi¢cdo anterior para reduzir o tamanho da arvore
de enumeracao.

B Um nodo k pode ser cancelado (ndo ramificado) em trés situagdes:

1. o problema é impossivel, S = 0;
2. a solugdo obtida é admissivel para o problema original P; ou

3. é possivel provar que Py ndo contém a solugdo Stima (ou solugdes
melhores que a melhor solugdo conhecida para P).
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Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizacdo

O problema P, é impossivel, ndo é necessario ramifica-lo. = Corte por
impossibilidade.
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Algoritmos de enumeracao

Problema de minimizagao

Como o limite superior e inferior de Py sdo iguais (zZ1 = z; = 20) obtivemos
o seu valor 6timo e por isso ndo é necessério ramifica-lo. = Corte por
otimalidade.
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Algoritmo de branch-and-bound

Problema de minimizagao

O valor étimo de P, é pelo menos 21, enquanto o valor étimo de S; é
no maximo 20. Assim, como a partir de P, vamos sempre obter solucoes
piores que as de P; podemos n3o explorad-lo mais. = Corte por limite.

47



Algoritmo de branch-and-bound

B E um algoritmo de enumeracio!

B Como resolver os subproblemas?

» E resolvida a sua relaxacdo linear.

B Notacdo:

(P) = z=min{c(x) : x € X}

(Px) = zx = min{c(x) : x € Xy}

L Lista de problemas por resolver

Z valor da melhor SA conhecida - incumbente.

Caso n3o tenha sido determinada nenhuma SA, 2 = —oc0.

z¥ minorante de z*.

Temos zK = 400 se P, impossivel e zK = z¥ caso contrario.
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Algoritmo de branch-and-bound

L+ {P}

(inicio}— 1

2+ tooez+ —

selecionar P, € L
L+ L\ Py

resolver a RL de Py e obter z¥

ramificar Py
L(—LU{PkO,Pkl} 49




4%
31
(P) = minz =x; — 2x2
s.a:xy—x2 >0 T2 =5
x1+2xp <5 | ,"/’
x1 <3 ~ ’FO"X1—2X2:0
x1,x2 > 0 e inteiros 1bq —x=0 /.—"
’,—”‘ 55 =8
L5 . 1
1 2 3 4

Resolvendo a relaxagdo linear:

— (5 5 ) 5 _B
xpL=1(3,3)ez=3—-2x3=—3



(P)
z2=-3
5 Z=4oc0o=-1
X1 37
(Pl) (P2
Z — —il H=t2=-1
X2
> (P):q =(L1)ez=7z2=-1
X1 = 1
> (Pg):x2*:(2,%)e72:—1
\{Q2X2 =05
=0 o <f9:x -2 gNgo ¢ preciso ramificar mais a partir de
Loxo = L
_o®” = P71 pois ja encontramos uma SA. Podemos
- - . atualizar o majorante.
1 2 3 4
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3

z=-3
x1 < 2:—1\%
(P1) (P2)
z=-1 2=-1
2 — 1 H=2=-1

Como o minorante de P, é igual a Z podemos cancelar o nodo pois n3o vai conter a
SO. Todas as solugdes de descendentes de P, vio ser piores que -1.
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Algoritmo de branch-and-bound

B Estratégias de ramificagcdo e pesquisa

» Como ramificar?
— Escolher a variavel fraciondria com valor o mais préximo de |a] + %
na relaxagdo linear (varidvel “mais fracionaria”).
— Escolher a varidvel fraciondria com o indice mais baixo.

» Como selecionar o subproblema?

— Pesquisa em profundidade.
Escolher um dos tltimos problemas criados. = Descer rapidamente
na arvore de pesquisa de modo a encontrar rapidamente uma solugao
admissivel.

— Sele¢do do melhor nodo.
Escolher o problema em aberto com maior valor de z*.
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Algoritmo de branch-and-bound

» Estratégias de reducdo do niimero de nodos da arvore

— Utilizar heuristicas para determinar solu¢des admissiveis (majorantes).
— Se os coeficientes da funcdo objetivo sdo inteiros, z s6 toma valores
inteiros para solucdes admissiveis. Neste caso os minorantes zX podem

ser substituidos por [z*].

— Tentar melhorar a qualidade dos minorantes.

M O algoritmo de branch-and-bound pode ser utilizado como uma heuristica.
= Por exemplo, parando o algoritmo quando uma SA for encontrada.
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