Algoritmo de planos de corte de Gomory

Definicao
Seja X C R™. Uma desigualdade vdlida para X é uma desigualdade
T1X1 + ..+ Tpxp < o (mx < 7p) que é satisfeita por todos os pontos

de X.



Seja X = {(x1,x) €Z% :x1 +x < 4d,x1 +2x >2,2x1 +x2 > 2 e x1,x2 > 0}. =
Pontos cinzentos no gréfico.

A desigualdade x; + xp < 4.5 é uma desigualdade vélida para X.

A desigualdade 1.25x; + xo < 4.5 n3o é uma desigualdade valida para X. — Os

pontos (3,1) e (4,0) pertencem a X e n3o satisfazem a desigualdade.
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Sejam X C R™ e x* ¢ X. Uma desigualdade vélida para X n3o
satisfeita por x*, diz-se um plano de corte.



Seja X = {(x1,x) €Z% :x1 +x < 4d,x1 +2x >2,2x1 +x2 > 2 e x1,x2 > 0}. =
Pontos cinzentos no gréfico.

5

A desigualdade x; + x > 1.5 é um plano de corte para x* = (%, %) que é a SO da
relaxagdo linear do problema

min{3x1 + 2x : (x1,x2) € X}.

B Esta é a ideia geral do algoritmo de planos de corte de Gomory. 58



Algoritmo de planos de corte de Gomory

Seja

(P) = min{c(x) : x € X},
com X = {x € R": Ax > b e x; inteiro, para j € J} sendo J um subcon-

junto de {1,..., n}.

Ideia geral: resolver uma sucessio de relaxacdes lineares até a solu¢io ob-
tida estar em X. Cada relaxac3o linear é obtida da anterior acrescentando-
Ihe planos de corte.
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Seja Xp = {x € R" : Ax > b} (X sem as restri¢cdes de integralidade).
START Determinar x, a
k<+0 SO de min{c(x) : x € Xk}
STOP
eX
(X s xk 650 de P

Determinar desigualdade valida

para X, mx < o, tal que mx¥ > g

|

X Xk N{x € R" : mx < mo}
k< k+1
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Como determinar planos de corte para a SO da relaxagdo linear?

» Procedimento de geragdo de cortes de Gomory, que é valido para qualquer PLIM

B Procedimento de geragdo de cortes de Gomory

Seja
(P) =z = min{c(x) : Ax > b, x > 0 e inteiros}.

Passo 1: Resolver a relaxag3do linear de P.
Passo 2: Escrever o sistema Ax > b na forma aumentada.

Passo 3: Rescrever o sistema em funcio das VB da SO, isto é, x; + ZjevNB ajjixj = b;
para toda a VB x;.

Passo 4: O corte de Gomory é obtido através do seguinte procedimento:

i+ > Epg=b = xi+ > |alx<bh = xi+ Y |5lx<|b]
JjEVNB JEVNB JjEVNB
= > (35— 3j])x > b — |bi]
JEVNB
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Algoritmo de planos de corte de Gomory

Definicao

O corte de Gomory € 3.\ np(3; — [3;])x > b — | bi].
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(P) = maxz =2x1 + x2
s.a: 3x1 —5xp <0
3x1 +5x <15

x1,Xx2 > 0 e inteiros

).

NJw

M Resolvendo a relaxac3o linear de P obtém-se x0 = (%,
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:

3x1 = 5% +x3=0
3x1 +5x + x4 =15

B A soluc3o na forma aumentada é x° = (%, %,0,0) e tem como VBs x;
EPON
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B Reescrevendo o sistema em func3o das VB obtemos:

3x; —5x2+x3 =0 x1=3x—3x3
<~
3x1 4+ 5x0 + x4 = 15 3(%)(2 — %X3) +5x0 + x4 = 15
: = 308 + s ) b
5xo — x3 + 5xp + x4 = 15 X27%X3+%X4=%

5 1 1 1 1 5
XL =5 = §X3— 5Xa X]_+6X3+6X4:§
1 1 15 1 1 8
X2_EX3+EX4:E X2—EX3+ﬁX4:§
Como ambos os b; s3o fracionérios podemos escolher qualquer restricio para gerar um

corte de Gomory. = Vamos escolher a linha do x;.

N | =

1 1 5 1 1
= =0 - —0)x4 > (2 —-2) < - —X4 >
(g=s+(c—0x>(;-2) < oat+ex>
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B Temos que escrever o corte %X3 + %X4 > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P tiramos que:

3x1 —5x0+x3 =0 <= x3 = —3x1 + 5x2
3x1 +5x0 4+ x4 =15 <= x4 =15 —3x1 —5xp

B Logo,

1 1 1 1 1 1
= —x4 > =~ <= —(-3 5! —(15—3x1 —5x2) > =
gatens g (=3x +5%) + = ( ) 2

3 5 13 38 5 1 12
S **X1+*X2+f77X177X225 <~ *XIZ*K — x1 <2

6 6 6 6
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(PY) = maxz =2x; + x

s.a: 3x1 —5x <0

3x1 +5x <15
x1 <2

Xx1,X2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxagdo linear de P! obtém-se x! = (2,% .

4 Tx2
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:
3x1 —bx +x3 =0
3x1 +5x + x4 =15

X1+X5=2

B A solugdo na forma aumentada é x! = (2, 3,3,070) e tem como VBs
X1, X2 € X3.
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B Reescrevendo o sistema em func3do das VB obtemos:

3x1 —=5x+x3=0
3x1 +5x + x4 =15 < X2:3—%X1—%X4
X1+ x5 =2 X1 =2—Xg —
3(27X5)75(%+%X57%X4)+X3=0 x3+ x4 —bx5 =3

= XQ+%X4_gxs:%

< { —
x|+ x5 =2

Vamos escolher a restricdo associada a x» para gerar um corte de Gomory porque é a

tnica com um b; fracionario.

ol

1 3 9 1 2
=10 == = (=l >(=-1) < = —X5 >
(5-at(-z—(Ds>(z-1) = pat x>

9 8 1
— X2:§+§X5—§X4
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B Temos que escrever o corte %X4 + %xs > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P! tiramos que:

x1+5x04+ x4 =15 <= x4 =15 —3x1 — 5x»
X1+x5=2 <= xs=2—Xx1

B Logo,

(S

1 2 4 1 2
5 4+gX52* <= 5(1573X175X2)+g(2fxl)2

< x1+x <3
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(P?) = maxz =2x; + x
s.a: 3x1 —5x <0
3x1 +5x < 15
x1<2
x1+x <3
x1,x2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxac3o linear de P! obtém-se x2 = (%,

wlo

).
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M Escrevendo o sistema na forma aumentada obtemos:

3x1 —bxo+x3=0
3X1+5X2+X4: 15
X1+ x5 =2

x1+x+x5=3

B A solugdo na forma aumentada é x? = (
VBs X1, X2, X4 € X5.

00|

,0) e tem como
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B Reescrevendo o sistema em func¢io das VB obtemos:

3x1 —5x0+x3 =0

1 5 15

X1+ gx3+ gX6 = G

3x1 +5x0 + x4 = 15 %X3+X4—%X6:%

< ... — 1 5 1

X1+ x5 =2 —5X3+ x5 — 3x6 = 5
X1 +x2+x =3

1 3] 9
X2 — gX3+ gX6 = 3

Como todos os b; s3o fracionarios podemos escolher qualquer restricio para gerar um
corte de Gomory. = Vamos escolher a linha do xj.

1 5 15 1 5
== ——0)x > (——-1) < = =X >
(8 )X3+(8 )Xﬁ_(8 ) T

oo~
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B Temos que escrever o corte é)g + gxe > % em fungdo de x; e x» para o conseguirmos

representar no grafico.

B Da forma aumentada de P2 tiramos que:

3x1 —5x0 +x3 =0 <= x3 = —3x31 +5x
X1+ +x+x=3 < x6=3—x1 —x2

B Logo,

|~

5 7 1 5
3 g > - = 5(73X1+5X2)+§(37X17X2)Z
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(P3) = maxz=2x +x
s.a: 3x1 —5x <0
3x1 +5x2 < 15
x1<2, x1+x<3
x1 <1

Xx1,Xx2 > 0 e inteiros

B Resolvendo a relaxagdo linear de P3 obtém-se x3 = (1,2). Como x> é inteira é a SO
de P. Logo, z=2x1+2=4. — FIM.

75



Técnicas de melhoria

B Para melhorar o desempenho dos algoritmos apresentados existem algu-
mas técnicas que podemos adotar.

» Pré-processamento.

— Fixar varidveis e/ou melhorar limites superiores e inferiores de varidveis.
— Remover restrigdes e/ou varidveis redundantes.
— Melhorar coeficientes/termos independentes de restricdes.

» Adicio de desigualdades validas.

— Juntar restricdes que sdo redundantes para P mas que melhoram o
valor da relaxag3o linear.
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Pré-processamento

B |deia geral: simplificar a formulag3o inicial.

B Algumas das técnicas utilizadas sao:

» Fixacdo de varidveis.
» Eliminacdo de restricdes redundantes.

» “Fortelecer” restricdes de forma a reduzir a RA do PLR.

B As técnicas utilizadas ndao podem cortar solugdes admissiveis para o

problema.

B Os softwares que resolvem problemas de PLIM aplicam algumas destas

técnicas.
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Pré-processamento

B Fixacdo de varidveis

» E possivel fixar o valor de algumas varidveis observando apenas as
restricoes do modelo.
B Exemplos:

Considere-se xq, x2 e x3 varidveis bindrias. = x; € {0,1},/i=1,2,3.

31 +x+x3<2 = x; =0
X1+x—2x3>2 = x3=0
5% +x —2x3 <2 = x1 =0
x1+30—x3>22 = x=1

o> ©® N =

3xi+x —3x3>2 — x3=0ex3 =1
B Ao fixarmos o valor de uma varidvel devemos substitui-la na formulac3o.

78



Pré-processamento

B Remocdo de restrigdes redundantes

Considere-se mx < my e ux < po duas desigualdades validas para X.
Dizemos que mx < 79 domina ux < pg se existe uma constante u € R
tal que ™ > up, mo < upg e (m, 7o) # (up, upg).

Uma desigualdade vélida mx < 7y é redundante para X se existem

k > 2 restrigdes de P da forma pu'x < pif) e pesos u; > 0 com
i=0,..., ktais que (X, uip')x < K uipl domina mx < m.

B Uma restricao redundante nao é necessaria para o modelo, podendo ser
removida.
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Seja
1
X = {(x1,x2) € R?:2x <5, §X1+X2 <3, x1+x <4ex,x >0}

1
» A desigualdade x < 3 é dominada por 2x; < 5 <= x» < % pois o lado
esquerdo é igual e g < 3.
» A desigualdade (1/3)x1+ x» < 3 é redundante para X pois pode ser obtida como
uma combinag3o linear de 2x; < 5 e x1 + xp < 4, isto é,
(1/3)(2a <5) + (1/3)(a +x2 < 4) <> (1/3)a +x <3

— O conjunto X é o mesmo sem a restricdo (1/3)x; + x» < 3.
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Pré-processamento

B Fortalecimento de restricoes

» Em certos casos, é possivel apenas por inspecdo tornar as restricdes
mais fortes.

» Existem algoritmos para tornar mais fortes restricGes com varidveis
bindrias.

B Exemplos (por inspe¢3o):
Sejam x; e xp varidveis inteiras ndo negativas e y; e y, variaveis bindrias.

L. x1+x <25 = xg+x <2
2. 4143y, <4 — 1+ <1

x1 < 3 ex; < My, com M suficientemente grande —
x1<3ex; <3y
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Pré-processamento

B Fortalecimento de restri¢cdes
B Algoritmo para fortalecer restricdes com varidveis bindrias

Considere-se uma restricdo de < com variadveis bindrias, isto é,

aix1 +axxa + ...+ anxn < b, x; € {0,1},i=1...n.

k+— k+1

START Determinar _)C
S < b+ ak|? k=n? STOP
k1 S=3ia03i 24 N " S (STOP)

/ S
escrever

a,+—S—b
nova "
i le— b’ < S — ay ax > 07
restricao 2 e b b S
ke k+1| [T %

s,
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B Fortalecer a restricdo 4x; — 3x» + x3 + 2x4 < 5, com x; € {0,1}, i =1,2,3,4.
Bk=1

k=2
> S=4+142=7

> S=2+1+2=5
> S=7<b+|a|=5+5=09?7 Sim.

= 4507 Sim. >S=5<b+|az\=3+~3=6?Sim.
— & T-5=2,b 7-4=3 722i;i§£f?'
gl)zvlrzstnt;ao. 2q—3e+x+ Nova restri¢do: 2x; — 2x> + x3 +2x4 < 3
Bk_3 Hk=4
b S—241+2=5 » S=2+1+4+2=5

= b = 2 =57 N3o.
b S—5<bil|a|=3+1=47 Nio. > 5=5<btlal=3+2=57Ndo

=47 Si
» 3 — 47 Nio. » 4 =47 Sim. FIM.

B A restricdo fortalecida é 2x; — 2xo + x3 + 2x5 < 3.
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Adicao de desigualdades validas

B Uma forma de tornar os algoritmos apresentados mais eficientes é “apro-
ximando” a RA do PLR com o invélucro convexo do problema original.
— Feito através da adicao de desigualdades vélidas, que cortem solucoes
fracionarias.

B Existem varias formas de obter desigualdades validas para um problema.
» Algoritmos de geracdo de desigualdades validas. = Algoritmo de
Chavatal-Gomory.

» Desigualdades vélidas baseadas nas especificidades do problema. —
Familias de desigualdades validas.

— Por exemplo, desigualdades de cobertura para o problema do saco-
mochila.
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Adicao de desigualdades validas

Considere-se o caso geral do problema do saco-mochila

max{c(x) : x € X},
X {X € {0,1}" o ia;x,- S b}
(=il

Uma cobertura é um subconjunto de artigos S C N que n3o cabem todos na

mochila, isto é,
Za,— > b.
i€eS

Sendo S uma cobertura, uma desigualdade valida - desigualdade cobertura - para o
problema do saco-mochila é
> oxi<|S|-1.

i€eS



max z = 32x1 + 20x2 4+ 19x3 + 13x3 + 11x5 + 8xp
s.a: 12x1 + 9x2 + 7x3 + 5x4 + 5x5 + 3x5 < 14
x; € {0,1}, i=1,...,6

» Resolvendo (Solver) a relaxa¢do linear do problema apresentado obtemos ZPERE=

37.(6). == Quando temos varidveis bindrias é necessario adicionar as restrices
x; <1 a relaxag3o linear.

B Desigualdades de cobertura para a instancia apresentada s3o, por exemplo:

x1+x2 <1
x1+x3<1
x1+x <1

X2+ x3+ x4 <2

o> B =

x2 +x3 <1 = Domina a desigualdade 4.
Adicionando estas desigualdades validas a relaxa¢3o linear obtemos ZPLRT = 37.4,
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Notas sobre técnicas de melhoria

» Apesar de alguns softwares aplicarem técnicas de pré-processamento,
devemos tentar sempre dar ao software uma formulacdo o mais “sim-

plicada” possivel. = Temos conhecimento sobre o nosso problema
que o solver ndo tem.

» Uma técnica ndo abordada neste capitulo sdo as restricGes de quebra
de simetria.
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