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1. Estimacao
a. Introducao
Métodos dos momentos
Método da maxima verosimilhanca
Propriedade dos estimadores por pontos
Estimagdo por intervalos para populagées normais
Estimagdo por intervalos para populagdes nao normais (grandes amostras)
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Introduc8o. Apresentacio do método. Exemplos

T04 - Propriedades dos Estimadores
Introdugdo. Estimadores centrados. Estimadores eficientes (introdugio). Exemplos
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Método da Maxima Verosimilhanga

Estimadores



Métodos de Estimacao

Até aqui falamos em estimadores e nas propriedades que devem
possuir. Interessa ter procedimentos que construam estimadores com
boas propriedades.

Vamos entao falar dos principais métodos de estimacao paramétrica.

Dos métodos de estimacao paramétrica vamos referir:

o Método dos momentos e
o|Método da Maxima verosimilhanca
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Funcao de Verosimilhanca

Seja X uma v.a. cuja distribuicao depende de um parametro 6,
desconhecido, e (Xj, ..., X;) uma amostra aleatéria. Seja (xy, ..., Xp) @

amostra observada.

Definicao
Chama-se verosimilhanca da amostra e representa-se por
L(6|%1, X2, ..., Xp) A

n
f(x1,...., xn|0) = T f(xi|0) caso continuo
i=1

n
P(Xi = x1,..., Xn = xa|0) = [] P(Xi = xi|#) caso discreto

i=1

modulol aula3 4 Estimacio.pdf
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Método da Maxima Verosimilhanga

O método da maxima verosimilhanca, proposto por Fisher em 1922 e
desenvolvido em 1925 consiste em escolher como estimativa de ¢ o
valor que maximiza a verosimilhanca £(0|x, ..., Xp), face a uma
amostra observada (xi, ..., Xp).

. modulol aula3 4 Estimacéo.pdf
W
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Funcao de Log-Verosimilhanca

Em muitas situacdes as fungdes de verosimilhanga satisfazem
condicdes que permitem que o valor para o qual a versomilhanca &
maxima seja obtido por derivacao.

Porém, e como a fungao logaritimca € mondtona, regra geral € mais
comodo trabalhar com a fungao log-verosimilhanca,

log £(0]x)

modulol_aula3_4_Estimac&o.pdf O
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Método da Maxima Verosimilhanga (MMV)

Entdo, no caso de existirem derivadas (e para um unico parametro 9),
o valor do maximizante é obtido de modo que:

dlogﬁ_0 d?log L

g 9 ¢ gz <0

n

dlogLl Z dlog f(x;|0)

Note-se que 20 90

i=1

A solucao, 0(xq, ..., X,) é a estimativa de maxima verosimilhanca,
que € uma realizagao da v.a. © = O(Xj, ..., Xp).

modu(lsl aula3 4 Estimacao.pd o



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/IST_2022-23/AULAS_TP_PE_2022-23/Ficheiros%20Apoio2/moduloI_aula3_4_EstimaÃ§Ã£o.pdf

MMV: Exemplo 1

Considere-se X N P(A) e a amostra (0, O, 2, 5, 3, 1).
Determine uma estimativa de maxima verosimilhanca
de A?




MMV: Exemplo 1
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MMV: Exemplo 1
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MMV: Exemplo 2

Considere-se a v.a. X N Exp(n) e a amostra (1.2, 0.5, 3).
Determine uma estimativa de maxima verosimilhanca de u?




MMV: Exemplo 2
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Propriedade Fundamental dos EMV:
Invariancia

?“zﬁ)nitdcca( QMCVCM-—-Tbg s € HV © Tiean S~
EHU( W) = h(enve))

Ttnplo emv (2= x
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Método da Maxima Verosimilhanca:
Exercicios

Estimadores
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

3. Considere uma populagdo com distribuicdo de Bernoulli, com parametrop, com0 <p < 1.
a) Derive o estimador de maxima verosimilhanga para o parametro p.
b) Foi obtida uma amostra de dimensdo n = 3, cujos valores observados foram (1, 1, 0).
i. Esboce o grafico da funcdo de verosimilhanca e interprete-o.
ii. Forneg¢a uma estimativa para p com base no método da maxima verosimilhanga.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 a): Estimagao de Maxima Verosimilhanga

a) Funcado de probabilidade (f. p.):
fp)=p*1-p)*% x=0,1,com0<p< 1.

Funcdo de verosimilhanca:

n n
L(p) = nf (xi;p) = npru — p)1%i = pEita%i(] — p)nTima X,
i=1 i=1

(»-

Logaritmo da fung¢do de verosimilhancga:

In(L(p)) = in Inp +

i=1

)In(l - D).

i

n
Xi
=1

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 a): Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdo de 12 ordem:
n

aln(L(P)) @le() (n ZxE)E%):0@(1—p)in—p(n—2xi)=0

L—1 i=1
Xi
@in—pnzmap: o
i=1 i=1
Condicdo de 22 ordem:
O*nL(p;x)  Ximx (-X,x)D o Eiin (- B x)

<0,

a2  p? 1-p2  p? (1-p)?
poisx; > 0,p2>0,n>0,(1—-p)?>0en=>Y", x; poisx; = 0ou 1.
Portanto, o estimador de maxima verosimilhanga é:

lin’
=1

p=

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2 b) i e ii: Estimagao de Maxima
Verosimilhancga

b) i) Substituindo em L(p), (x4, x,, x3) pelos valores observados na amostra, (1, 1,0), obtemos,
L(p) =p*(1-p).

0,16 A

0,12 A

ap; 1: 1: 0) 0,08 4
= p¥(1-p)

0

T T T T T T T 1

o 0102 03 04 05 06 07 08 0,

A funcgdo de verosimilhanga atinge o seu valor maximo quando o p se situa perto de 0,65, sendo este o
valor de p mais provdvel que deu origem a observagao desta amostra.

. 2 ; ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
i) p= § = 0,6667'
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

2. Seja X1,X,, ..., X, uma a. a. de uma distribuicao Normal, X ~ N(u; o). Estime os parametros u e o pelo
método:

b) Da maxima verosimilhanga.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

b) Func¢ao densidade de probabilidade (f. d. p.):

J(ﬂ)"’
f(x; p,0%) = > —e 200/, —oo<u<+4e, >0
To
Fungao de verosimilhanca:
n n
L =0 LIPS e
£(u,02)=1_[f(xi:#,02)=1_[ ——e 2\ 07 ) =————¢ 2027077
=1 -1 V2ma? (”znaz)n
__ 1 e—%ﬁ?ﬂ(xs—.u)z
— .
(2no?)z

Logaritmo da func¢ao de verosimilhancga:

In(L(p, 02)) = —;(In(Z) + In(m) + In(az)) —2%'22(1:1- — 2.
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdes de 12 ordem:
dlnL (u,0?)
du

dlnL (u,0?)
da?

=0

= 3

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Condicdes de 22 ordem:

(02InL (u,0?) 1
= - 2n <
ou? 252" 0

92InL(u0%) n 1 itxi—w(
\ dot 20t 4
=1

2
Xi— n1i
(xj—p) > .

o 2 0

H 2
poisn > 0,0 > 0,X",

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 2: Estimagao de Maxima Verosimilhanga

Portanto, os estimadores de maxima verosimilhanca obtidos foram:

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Propriedades dos Estimadores

Estimador Centrado, Consistente e Eficiente

2]



Principais Propriedades dos Estimadores

Principais propriedades desejaveis nos estimadores:
= Néo enviesamento — em termos médios, o estimador atinge o valor real do parametro;
* FEficiéncia — o estimador é mais eficiente quanto menor for a sua variancia;

= Consisténcia — para n grande, o estimador deve ser aproximadamente igual ao parametro.




Estimador Gentrado ou nao Enviesado

Definigdo: Um estimador @ diz-se ndo enviesado ou centrado do pardmetro 6 se:
E() =o.

Definigdo: Seja § um estimador do parametro 8. O enviesamento (Env) de 8 ¢ dado por:

_—"Env(8) =E(9) - 0.

Viés aou Bias

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Estimador Eficiente

observagdes. Entao:
* § diz-se mais eficiente do que 8 se: Var(8) < Var(§)

Var(8)
Var(8)

Eficiéncia relativa =

Definicdo: Sejanl 0 e 0 dois estimadores centrados|do parametro @, baseados no mesmo numero de

= A eficiéncia relativa do primeiro estimador relativamente ao segundo é dada por:

§ ¢ um estimador eficiente de 8 se ele satisfizer as seguintes condicdes: (i) ¢ ndo viesado; (i)
Var(6) < Var(8), onde 6 ¢ qualquer outro estimador ndo viesado de 8.

Para comparar dois estimadores enviesados utiliza-se o critério do erro quadratico médio. Microsoft Word - PR

DADES DOS ESTIMADORES.docx (usp.br)

Definigdo: Seja § um estimador do parametro 6. O erro quadratico médio (EQM) de 8 é dado por:

EQM(8) = var(d) + (Env(@))

2

Observagdo: Se 6 um estimador centrado para o pardmetro 6, entdo Env(g) = 0 e, por conseguinte,

EQM(8) = Var(d).

EQM(B) < EQM(@).

Definigdo: Sejam & e @ dois estimadores. Diz-se que 6 é “melhor” que 8 se:

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Erro Quadratico Medio (EQM)

3. Erro quadratico médio

Chama-se erro quadratico médio do estimador
EQM (%) = E[(G)* - 9)2].

e*

a

Esta propriedade € um dos critérios mais usados para comparar
estimadores.

E muito facil mostrar que

EQM (©*) = Var [0*] + [by(©*)? J

Se ©* € um estimador centrado de um parametro entao o erro
quadratico médio = variancia, i.e.

E {(@* - 9)2] = Var (0%)
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Exatidao vs Precisao

O termo exactidao (accuracy) refere-se a proximidade de uma
medi¢cao ou estimativa ao verdadeiro valor.

O termo precisao ou variancia (precision) refere-se ao “grau de
concordancia numa sucessao de medi¢oes”.

@ Accuracy & Precision

but , not precise but , not accurate and Precise
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Eficiencia Relativa vs Eficiencia Absoluta

Observagdes:
o A eficiéncia exige a existéncia de momentos de segunda ordem dos estimadores.

o A definig¢do de eficiéncia apresenta dois conceitos diferentes:

= O primeiro estabelece uma relagio entre dois estimadores centrados para @, sendo portanto
uma

= O segundo é um conceito de eficiéncia absoluta na classe dos estimadores centrados para 6.
o Para obter estimadores mais eficientes recorre-se a desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao.

Teorema 7.1 - Seja (X,,X,,..,X,) uma amostra casual de populagdo com fungdo densidade
(funcdo probabilidade) f(x|6), satisfazendo certas condicoes de regularidade, e seja
T=T7T(X,.X,....X,) um estimador centrado de &. Entido,

1
Var(T) = S
n3(6)
Slides Andrade e Silva

2 2
3(0) = E{[W] } = —E{[%H (quantidade de informacio de Fisher)

onde,
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Estimador Centrado de Variancia Minima

Conhecido o limite inferior dado pela desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao, compara-se a
variancia do estimador centrado em andlise com este limite:

O caso sejam iguais — nao existe nenhum outro estimador centrado de variancia inferior
sendo o estimador em analise o mais eficiente;

o caso contririo — o quociente, [n3(8)]"/Var(T), fornece uma indicacio sobre a

eficiéncia relativa do estimador 7 face ao hipotético estimador de variancia igual ao
limite inferior da desigualdade.
Slides Andrade e Silva
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Estimador Convergente ou Consistente

Defini¢do: Um estimador 8 diz-se consistente quando para qualquer valor positivo 8, se verifica a
condigdo:

limP[|0 — 0] < 8] = 1.

n—o0

Teorema: As condicdes:
» lim E(0)=6;

n—+oo

= lim Var(8) =0.

n—+oo

sdo suficientes para que @ seja estimador consistente.



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/ISEG_2023-24/EstatÃ­stica2_LG_ISEG_2023-24/Apoio_Est2_LG_2023-24/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Estimador dos Momentos vs EMV

o Em condig¢des bastante gerais, sdo consistentes € possuem distribui¢do aproximadamente
normal quando a dimensdo da amostra é muito grande (distribuicdo assintética).

o Os estimadores de mdxima verosimilhanca ndo sdo necessariamente centrados.
o Em condi¢Oes muito gerais eles sdo consistentes.

o Demonstra-se que, se existir estimador mais eficiente (na Optica do teorema de Fréchet-
Cramér-Rao) ele € soluc@o tnica da equacdo dL/d6@ =0 e portanto estimador de méxima
verosimilhanca.

o Verificadas certas condicoes de regularidade, os estimadores da mdxima verosimilhanca
seguem assintoticamente uma distribuicdo normal. Caso haja apenas 1 pardmetro
desconhecido, tem-se

Slides Andrade e Silva

Jn3(0)(6-6)~N©.D)
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Obrigada!
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