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1. Estimacao
a. Introducao
Métodos dos momentos
Método da maxima verosimilhanca
Propriedade dos estimadores por pontos
Estimacdo por intervalos para populagdes normais
Estimacado por intervalos para populagées nao normais (grandes amostras)

mo a0 o

42 semana (10/10 e 12/10)

TO6 - Intervalos de confianca

Introducao. Método da variavel fulcral. Aplicagdo a universos normais: média e variancia.
Exemplos

TO7 - Estimagao por intervalos

Método da variavel fulcral: Aplicagdo a universos normais (2 amostras) para a estimagao
da diferenca de média e racio de variancias. Exemplos.




Estimacao Intervalar

Intervalos de Confianca (ICs)



Estimacao Pontual vs Estimagao Intervalar

Existem dois processos de estimacdo paramétrica:

v'Estimacao Pontual: producdo de um valor (estimativa), que se pretende que
seja o melhor, para um determinado parametro da populacao, com base na
informacao amostral;

v'Estimacao Intervalar: construcdo de um intervalo que, com certo grau de
certeza previamente estipulado, se pretende que contenha o verdadeiro valor

do parametro da populagao.

. Afonso & Nunes, 2019 O

9, o




Estimacao Pontual vs Estimacao Intervalar

Falamos até aqui da estimacgao pontual e metodos de determinar
estimadores de um parametro desconhecido 6.

Iremos agora tratar a questao da estimacao intervalar.
Os intervalos sao preferiveis quando, em vez de se propor uma
estimativa isolada, 6, podemos associar-lne uma medida de erro

ol

6 + ¢, para significar que provavelmente o verdadeiro valor do
parametro estaraem 8 — € , 0 + €.

T o—=e " r = \ 2 :,Illra-:mm_-'m:"


file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianga (IC)

Definicao
Considere-se uma amostra aleatéria (Xi, Xo,--- X,) de uma popula-
¢ao com fungéo de distribuigdo F(x|f). Sejam ©7(Xj,- - Xp) e
©3(X1, - - - Xp) duas estatisticas, tais que

PO <0 <©35)=1-aq, O<a<,

onde « € uma constante, nao dependente do parametro 6.

Diz-se que (©F, ©3%) é um intervalo aleatério, que contém ¢ com pro-
babilidade 1 — a.



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianca

Com a utilizagao de um intervalo de confianca para estimarmos um
parametro ficamos a ganhar?

Efectivamente, pensemos por exemplo, no estimador X.
Tem-se P[X = p| = 0, mas ja temos uma probabilidade positiva se
considerarmos

P{uelX—-aX+al} coma>0

ou seja, ha uma probabilidade positiva de o intervalo aleatério conter |
0 parametro desconhecido.


file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianca

Definicao
A qualquer intervalo (07, 05), com 07 < 03, numeros reais, que resulta

da concretizacao do intervalo aleatério chama-se intervalo de confi-
anca a (1 — «)100% para 6.

Observacoes: Chama-se precisao da estimativa a semi-amplitude do

precisao da estimativa.

e,

Amargem de erro ou precisdo da estimativa é metade da largura do intervalo de
confianga.


file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

ICs vs Distribuicoes por Amostragem

A determinacao de intervalos de confianga para os parametros
necessita do conhecimento da distribuicdo dos estimadores
envolvidos distribuicoes por amostragem, isto €, sao distribuicOes de
fun¢cdes da amostra aleatéria (Xq, X2, - - - , Xn), que vamos usar para
obter Intervalos de Confianca



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

ICs vs Distribuicoes por Amostragem: Exemplos

AMOSTRAGEM. DISTRIBUICOES POR AMOSTRAGEM

Formulario
n n _2 n 2
f: f=lXi . S?,:Zf=l(Xi _X) :ZIEIX‘- _EZ . (n_l)S'Z:nsz
no n n ’
E(X)= : \Y 5= - 2y _n=1 5. 2 2
(X)=u : a(D)=2— 1 ES)="—o’  EET)=0




IC vs Distribuicoes de Amostragem: Exemplos

Relembrando

AN X_u
YN

m— Para obter o I.C. para u com|a desconhecido

@ Se X —~ N(u,0) elo conhecido

—~ N(0,1)

Variavel usada Condicoes Distribuicéo
X— = "
sve | XN |t
o _ T (6=X) 45 .
S22 — 1n_1 i=1,2, ,n 52 =ﬁ;[)ﬁ—)_{]2

Definicao da distribuicao t — Student

modulol aula5.pdf

Se Z~N(0,1) e X~ X?n) sdo v.a. independentes
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Intervalo de Confianga para o Valor Médio

14



Intervalo de Confianga para

Intervalo de confiancaa (1 — a) x 100% para x quando |

_ S x L/ S P
X _tl—a'/'..’("—") vn <p< X+ l-af2(n—1) vn modulol_aula5.pdf
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Intervalo de Confianga para s

Amplitude do IC parap: 2 xz) . (0 / n'/?)

Amplitude do IC para p: 2 X t; ., (S/ n*/?)

:_\."_

o _ o3
Sieap ﬁl X+ Ziap ﬁ

Y 4T Amargem de erro é metade da
) 1-afl largura do intervalo de confianca.

Os niveis de significancia (o) sdo as probabilidades
complementares dos niveis de significancia e sdo
usados para testar a hipdtese nula (HO) num teste de

hipdteses.

Quanto menor o erro padrdo mais
precisas sdo as estimativas!

o 1%, 5%, 10% = alfa => Niveis de significancia.

0 99%, 95%,

90%

-~ Niveis de confianca




Curiosidade: Intervalos de
Confianca no R package

Intervalo de Confianga para p: Exemplo

Exemplo de construcao de um |.C. no @, para o valor médio de uma
normal com variancia conhecida (exemplo académico!)

Exemplo Dada a amostra referente a 10 alturas, admita-se que os
erros de medigao sao normais de média 0 e desvio padrao 1.5.

> x<-c(175,176, 173, 175, 174, 173, 173, 176, 173, 179)
> int.conf.z<-function(x,sigma, conf.level=0.95)

n <-length(x);xbar<-mean(x)

alpha <- 1 - conf.level

zstar <- qnorm(1l-alpha/2)

SE <- sigma/sqrt(n)

xbar + c(-zstar*SE,zstar*SE) ## definimos uma funcgéo
> int.conf.z(x,1.5) # basta fazer isto

Obteve-se o |.C a 95% para p 1173.7703; 175.6297]
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Intervalo de Confianca para pe n=30: X tem
qualquer Distribuigao
Intervalo de confianca a (1 — o) x 100% para p

Se X tem dist. qualquer nao normal

E necessario dispor de uma |amostra de dimensao elevadali.e., n
grande — aplicacdo do Teorema Limite Central

X —pu :
~ N (0, 1 se ¢ conhecido
o/yn “NOD
Ou, que é o caso mais frequente,
X —
~ N (0, 1 se o desconhecido
s/vn f 0.1

Intervalo a (1 — a) x 100% de confianga para u,

X _'l—aﬁ\/_ < H < X +-1—a’) \/ﬁ

N

modulol_aula5.pdf
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Variancia corrigida

IC para p: Formulario s -+=5%-v

OPULACOES NORMAIS ‘
X-u X-u | |
g — L <~ N(,)) A . ~t(n-1) A ’
Meédia Cf/\/; Variancia Conhecida S'/«/; Variancia Desconhecida
(YI _YZ)_(JUI — iy) ~N(01) 7 - (‘?1 _Yz)_(ﬂl — i) it(v)
oi o1 N
m n m n

Diferenca de médias

Y1 _A_/—z = (= uy)
1 1

onde V é o maior inteiro contido em 7,

T= m_n ~imin-2) | T (A (o2
(m=1)S* +(n-1)S;* — |+ 2
2 m—1\ m n—=1{ n
nS* (n-0S?*
Variancia o2 = o ~x (n=1)
57 o

Relacdo de varidncias

222 Fm-1,n-1)
N




IC para p: Formulario

S2 =—12( i-

e GRANDES AMOSTRAS — ,
Caso geral

Xy« f
2 di ~N(0,1 ~N 0,1
(X - Xo) = (=) ¢ (X —X)—(,u — M)
Diferenca de médias —————>~N(0J) : 5 S,lz =~ N0
1 2




Distribuicao Normal: Teorema do Limite Gentral

"c | !ll» A -‘\'




Distribuicao Normal: Teorema do Limite Central

A medida que o
tamanho da
amostra se
torna suficien-
temente grande
(= 30) ...

a distribuicao
amostral
aproxima-se de
uma normal.

ps://www.researcngate.net/rigure/rigura-46-



Intervalo de Confianga para o Valor Médio
i: Exercicios
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

7.1 Medicoes do comprimento de 25 pecas produzidas por uma maquina conduziram a
uma meédia x = 140 mm. Admita que cada peca tem comprimento aleatorio com distri-
buicdo normal de valor esperado u e desvio padrao o = 10 mm, e que o comprimento

de cada peca é independente das restantes. Construa um intervalo de confianca a 95%

para o valor esperado da populacao.




Exercicio 7.1: IC para p

V.des
X: ecw-?n{n,-eu_?b o ‘12((6 N CA/‘(/Lq)‘ lDQ)

) CPOU?GMV\O c,ww\t.«,&)
n=as” C}em, :le,“,}’X;S_\ %:E\?:w Yo
PheT e cle-se
ITenlo e (ﬁv-\]t‘o\-ﬁc;f- c 95 PCJ{N A -

I‘C'o.‘is' ()
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Exercicio 7.1: IC para p
Yesso 0 (aTendkte” o sivaca)
X P’C"/ﬂ(ﬂ; Loz)
TG pee //“>

[G}\ﬂf*ﬁc&'i@ wu~— I .C(C. GDC-"'!.A: o ve € .?_b--'@\e:c?o Cﬁe

U~~~ (Pofdé (D 1~onM—— € cleo vaa'e~ e Conle C_‘C‘.Qe.j
/

Pesse) - ( esco)\ee e yonioel ‘fvfoxc(’)
MZEH\'CCD; 2 U~ V. c. cit,..( OLC}"{w Lo 6DQA:J\(_'

TAo (ﬂ.ﬁS(c\-—-‘\.er.a‘cac ~—~c S Cc_d'c d:g?n;BM'aj

Co~\eciCle |
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Exercicio 7.1: IC para p

X —u

S'/\n

~t(n-1)

@ V(/ﬂl‘c'kazﬂ H(/w() ﬁuc. Var—eaS Jlgsac/\ PM Ces~S)~un i
Ve \-!C-A.Cpo/ CQ—@ e |
Pg)wfc?a o —~C (‘/a:. & (x 'J} G‘J\: \fo-aﬁ}fi))

V. pwf R F??"/u (\JC/\/‘/&W\}
ALY
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Exercicio 7.1: IC para p

@655@ 2 ( Qi~to~Vman ©OF qUﬁ'—-—T\:S)

/ S

57. Le Co— KNa~ce
Oul! wn=C J'\ 4

(L-‘cij‘? 6‘)‘;0 ,r ~—c ‘r\onh-\-f) G—as"fe ceso £ (?S'g/o)
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R
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A6 - § (o.0 e

Tabela da Normal

55{'—!6&) ) pe~co—=ryoan O pc‘f\ (_/c/ ‘5) TZ'( j..{_

Exercicio 7.1: IC para p

r

\O""ﬂ- Sé:y D e —on POSS;V"B( ("""—‘5
r@‘cQ()

Slides Professora Clatdia Nunes

2 formas de
escrever a
mesma
quantidade:

Z0.975 = Z%0,025 =96

P
[ L0005 0010 0050 0100 0200 / f .0250‘\ 0500 1000 2000 3000 4000
Ig 3.290 3.000 2.576 2.326 2.054\ 1.9601’ 1.645 1.282 842 524 253
Zgf2 3.481 3.290 2.807 2.576 2.326 M 1.960 1.645 1.282 1.036 842

z.:P(Z>z)=¢; ¢z

£

P Z|>z,,)=¢.




Calculo do Quantil da Distribui¢gao Normal
Padrao de Probabilidade o N ——

O nivel de confianga é 1-a. = 0,95 < o = 0,05,
entdo tem-se 1-a/2 = 0,975

Nivel de confianca (1-0=0,95)

Nivel de significancia (a=0,05)
Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuicéo 4
normal padréo de probabilidade 0,975 Area total é igual a 1
Z) 412 = Zo 975 = 1,96 (ver tabela)

Tabela da Normal
>

z 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
0 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
1 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 6064 6103 6141
] 6179 6217 16255 6293 16331 6368 6406 6443 6480 6517
A 16554 6591 6628 6664 L6700 6736 6772 6808 6844 6879
5 16915 6950 (6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
6 7257 7291 7324 71357 7389 7422 7454 7486 517 7549
7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
8 7881 7910 7939 71967 7995 8023 8051 8078 8106 8133

.9 8159 8186 8212 8238 8264 8289 8315 8340 8365 8389

h

1.0 | 8413 | 8438 | 8461 | 8485 | .s8s08 | 8531 | 8554 | 8577 | 8599 | 621 _ —

11 | 8643 | 8665 | 8686 | 8708 | 8720 | 8749 [ 8770 | 8790 | 8810 | 8830 ZO 025 :_ZO 975 —'1,96 0 ZO,975 1’96
. ,

1.2 8849 8869 BRER 8907 8925 8944 8962 8980 8997 2015




Exercicio 7.1: IC para p

@LSSO 3 (fa-—.{'?txgjc;) do T e &j
(\:J farna | 24 A~ C,Q-Q (\‘ShCl Cﬁc CQQS

™~
V. £denel Qee—'S
?(%.:X» 4:.%} - 0.95
G‘/d—._\
<>

-1.9 - G\ —o.95
?( L%: sz X-rte .4 F:\_o
S
— X~ L _ %4 |-5C - 0.%
?( K- LG o - pec -X4 1 %vho T
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Exercicio 7.1: IC para p

ICyq, ()= (136.08;143.92).



ICs: Método da Variavel Fulcral
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ICs: Método da Variavel Fulcral
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ICs: Método da Variavel Fulcral

Pesso 2 1 ot ren 08 g0V S

(Oqtﬁm\’dvfcfﬁ' e v wwe

o)1) Ciamn) C~)




ICs: Método da Variavel Fulcral

Pesss 3 1 mTiea ac eSigeclot.cle S
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ICs: Método da Variavel Fulcral - Resumo...

e conclog -
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

7.2 Admita que a densidade de construcao, X, num projecto de urbanizacdo tem distri-
buicao normal. Uma amostra aleatdria de 50 lotes desse projecto conduziu a

—_—

(¥

50 50
Y xj=227.2; ) x; =2242.6
i=1 i=1

- -

4, construa um intervalo de confianca a
95% para a densidade média de constru¢ao. Que dimensao deveria ter a amostra para
que a amplitude desse intervalo fosse reduzida a metade?

Vamos supor que a variancia
populacional é desconhecida.




Supondo que a variancia
populacional é

Exel‘cl'cio 7.2: Ic para " desconhecida, tem-se:

NoTel - Scben o \J'Cx.m'&--h'c.'__ch Cer~—5STAe =D SN Ce y_.n__
e Sclbse ¢ yvonla~zr = PWC?"J}-J

2,
AT ~ 1. 22va.¢_ _seo CIID.?-J. - 24.653

So-1L So-1 so

Slides Professora Claudia Nunes



Tabela da t-Student

X tem distribuicdo normal
Supondo-se que a variancia populacional é desconhecida, tem-se:

Exercicio 7.2: IC para p

2 ) 2_ 7
010 005 001 . -
Pesss 0 xruo»/\//uG S, §7= 1

n / !
1 325 1,000 3078 6314 12706 31821 63656 318289

2 289 816 1.886 2020 4303 6.965 9025 22328 - 2

3 277 765 1.638 2353 3.182 4.541 5.841 10214 /L-C —_

4 271 741 1.533 2132 2776 3.747 4.604 7173

5 267 727 1476 2015 2571 3365 4032 5804

6 265 718 1.440 1.943 2447 3143 3707 5208

7 263 711 1415 1.895 2365 2998 3499 4785 Q s

8 262 706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4501 ‘.'i.

9 261 703 1.383 1.833 2262 2821 3.250 4297 ,—‘S_Q!—
10 260 700 1372 1812 2228 2764 3169 4144
11 260 697 1363 1.796 2201 2718 3.106 4025
12 259 695 1.356 1.782 2179 2681 3.055 3930
13 259 694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3852
14 258 602 1345 1761 2145 2624 2977 3787
15 258 691 1.341 1.753 2131 2602 2947 3733
16 258 690 1337 1.746 2120 2583 2921 3.686
17 257 689 1.333 1.740 2110 2.567 2.898 3.646 O q S
18 257 688 1330 1734 2101 2552 2878 3610 »
19 257 688 1.328 1.729 2093 2539 2.861 3579 al S‘b 2 -
20 257 687 1.325 1.725 2.086 2528 2.845 3552 -
21 257 686 1323 1721 2,080 2518 2831 3527
2 256 686 1321 1717 2074 2508 2819 3.505 [ N-FLy
23 256 685 1319 1714 2069 2500 2807 3485
2 256 685 1318 1711 2.064 2492 2797 3467
25 256 684 1316 1.708 2.060 2485 2787 3450
26 256 684 1315 1.706 2.056 2479 2779 3435
27 256 684 1314 1.703 2052 2473 2771 3421
28 256 683 1313 1.701 2.048 2467 2763 3.408
29 256 683 1311 1.699 2.045 2462 2756 3396
30 256 683 1310 1.697 2042 2457 2750 3385

e 0 |
2463 678

t0,975:49 = ¥0,025:49 =2,009



Exercicio 7.2: IC para p

Wess- 2

Y=

F’(A-z,oog ;,Mc. 2,009 ): o. 5"
- ——
% - 2,000 5 X + S
= e M ¢ 2,009 =

ToCA () | R-2008 5, X« 2,009 s (
N

eDwCACT\ w.:: r/ < c.v-'-—-as-}‘f“vg Lo~ Cefc :

2

W - A sy N a4.69%

Ir.c - 4.4y~ 2,009 |24.6%8 -
0.4¢ () '] ss 7

Supondo que a variancia populacional
é desconhecida, tem-se:

4S9+ 2,009 }“”‘},—gﬁ.?[ )
/

|C95°/0(l1): (3,132; 5,956) ' Slides Professora Claudia Nunes




Exercicio 7.2: Amplitude Amostral

Supondo variancia populacional desconhecida, tem-se: 1Cqs0, ()2 (3,132; 5,956)

/

Amplitude do IC para p = 5,956 - 3,132 = 2,824

Amplitudedo ICparap:2 x t; ,,.,;(s’/ n'/?

n?

2 Xty na (S7/NH2) =2 % 2,009 X 4,970 / N2 2,824/2 <> n > 200

Pelo menos n=200




Obrigada!

Questoes?

¢ o)
T Ve ST NS RSV



	Diapositivo 1: Estatística II Licenciatura em Gestão  2.º Ano/1.º Semestre 2023/2024 
	Diapositivo 2: Aulas Teóricas N.ºs 6 e 7 (Semana 4)
	Diapositivo 3: Conteúdos Programáticos
	Diapositivo 4
	Diapositivo 5: Estimação Intervalar
	Diapositivo 6: Estimação Pontual vs Estimação Intervalar
	Diapositivo 7: Estimação Pontual vs Estimação Intervalar
	Diapositivo 8: Intervalo de Confiança (IC)
	Diapositivo 9: Intervalo de Confiança
	Diapositivo 10: Intervalo de Confiança
	Diapositivo 11: ICs vs Distribuições por Amostragem
	Diapositivo 12: ICs vs Distribuições por Amostragem: Exemplos
	Diapositivo 13: IC vs Distribuições de Amostragem: Exemplos
	Diapositivo 14: Intervalo de Confiança para o Valor Médio µ
	Diapositivo 15:  Intervalo de Confiança para µ
	Diapositivo 16:  Intervalo de Confiança para µ
	Diapositivo 17:  Intervalo de Confiança para µ: Exemplo
	Diapositivo 18:  Intervalo de Confiança para µ e n ≥ 30: X tem qualquer Distribuição
	Diapositivo 19: IC para µ: Formulário 
	Diapositivo 20: IC para µ: Formulário 
	Diapositivo 21: Distribuição Normal: Teorema do Limite Central
	Diapositivo 22: Distribuição Normal: Teorema do Limite Central
	Diapositivo 23: Intervalo de Confiança para o Valor Médio µ: Exercícios
	Diapositivo 24
	Diapositivo 25: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 26: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 27: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 28: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 29: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 30
	Diapositivo 31: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 32: Exercício 7.1: IC para µ 
	Diapositivo 33:  ICs: Método da Variável Fulcral
	Diapositivo 34:  ICs: Método da Variável Fulcral
	Diapositivo 35:  ICs: Método da Variável Fulcral
	Diapositivo 36:  ICs: Método da Variável Fulcral
	Diapositivo 37
	Diapositivo 38
	Diapositivo 39: Exercício 7.2: IC para µ 
	Diapositivo 40: Exercício 7.2: IC para µ 
	Diapositivo 41: Exercício 7.2: IC para µ 
	Diapositivo 42: Exercício 7.2: Amplitude Amostral 
	Diapositivo 43: Obrigada!

