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Variaveis Aleatorias Discretas: Exercicios
Murteira et al (2015)



3. Seja
0 (x<1
F(x)=1x/3 (1=x<2)
I (x=22).

a) Verifique que se trata de uma func¢ao de distribuicgao.

b) Classifique a varidvel aleatéria em causa.

Exercicio do Livro Murteira et al (2015)




Exercicio 3 a): V.a. Discreta e Funcgao de
Distribuicao
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Exercicio 3 a): V.a. Discreta e Funcgao de
Distribuicao
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Exercicio 3 b): V.a. Discreta e Fungao de
Distribuicao
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Exercicio do Livro Murteira et al (2015)

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com funcdo de distribuicdo dada por,

0 (x<-1)
0.2 (-1<x<0)
F(x)=
0.7 (0<x<1)

I (x=1).
a) Determine a funcdo probabilidade de X.

b) Calcule P(X 21).
¢) Calcule P(X <051X =0).



Exercicio 6 a): V.a. Discreta e Funcao de
Probabilidade

FR) = F () - F(x)

) 'F(-\) = F(.i)-F(-() = 0.2 -0 0.2
¢ X0 = L(g) : Fo)-F(o) - 0.3 ~0.2 - 0.5

AV o O (Y - F() s 1-0.1 £ 0.3




Exercicio 6 b): V.a. Discreta e Probabilidades




Exercicio 6 ¢): V.a. Discreta e Probabilidades
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Exercicio do Livro Murteira et al (2015)

O nidmero de automoéveis encomendados mensalmente num stand, € uma varidvel

aleatoria X com a seguinte func¢io probabilidade:
x o 1 2 3 4

fx |03 03 02 01 o1
a) Calcule a fungéo de distribui¢édo de X.

b) Determine o numero minimo de automoveis que o stand deve ter num més para
que a probabilidade de satisfazer todas as encomendas nio seja inferior a 0.75.

¢) Num més em que haja apenas dois automdveis em stock no stand, calcule a pro-

babilidade de serem todos vendidos, e especifique a distribuicao da varidvel

aleatOria que representa as vendas nesse mes.




Exercicio 7 a): V.a. Discreta e Fungao de Distribuigao
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Exercicio 7 h): V.a. Discreta e Probabilidades
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Exercicio 7 ¢): V.a. Discreta e Probabilidades
POV) = P(x22) 2 A-P(xe2) = 4-F(Z) = A- 0.6 = 0.4
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Exercicio 7 ¢): V.a. Discreta e Probabilidades
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Exercicio do Livro Murteira et al (2015)

Calcule o valor de k de modo que as fun¢des dadas nas alineas seguintes definam

fungdes probabilidade da variavel aleatoria X.
a) f(x)=kx (x=12,...,10);




Exercicio 9 a): V.a. Discreta e Funcao de
Probabilidade
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Exercicio 9 b): V.a. Discreta e Fungao de
Probabilidade




Variaveis Aleatorias Continuas

Variavel Aleatéria, Funcao de Distribuicao, Funcao Densidade
de Probabilidade, Valor Esperado, Moda, Variancia e Quantis

22



Variavel Aleatoria Continua

Definicao 1.1: (Variavel aleatoria continua) Uma variavel aleatéria X € continua
se assume valores num intervalo da reta real, ou seja, 0 numero de valores que X
pode assumir & nao enumeravel.

EXEMPLOS:
@ Tempo até a cura de uma doenca;
@ Peso das pecas em uma linha de producéo;
@ Salario dos estatisticos em Joao Pessoa.

| Probabilidade 1 (ufpb.br) (o)

®



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

Variavel Aleatoria Continua

@ Uma vez que os valores possiveis de X nao sao enumeraveis, nao podemos
falar do i-ésimo valor de X, e, por isso, p(x,-) se torna sem sentido.

@ Em vez de atribuir, como no caso discreto, probabilidades aos valores da
variavel, pode-se atribuir probabilidades a intervalos de valores da variavel
continua por meio de uma funcgao.

@ A ideia entao e substituir a funcao p definida somente para xi, x»,... por
uma funcao f definida para todos os valores de x.

9o Probabilidade I (ufpb.b@

®



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

V.a. Continua: Fungao Densidade de
Probabilidade (fdp)

Para varidveis aleatdrias continuas introduzimos a fungao
densidade de probabilidade (fdp), tal que,

(a) f(x)=0

(b) Tf(x) dx=1

A condicdo (a) implica que a densidade é uma fun¢do nao negativa e
condicdo (b) corresponde ao fato de que a soma (integral no caso de
varidveis continuas) das probabilidades é igual a um. A integracao de
+00 significa que devemos integrar sobre todos os valores de x em
gue f(x) é definida.

) ) Topico_08 .pdf (usp.br)
Qualquer fungao f(x) satisfazendo (a) e (b) € uma fdp.

Note que para varidveis continuas as somas sao substituidas po 4
integrais.



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Variavel Aleatoria Continua: fdp

Uma v.a. X continua é caracterizada por sua func¢do densidade
de probabilidade f(x), com as propriedades:

(i) A area sob a curva de densidade é 1;

(if) P(a < X< b) = area sob a curva da densidade f(x) e
acima do eixo x, entre os pontos a e b;

fx)

(iif) flx) > 0, para todo x;
(iv) P(X = x) = 0, para x, fixo.

a b X

Acecim

Note que, como a probabilidade da variavel x assumir valor num dado
ponto é nula, temos que: P(a<x <b)=P(a<x<b)=P(a<x<b)=P(a<x<b)




Variavel Aleatoria Continua: Probabilidades

Para variaveis continuas nao podemos obter a probabilidade de
X ter o valor num ponto (x =a), ou seja, temos que considerar a
probabilidade de x assu mir valores num intervalo a<x <b.

b
P(a<x<b)= jf(x) dx representa a probabilidade de x assumir

valoresno intervaloa<x <b.

Topico 08 .pdf (usp.br)



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Variavel Aleatoria Continua: Probabilidades

Geometricamente

Areaentreafdp f(x) e o eixo x

nointervalo a<x<b = P(a<x<b)



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Calculo de Probahilidades para uma
Distribui¢ao Continua: Exemplo

Exemplo: Dada a funcao

1,1$x£4
f(x) = <3

0, outros valores
(a) verifique se f(x) é uma fdp.
(b) Calcule a probabilidade de X assumir valores no jntervalo 2 <x <3

Topico 08 .pdf (usp.br)



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Calculo de Probahilidades para uma
Distribui¢ao Continua: Exemplo

Tabela 1.1: Tabela de Primitivas Elementares

+o0 4 4
(a) Temos que f(x)>0e If(x) dx =J% dx :% x1
-a0 1

1
=5 (41)=1

portanto f(x) é uma fdp.

3
1
(b) Temos: P(2<x<3)= _[—
2

1
(3 2)—5

1
3’

Pf=F
cXx



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Media, Variancia e Desvio-Padrao para V.a.
Continua

Do mesmo modo que para varidveis discretas, podemos definir

para varidveis continuas a meédia, a variancia e o

desvio padrao. Lembando que introduzimos a fdp associada a

variavel aleatdria considerada e substituimos as somas por
integrais.

Assim, para a variavel aleatéria X, temos:

Média (p): n= Ix f(x) dx

| Var(x) = E(x) - ()

/
AL 2y, _
( Variancia (o°): o’ j X-H f(X) dx Tépico_08_.pdf (usp.bf)

Desvio-padrdo: o=+/0"



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Media, Variancia e Desvio-Padrao para V.a.
Continua: Exemplo

Exemplo: Considere a fdp considerada anteriormente
1

f(x) = 13
0, outrosvalores

1<x<4

(a) Calcule a média da variavel aleatoria X.
(b) Calcule a variancia e o desvio padrdo de X.

Topico 08 .pdf (usp.br)



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Media, Variancia e Desvio-Padrao para V.a.
Continua: Exemplo

+a0 4 1 14 1)(24
a) Temos: xf(x) dx=|x| = |dx==| xdx==| —
temos - fuw oo )

(b) Temos: o’ = ;[(x —)? f(x) dx =‘!(x—;)2[%] dx =%_1[ (x—g)2 dx ==

3
e assim: c=\/o_2=§

Topico 08 .pdf (usp.br)



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Variavel Aleatoria Continua: Fungao de
Distribuicao (fd)

Definicao 1.2: (Variavel aleatéria absolutamente continua) Uma variavel aleatoria
X é absolutamente continua se existir uma fungao nio negativa f tal que para
todo x € R,

F(x)= J ) f(t)dt,

-0
em que F é a funcao de distribuicao acumulada e f é a fungao densidade da
variavel aleatéria X.



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

Variavel Aleatoria Continua: fd

A funcao distribuicdao acumulada (fda) F(x) é aprobabilidade
dequeX<x_,ouseja,

F(x,)=P(X<x,)= j f(x) dx
F(x) € analoga a distribuicao de frequéncias relativas

acumuladas (ou % acumuladas) estudadas no inicio do curso

Area até x, =F(x,)=P(X < x,)

AT

Topico 08 .pdf (usp.br)



https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/3141014/mod_resource/content/1/T%C3%B3pico_08_.pdf

Variavel Aleatoria Continua: Probabilidades

IMPORTANTE: A partir da definicao de funcao de distribuicéo, tem-se que
b
Pla<X<b) =f f(x)dx = F(b) — F(a).
a

Note gue a integral acima nao se altera com a inclus@o ou nao dos extremos a e
b. Dessa forma, para as variaveis continuas, a probabilidade da variavel ser igual
a um particular valor é zero.

Assim,
P(X(w)elab])=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

P(a< X < b) representa a area sob a curva da fungao densidade entre ae b.



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

Variavel Aleatoria Continua: fdp vs fd

IMPORTANTE:A fungdo de densidade serve para a caracterizagio da variavel
continua. Dada a funcao de densidade, a funcao de distribuicao é obtida por
integracao. Por outro lado, derivando a funcao de distribuicao, obtemos a
densidade.

Ou seja, utilizando o teorema fundamental de Célculo, se f(x) for continua, temos
a seguinte relacao

2 F(x) = 1(x)



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

fdp vs fd: Exemplo 1

Encontre a fungdo de distribuicdo acumulada da seguinte
funcdo de densidade de probabilidade

2% D<x<],
fx)=

0, para quaisquer outros valores

Probabilidade Il (ufpb.br)



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

f(X)={

fdp vs fd: Exemplo 1

2y, O<x <L
0, para quaisquer outros valores

F{I]‘=“

0, sex <,

_[:(2.9}&'; =x’.se 0y <],

I, se x=1

Probabilidade Il (ufpb.br)



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

fdp vs fd: Exemplo 2

Arquedlogos estudaram uma certa regiao e
mediram o comprimento de fosseis encontrados
(em cm). Chamamos de C a v.a. continua
comprimento de fésseis. Suponha que C possui
a funcao densidade de probabilidade:

1 (c
~[L41] se 0ses20;
flo)= 40(10 J e e

0 caso contrario.

Qual a probabilidade de um féssil, escolhido ao acaso
nessa regiao, apresentar comprimento inferior a 8 cm?.

Probabilidade Il (ufpb.br)



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

po-|

1
40

(

L
10

0

fdp vs fd: Exemplo 2

] se 0<¢c<20;

caso contrario.

AREA DO TRAPEZIO

_ (B+b).h
A=

(L+i)20
(b+B)h _{40 40 -1

Areasob -
sob f(c) > >

20
¢ = Lie
Areasob f(c) = —(—+l)=l
J(:40 10

» Como f(c) & positiva e a area € igual 1, podemos concluir

que f(c) € efetivamente uma densidade.



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

fdp vs fd: Exemplo 2

+ Qual a probabilidade de um fdssil, escolhido ao acaso
nessa regido, apresentar comprimento inferior a 8 cm?

9
8 T c—

[io" )
e Ve
9/200 P(C<8)= 40 200) 7

= T2 >

8
7
P(C <8)= dc = —
(C<8) !f(C)c 5%

b 2 4 $ 8 1 12 W B W D

<

Probabilidade Il (ufpb.br)



http://www.de.ufpb.br/~tarciana/Probabilidade2/Aula1.pdf

V.a. Discreta vs V.a. Continua
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V.a. Discreta vs V.a._ Continua

& 2
g Proprieclecles ?Cx 2) e (o,1]
QZS. ? P (x=2)z 1

%{(:ﬂ:/:o/ ¥ o=

572 erctee o

-

V. 6. (o

GCMZ: (L'3 - l‘) Lt: r > O-g e = |/ ?)
le = - 3032 .

Slides Professora Claudia Nun@




V.a. Discreta vs V.a. Continua

+ Funcao massa de
probabilidade

¢ Indica com que probabilidade
a variavel aleatoria x assume
o valor x,, i.e., P(x=X,) =
P (x,).
= Afuncao massa de
probabilidade se aplica a
variaveis discretas. wAS
+ Funcao densidade de
probabilidade
= Equivale a fungao massa de
probabilidade, sendo que se O
aplica a variaveis continuas.

Py (x)
10 —

05

. —
v




V.a. Discreta vs V.a. Continua
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V.a. Discreta vs V.a. Continua
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Caracteristicas da Distribuigao

« Central: Moda, Mediana, Média
« Nao central ou relativa: Alguns Quantis (Quartis, Decis, Percentis, Minimo,
Maximo)

« Amplitude Total ou Amostral, Amplitude Interquartil, Variancia, Desvio Padrao,
Coeficiente de Variagao

) Assimetria

« Coefjcientes de Assimetria

) Achatamento/Curtose/Forma

« Coeficientes de Achatamento

ara avaliar o peso relativo da dispersdo face a localizacdo, utiliza-se o coeficiente

de variacio: CV = g (utiliza-se sobretudo se o suporte de Xc R")
7]




Assimetria/Enviesamento

Distribuicao Simétrica Assimetria a direita ou positiva
Média = Mediana = Moda Modi Mediana

N media
/‘\ /‘\h/\

Assimetria a esquerda ou negativa
Mediana Moda

Média

https://dadosaocubo.com

Coeficiente de assimetria: 7, = =X _3#)



Achatamento/Curtose/Forma
E(X-m)' _ py

o’ o’

https://maestrovirtuale.com

Coeficiente de kurtosis: y, =

Distribucion
Leptocdrtic

Distribucion
Mesoclrtica
Distribucion
Platicurtic

o grau de afastamento de uma certa distribuicio em relaciio a distribuicdo ke

normal. Nesta distribuicio tem-se 7, =0, pois trata-se de uma distribuicio SImétrica, e 7, = 3.




Assimetria e Achatamento

Assimetria e curtose

A assimetria 71, a curtose B3 e a curtose normalizada 7y, s@o obtidas a partir das férmulas

Iz
'Tl = ;3 = 0
dos momentos ¢ 3, — ”_4 —3 [49]
Y2 = 132 -3=0

A distribuigdo normal &€ um ponto de referéncia para comparagao das espessuras de caudas
longas. Se uma distribui¢cao possui uma curtose normalizada y2 > 0, entao a distribui¢ao
possui uma cauda longa mais grossa que a distribuicdo normal e & chamada leptocurtica. Se
Y2 < 0, a distribuicdo possui uma cauda longa mais fina que a distribuicao normal e é
chamada platicurtica. Se a distribuicdo possui uma curtose normalizada nula, entdo a

distribui¢do possui uma cauda longa comparavel a distribuigdo normal e é chamada
mesocurtica. 20> ]

ot al — Wikipédia, a er
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Distribui%C3%A7%C3%A3o_normal

Obrigada!
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