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42 semana (10/10 e 12/10)
TO6 - Intervalos de confianca
Introdugdo. Método da variavel fulcral. Aplicagdo a universos normais: média e variancia.
Exemplos

TO7 - Estimacao por intervalos

Método da variavel fulcral: Aplicacdo a universos normais (2 amostras) para a estimagao
da diferenga de média e racio de variancias. Exemplos.

TO8 - Estimacdo por intervalos

52 semana (17/10 e 19/10) ‘

Intervalos de confiancga para grandes amostras. Resultado geral. Aplicacdo a universos de
Bernoulli (média e diferen¢a de médias), de Poisson e com distribui¢ao exponencial.
Exemplos

TO9 - Teste de hipdoteses

Introducdo. Teste de hipdtese simples contra hipétese simples. Probabilidades associadas
aos 2 tipos de erros. Poténcia do teste. Lema de Neyman-Pearson. Exemplo.



Intervalo de Confianga para a Variincia o?



Intervalo de Confianga para o¢?

Intervalo a (1 — o) x 100% de confianca para o® numa populacio

normal _ ) _ )
(n-15s ,f“ D st
n—l— l

X 1 X .
S2 =E§1[Xf—x]

n—1; 1—“



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

Intervalo de Confianga para o¢?

Para obter o Intervalo de Confianca para o2

Variavel usada Condicdes Distribuicao
(n—1) S X N 2
o2 i ~ N(p,o) X(n—1)

52 - ZLKi=X° i=1,2,---,n

Definigao da distribuicdo 2

Se Zy,2,,--- ,Z,sdo v's a’s N(0, 1) independentes

e

ava. X=Z¢+---+Zgétalque X ~x,
h Tem-se E[X] =N, Var[X] =2n modulol_aula5.pdf



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/AULAS%20IST/moduloI_aula5.pdf

IC para o2: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Diferenca de médias

Y1 _A_/—z = (= uy)

1 1

m n

. ~ N(0,1) —H -1
Média J/\/— S/J_
(XI _XZ)_(JUI _#2)~N(0,1) Z:(Xl - X,)— (4 _ﬂz)is‘(v)
oi o SEL ST
m n m n

onde V é o maior inteiro contido em 7,

Variancia corrigida

2
Sy o

T= ~t(m+n-2)
J(m—ns;z +(n-1)8}?
m+n-2
nS* (n-1S"7*  ,
Varidncia PR —~x (n-1) «———
S o
Relacdo de varincias ——2~F(m—l n-1)

S'Z =

n

-3 (Xi- X)°

n-1=5




Intervalo de Confianga para a Variancia
oZ: Exercicios



Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

7.2 Admita que a densidade de construc¢ao, X, num projecto de urbanizacao tem distri-
buigao normal. Uma amostra aleatéria de 50 lotes desse projecto conduziu a

—_—

\n

50 50
Y xi=2272; ) x7=2242.6

i=1 i=1

-Assuminde-que-o-desvie-padriodeX-éiguala4, construa um intervalo de confianca a

95% para a densidade média de construc¢ao. Que dimensao deveria ter a amostra para
que a amplitude desse intervalo fosse reduzida a metade?

- |
EXeiAc0 F -2 - Acpu-\,..-flhcfc C7_e Se gT=—cle Co—Si~ua ~—0
l‘-—ﬁ'U\h&eO cle c_.:_u_,f'o-*-—-fc = 50 w/‘-_-, / T2.




Exercicio 7.2: IC para o2

Yesseo O . \CNW‘(}(( G'z) /Le’ ¢ =72

— 2
- C.o,‘:zc (s*)

Slides Professora Claudia Nunes



Calculo dos Quantis da Distribui¢ao Qui- Quadrado
de Probabilidade 1-a/2 e «/2 com n-1g.l."s

Nivel de confianca (1-a=0,90)

Nivel de significancia (a=0,10)

Areatotal éigualal

O nivel de confianca é 1-a. = 0,90 < o = 0,10,
entao tem-se 1-a/2 = 0,95 e a/2 = 0,05

Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuigéo
Qui-Quadrado de probabilidade 0,05
%20.05.49 = X 0,05.40 = 34,764 (ver tabela a seguir)

Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuicéo X20,05;49 - 0,95;49 — ;005
Qui-Quadrado de probabilidade 0,95

%20.95.49 = X°0,05:40= 67,505 (ver tabela a seguir)




Calculo dos Quantis da Distribuigao Qui-

Tabela do Qui-Quadrado

zf,s SPX > zis)=a

ybabilidade 1-a/2 e /2 com n-1g.l."s

~J~

995 990 975 950 900 750 500 250 100 050 025 010 005 001

n
1 000 000 .001 004 016 102 455 1323 2706  3.841 5024 6635 7.879 10827
2 010 020 051 103 211 575 1386 2773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1213 2366 4108 6251  7.815 9348 11345 12838 16.266
4 207 297 484 T 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1145 1610 2675 4351 6626 9236 11070 12832 15086 16750 20515
6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18548 22457
7 989 1239 1690 2167 2833 4255 6346 9037 12017 14067 16013 18475 20278 24321
8 1344 1647 2180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17535 20090 21955 26.124
9 1735 2088 2700 3325 4168 5899 8343 11389 14684 16919 19023 21666 23589 27877
10 2156 2558 3247 3940 4865 6737 9342 12549 15987 18307 20483 23209 25188 29588
11 2603  3.053 3816 4575 5578 7584 10341 13.701 17.275 19.675 21.920 24.725 26757 31.264
12 3074 3571 4404 5226 6304 8438 11340 14845 18549 21026 23337 26217 28300 32909
13 3565 4107 5009 5892 7041 9299 12340 15984 19812 22362 24736 27688 29819 34527
14 4075 4660 5629 6571 7790 10.165 13339 17.117 21.064 23.685 26.119 29.141 31319 36.124
15 4601 5229 6262 7261 8547 11037 14339 18245 22307 2499 27488 30578 32801 37.698
16 5142 5812 6908 7962 9312 11912 15338 19369 23542 26296 28845 32000 34267 39252
17 5697 6408 7564 8672 10.085 12792 16338 20489 24769 27.587 30.191 33.409 35718 40.791
18 6265 7015 8231 9390 10865 13675 17338 21605 25989 28869 31526 34805 37156 42312
19 6.844  7.633 8907 10.117 11651 14562 18338 22.718 27204 30.144 32852 36.191 38582 43819
20 7434 8260 9591 10851 12443 15452 19337 23828 28412 31410 34170 37566 39997 45314
21 8034 8897 10283 11591 13240 16344 20337 24935 29615 32671 35479 38932 41401 46796
22 8.643 9542 10982 12338 14.041 17240 21337 26.039 30813 33924 36.781 40289 42796 48.268
23 9260 10.196 11689 13091 14848 18137 22337 27141 32007 35172 38076 41638 44181 49728
24 9.886 10.856 12401 13.848 15659 19.037 23337 28241 33196 36415 39364 42980 45558 51179
25 10520 11524 13120 14611 16473 19939 24337 29339 34382 37652 40646 44314 46928 52619
26 11160 12198 13844 15379 17292 20843 25336 30435 35563 38.885 41923 45642 48290 54.051
27 11.808 12878 14.573 16.151 18114 21.749 26336 31.528 36.741 40.113 43,195 46963 49.645 55475
28 12461 13565 15308 16928 18939 22657 27336 32620 37916 41.337 44461 48278 50994 56.892
29 13121 14256 16047 17708 19768 23567 28336 33711 39087 42557 45722 49588 52335 58301
30 13.787 14953 16791 18493 20599 24478 29336 34.800 40256 43.773 46979 50892 53.672 59.702
40 20707 22.164 24433 AQ, 29.051 33660 39335 45616 51805 53758 59342 63.691 66766 73.403
27991 29707 32 }57 37689 42942 49335 56334 63.167 71420 76.154 79490 86.660
60 35534 37485 40482 43188 46459 52294 59335 66981 74397 83298 88379 91.952 99.608
70 43275 45442 48758 S1.739 55329 61698 69334 77577 85527 90531 95023 100425 104215 112317
80 51.172 53.540 57.153 60391 64278 71.145 79334 88130 96.578 101.879 106.629 112329 116.321 124.839
920 59.196 61.754 65.647 69.126 73291 80625 89334 98.650 107.565 113.145 118.136 124.116 128.299 137.208
00 74222 77929 109.141 118498 124342 129561 135807 140.170 149449

uadrado

Vd

%0,05:49 = X2*0,95;49 = 34,764
X20,95;49 = %2 "0.05.40= 67,505

MT‘D\ Ao o Vol ::-sut. e m—oSine D &‘8\.\ a j_n_
e Saibhe ¢ yowa~r e PW:C_::

2
1 2ava 6.l se :um) - 24643
So-1 So-1i S

1Cy00,(02): (7,928; 34,811)



Exercicio 7.2: IC para o2
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Intervalo de GConfianga para a Diferenca
de Valores Medios p,-p,

15



Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Conhecidas

Portanto, quando as |populagdes sdo Normais com variancias conhecidas, o I. C. para gy — g, com
100(1 — a)% de confianga é dado por:

—Yz)—zl_% —+— (_1 X2)+21—% —+n—2

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Desconhecidas e lguais

Portanto, quando as populacdes sao Normais com variancias desconhecidas, mas iguais) o I. C. para gy —
pz com 100(1 — a)% de confianga é dado por:

](71 e AR 2 & PN 1_55*[.

2

Variancias corrigidas

~ |
(ng—1s24+(ny—1) s 1 n 1 S =ﬁ§nl(’ﬁ-5f}2

n1+n2_2 nl nz



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p,-p,: Variancias
Desconhecidas e Diferentes

Portanto, quando [as populacdes sao Normais com variancias desconhecidas , 0. C. para uq
H; com 100(1 — a)% de confianga é dado por°

Sl2 S22

](_ -X;)-t,, —-r—g?l X;)+t,

t

2
G+
ny, ' n,

L) v () |
-1\n n, —1\n,



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Intervalo de Confianga para p;-pi, € n=30:
Variancias Conhecidas e Desconhecidas

e Parametro: u, — i,
(populagdes quaisquer independentes com variancias finitas)

V. F Variancias Conhecidas Variancias Desconhecidas

7(X1 Xz)_(ﬂl_ﬂz)a X X

Z = - = ~N(0.) ou = = = N(0,1)
ol o) ST 8
<+ +
m n m n
1. C.
(x,-x,—z,,,0%Xx —Xx,+z,,0%) ou (X, — X, —z,,,8%.X, — X, +z,,,5%),

O'Z O'Z SrZ SrZ ]
com o¥f= |1+ sF— (L4720 urteira et al (2015)
m n m n O

e z,,, a verificar ®(z,,)=1-a/2.



IC para p,-p,: Formulario

Variancia corrigida

n
2 = — X)?
S ; 1,-=ZI[X* X)
e POPULACOES NORMAIS
o ~ N(0,1) A tn-1)
Média o*/\/_ S/J_
(X, -X,)—(y, - (01) 7 (XI_XF".;_(#;_‘HLZ):'I(V)
S S
G' —4+ 0—2 Variancias Conhecidas 4+ =
Diferenga de médias n m n
o onde V é o maior inteiro contido em 7,
X =X, = (4, — ) s g2 2
Variancias Desconhecidas e Iguai 1 1 7?+f
T = m_n ~t(m+n-2) - 22 2
\/(m—US;2 +(n—1)S%? ;(Sn ] L] [Sz J
m=1 m n-1
m+n-2
o _(-=Dn§* Lo Variancias Desconhecidas e Diferentes
Varidncia 2 2 x (n=1)
a g
S o
Relagio de varidncias —5 5 ~Fim-1Ln-1)

2
Sy o




IC para p,-p,: Formulario

e GRANDES AMOSTRAS

Caso geral
E—‘u e _{?_‘u a
<di ~N(O,1) ~N(0,1)
Média a/‘/; S /n
(X = Xo) = (4 = o) (X = X5) = (= o) @
Diferenca de médias —————"~N(0J) : ;.2 S'L =~ N(O.D)
g a A . .
Variancias Conhecidas j + f ;1 - TQ Variancias Desconhecidas




Intervalo de GConfianga para a Diferenca
de Valores Meédios p,-p,: Exercicios

22



Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Havendo indicios de que o esquema de avaliag¢do e as classifica¢des finais atribuidas diferem fortemente
entre duas escolas, decidiu-se comprovar estatisticamente esta hipdtese. Os desvios-padrdo sao conhecidos
sendo 2,1 valores na escola A e 1,8 valores na escola B. Assim, retirou-se uma amostra de testes de alunos
em cada uma das escolas que levaram aos seguintes resultados:

Escola n; X;
A 41 12,9
B 31 14,7

Recorrendo a um intervalo de confianga a 90%, diga se hd diferencas entre as classificagdes médias das
escolas A e B. Justifique.

uevora.pt



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p, (Variancias Conhecidas)

Sejam:
= X, av.a.que representa a classificacao final dos alunos na escola A,
= X, av.a.que representa a classificagdo final dos alunos na escola B,
como; =21 e 0, =1,8.

Como as amostras sdo grandes, o I. C. para y; — U, a 90% é dado por:

Substituindo pelos valores conhecidos, sendo zg o5 = 1,645, obtém-se

2,12 1,82

(12,9 — 14,7) + 1,645 +

=1-2,558; —1,043].

41 31

- ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)

Com 90% de confianga, existe evidéncia de que as classificagdes médias sdo diferentes (0 ndo estd no
intervalo). Como ambos os limites do intervalo sdo negativos entdo significa que u; < pu,, ou seja, a
classificacdo média é superior na escola B do que na escola A”.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Um determinado método de analise permite determinar o conteddo de enxofre no petréleo bruto. Os
ensaios efetuados em 10 e 8 amostras aleatdrias de 1 kg de petrdleo bruto, provenientes de furos
pertencentes respetivamente aos campos A e B, revelaram os seguintes resultados (em gramas):

Campo A: 111 114 105 112 107 109 112 110 110 106
Campo B: 109 103 101 105 106 108 110 104

Construa um intervalo de confianga a 90% para a diferenca entre os valores esperados da quantidade de
enxofre por quilograma de petréleo proveniente de cada campo, considerando que populagdes sdo Normais,
com variancias desconhecidas mas iguais.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Iguais)

Sejam:
= X, av.a.que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo A,
= X, av.a.que representa a quantidade de enxofre por quilograma de petréleo do campo B,
comX; ~N(u; =?;0; =?)e X, ~N(u, =?; 0, =?), mas g, = 0.

ny = 10, x, =109,6 e s, =2875,
n, =8, x, = 105,75 e s, =3,105.

O I. C. para u; — U, a 90% é dado por:
](E1 —}_{2) — tn,+n,-2;0955" F()_(1 - Ez) + tn,4n,-2;0955 |

- 1S+, —1)S2 |1 1
comS‘:\j(nl )2+ (nz )2\/_+_

nq + n, — 2 nq nz-

— — ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
Variancias corrigidas

l n —2
2 =—) (Xi-X
S n_lg[ i—X)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Iguais)

Substituindo pelos valores conhecidos,

. \l(m —1)2,8752 + (8 — 1)3,1052J 11

10+8-2 10 Tg= b3

€ Como t14.095 = 1,746, obtém-se

1(109,6 — 105,75) + 1,746 x 1,413; [ = |1,384; 6,316].
Com 90% de confianga, existe evidéncia de que o teor médio de enxofre nos campos A e B é diferente (0 ndo
estd no intervalo). Uma vez que ambos os limites sdo positivos, entdo significa que u; > u,, ou seja, o

conteddo médio de enxofre por quilograma de petréleo extraido do campo A é superior ao registado no
campo B'.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Para um estudo sobre a caracterizagdo da altura da populagdo portuguesa, foi recolhida uma amostra de
1861 pessoas, com as seguintes caracteristicas:

Group Statistics
Sexo N Mean Std. Deviation
Altura Masculino 853 168,46 7,617
Feminino 1007 158,48 6,652

Supondo a normalidade das distribuicdes e assumindo que as variancias populacionais sdo desconhecidas e
diferentes, verifique se se pode considerar que as alturas médias dos homens e das mulheres sdo iguais, com
95% de confianga.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Sejam:
= X, av.a.que representa a altura dos individuos do sexo masculino,
= X, av.a.que representa a altura dos individuos do sexo feminino,
comX; ~N(uy =?;0, =?) e X, ~N(up, =?; 0, =?), mas o # d2.

n, = 853, x, =16846 e s, =7617,
n,=1007, X,=15848 e s,=6,652.

OI. C. para yu; — U, a 95% é dado por:

- St 83 St 83
—Xz)—tv;o.';?s _+_ (X1 Xz)+tv0975 1"‘%

(51 )
n, Ny

il
nz - 1 nz

I

Variancias corrigidas com v =

i 1 (S2
S2 =—l§[x'-x]2 nl—l(ﬁ) +

19 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: IC para p,-p,
(Variancias Desconhecidas e Diferentes)

Substituindo pelos valores conhecidos,
(7,6172 6,6522)2

_+ —
1007
_ 853 100 _| = [1705,6] = 1705,
1 (7,6172) + 1 (6,6522)
853—1\ 853 ) T To07=1\ 1007

€ oMo t17¢5. 0,075 = 1,96, obtém-se

7,617 N 6,6522
853 1007

(168,46 — 158,48) + 1,96\/ =19,32; 10,64].

Com 90% de confianga, existe diferenca significativa entre as médias das alturas dos homens e das mulheres
(0 ndo esta contido do I. C. a 95%). Como ambos os limites do intervalo sdo positivos entdo significa que
WUy > Uy, OU seja, a altura média dos homens é superior a altura média das mulheres.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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