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O problema de roteamento de veiculos



Motivagdo



Dado:

e um conjunto de cidades N; e

e custos de deslocacdo entre cada par de cidades ¢, i,j € N : i # J,

o Problema do Caixeiro Viajante consiste em determinar um circuito (ou
ciclo) de menor custo que passe por todas as cidades uma e uma sé vez.



Motivacao

The Washington Post

Quantum computers are straight out of science fiction. Take the
“traveling salesman problem,” where a salesperson has to visit a specific
set of cities, each only once, and return to the first city by the most
efficient route possible. As the number of cities increases, the problem
becomes exponentially complex. It would take a laptop computer 1,000
vears to compute the most efficient route between 22 cities, for example.

A quantum computer could do this within minutes, possibly seconds.

Figura 1: Noticia errada sobre o problema caixeiro viajante no “The Washington
Post”.

Palestra de William Cook sobre o problema do caixeiro viajante:
https://www.youtube.com/watch?v=5VjphFYQKj8&t=55s [Euro 2019, Dublin]

Site com um solver para o caixeiro viajante:
https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/index.html 4
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Motivacao

» 1954 Dantzig, Ford & Fulkerson ! 49 cidades

Figura 3: O problema do caixeiro viajante com 49 cidades.

1Dantzig, G., Fulkerson, R., & Johnson, S. (1954). Solution of a large-scale
traveling-salesman problem. Journal of the Operations Research Society of America,
2(4), 393-410.
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Introducao

B Os problemas de roteamento consistem em estabelecer rotas com de-
terminadas caracteristicas de forma a otimizar um determinado critério.

B Metodologia:

» Métodos exatos
— Modelos de programacgo linear inteira (mista). — Foco do capitulo.
» Métodos aproximados

— Relaxacdes.
— Heuristicas.

B Os métodos exatos serdo implementados utilizando software especifico.

e O pacote PuLP do Python com o solver da COIN-OR resolve os
modelos de PLIM.

— Exemplos de outros solvers sdo: CPLEX, Gurobi, Xpress, OpenSolver.



Introducao

B Definicdo genérica de um problema de roteamento
Queremos determinar uma rota que:

» comece e termine num ponto,

> passe por um subconjunto de clientes satisfazendo as suas necessida-
des, e

» minimize o “custo”.

B Uma rota é uma sequéncia de vértices que comeca e acaba num depdsito.



Caracteristicas dos problemas de roteamento

M Rotas:

> Rotas fechadas ou abertas (comegam e acabam em depésitos diferen-
tes).

» Rotas equilibradas - visitam o mesmo niimero de clientes.

» Rotas “giras” - compactas, n3o se intersetam.

M Clientes:

» Apenas alguns clientes requerem servigo.

» Clientes tém que ser servidos num determinado periodo de tempo -
janela temporal.

» Um tipo de clientes pode ter prioridade sobre outros tipos de clientes
- restricdes de precedéncia.

» Clientes tém oferta que é usada para satisfazer a procura de outros
clientes - pick-up and delivery.

» Clientes requerem visitas periddicas ou consistentes.
10



Caracteristicas dos problemas de roteamento

M Frota:

» Um ou vdrios veiculos.

— Com varios veiculos: exatamente, pelo menos ou no maximo.
» E homogénea ou heterogénea.

» Veiculos tém limites a capacidade do que podem transportar ou a
distancia percorrida - veiculos elétricos.

» Cada veiculo pode fazer uma ou varias rotas.

B Objetivos:

» Minimizar o custo.

» Minimizar o nimero de veiculos utilizados.
» Minimizar a emissdo de gases.

» Maximizar o lucro recolhido.
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Aplicacoes praticas

B Exemplos de aplicacles praticas de problemas de roteamento s3o:

Problemas de distribuicdo,

Problemas de recolha,

Sequenciamento de ADN,
Escalonamento de cirurgias por médico,

Transporte de cavalos da GNR,

>
>
>
>
>
» Operacdes num porto maritimo - escalonamento da grua,
» Cuidados de satide em casa,

» Roteamento de drones,

» Recolha de lixo,

>

Remocao de neve.

B Os dltimos problemas sdo modelados como problemas de roteamento

Nnos arcos.

12



Problemas de roteamento

B Existem inimeras variantes de problemas de roteamento. — Foco

nas variantes base.

Bl Problema do caixeiro viajante (traveling salesman problem - TSP)

>
>
>

uma rota;
visita todos os clientes uma e uma sé vez; e

0 objetivo é minimizar o custo total de deslocacao.

B Problema do roteamento de veiculos (vehicle routing problem - VRP)

>
>
>
>

cada um dos K veiculos homogéneos disponiveis executa uma rota;
cada veiculo tem capacidade Q;
cada cliente tem procura que deve ser toda satisfeita; e

o objetivo é minimizar o custo total de deslocagao.
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Problemas de roteamento

(a) TSP. (b) VRP (K =2 e Q = 4).

Figura 4: Solugdes do TSP e do VRP.
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O problema do caixeiro viajante

Formulagdes em programacio linear inteira (mista)
Relaxa¢Ges

Heuristicas
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O problema do caixeiro viajante

B O problema do caixeiro viajante pode ser modelado num grafo orientado
G = (V,A), onde:

» V é o conjunto das cidades que devem ser visitadas uma e uma sé
vez;
— Uma das cidades 0 € V é o depésito ficticio - indica o inicio e o fim
do percurso.
» Aé o conjunto dos arcos, que representam as liga¢Ges entre as cidades.
— A={(i,j):i,jeVei#]j}

> cjj é o custo de atravessar o arco (i,j) € A.

B Queremos determinar o circuito de custo total minimo que passa por
todos os nodos de V uma e uma sé vez (circuito Hamiltoniano).

16



Formulacao genérica

1, se o arco (i,j) € A é atravessado pelo caixeiro viajante

Xij = .
0, caso contrario

min E CijXij

(ij)eA

sujeito &k ZXJ’ =1 Vj € V' (um arco sai de j)
eV
Zx’j =1 V_] eV (um arco entra j)
eV

N3o contém subcircuitos
xj € {0,1} v(i,j) € A

Nota: Subcircuitos (ou subrotas) sdo circuitos que ndo contém o depdsito.

17



Problemas de roteamento

© :

Figura 5: Solugdo n3o admissivel para o TSP.

Como garantir que n3o temos subcircuitos?
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Formulacao MTZ

B Formulagdo de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) 2

u; - posi¢do que o nodo i € V' \ {0} ocupa na rota.

min E Cij Xij

(i,j))€A

sujeito a: ZXJ',' =il vjeVv (um arco sai de j)
iev
inj =1 VjevVv (um arco entra de j)
iev

ui+ (W —1)x; <uj+ W =2 V(i,j))€A:i,j#0  (posicio]éa do i mais 1,
se vamos de i para )

1<uy<|W -1 Vie V\{0} (limites varidveis u)

xij € {0,1} V(i,j)e A

2 Miller, C. E., Tucker, A. W., & Zemlin, R. A. (1960). Integer programming formulation of traveling salesman problems. Journal of the
ACM (JACM), 7(4), 326-329.
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Formulacao MTZ

ug': 4 LB =13 uq =4 u?) =13
(a) Solugdo admissivel TSP. (b) Solugdo ndo admissivel TSP.

Figura 6: Como funciona o MTZ.
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Formulacao MTZ

| Consideremosgv ={0,1,2}. s

min cp1x01 + Co2X02 + c10X10 + C12X12 + C20X20 + C21X21

sujeito a: xp1 + xp2 = 1 (sai 0)

x10 +x12 =1 (

X0 +x01 = 1 (sai 2)

x10 +x0 =1 (

Xo1 +x01 =1 (
xo2 +x12=1 (entra 2)
up +2x10 < wp+1 (posi¢do do 2 é a do 1 mais 1, se vamos de 1 para 2)
up+2x1 < +1 (posi¢cdo do 1 é a do 2 mais 1, se vamos de 2 para 1)
1<u,up <2 (limites u)
x;j € {0,1} V(i,j) €A
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Formulacao SCF

B Formulagdo de fluxo dnico - Single Commodity Flow (SCF) 3

fij - fluxo que atravessa o arco (i,j) € A; que corresponde ao niimero de nodos que
ainda tém que ser visitados. )’?

Ly N& prosomos & das 05

. \ S & (\,( \IOH’U ()(.l‘%
min Z G oom(:\:Q(;s;\o‘[‘dO Sev VdLU‘ e (M Lwéo

(i,j)EA
ovtus wet & ,()(wo
sujeito a: ij-,- = il vjev (um arco sai de j)

ieVv
ZX,-J- =il vjev (um arco entra de j)
ieVv

Z foi = |y| -1 (sai M| = 1 fluxo de 0)
ieV\{0}

Z fj’,‘ = Z ﬁ'j +1 VieVv \ {0} (fluxo entra = fluxo sai + fluxo fica)
JEVii JEVti
0<f; < (|M| —1)x; v(i,j)eN (limites var. fluxo)
Xjj € {0) 1} V(’7./) €A

3Gavish, B., & Graves, S. C. (1978). The travelling salesman problem and related problems. Working paper GR-078-78, Operations
Research Center, Massachusetts Institute of Technology.
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Formulacao SCF

1E

34 =
(a) Solugio admissivel TSP. (b) Solugdo ndo admissivel TSP.

Figura 7: Como funciona o SCF.
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| Consideremos‘V = {0,1,2}. |

min cp1xp1 + Co2X02 + C10X10 + C12X12 + C20X20 + C21X21

sujeito a: (...)
for + foo =2 (sai 2 de fluxo do depésito)
for +f1 =W+ f2+1 (cons. fluxo 1)
foo+fo =+ fH1+1  (cons. fluxo 2)
0 < fo1 < 2xp1 (rel. fex para (0,1))
0 < fo2 < 2xp2 (rel. fex para (0,2))
0 < fip < 2xy0 (rel. fex para (1,0))
0<f2<2x2  ( 2))
0 < fhp < 2xy (rel. fex para (2,0))
0< 1 <2x0 (rel. fex para (2,1))
x;j € {0,1} V(i,j)eA

rel. f e x para (1,
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Formulacao CC

B Formulac3o de cortes de conexidade - Connectivity cuts (CC)*

min E CiiXij

(i.j)EA
sujeito a: ZXJ'; =]l VjeVv (um arco sai de j)
iev
ZX,;,‘ =} vjev (um arco entra em j)
iev
ZZX,'J'E]. VSQVS#@ (um arco com inicio em S e fimem V \ S
ieV\S jeS
tem que ser usado na solucdo)
x; € {0,1} v(i,j)e A

4 Dantzig, G., Fulkerson, R., & Johnson, S. (1954). Sofution of a large-scale traveling-salesman problem. Journal of the Operations
Research Society of America, 2(4), 393-410.
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Formulacao CC

H As restrigdes Ziev\s > jesXij > 1 sdo em nimero exponencial. =
A formulagdo CC é n3o compacta.

» Esta formulagdo deve ser resolvida com recurso a um algoritmo de
branch-and-cut.

— As restricdes em nimero exponencial podem ser utilizadas como de-
sigualdades validas nas outras formulagdes apresentadas.

26



Formulacao CC

Figura 8: Solu¢do ndo admissivel para o TSP.

9 I 3lk
Con;\i}derando S = {48}, n3o existe nenhum arco com inicioem V\S =

e com fimem S.

» Um corte para esta solucado é >
Tox + Xor + Xo& ¢ Wiy + W3 + N 2 4

27



Formulacao CC

B Consideremos V = {0, 1,2, 3}.

min co1xp1 + Co2X02 + C03X03 + C10X10 + C12X12 + C13X13 + C20X20+
C21X21 + €23X23 + C30X30 + €C31X31 + €32X32
sujeito a: (...)

X02 + X03 + x12 + x13 > 1

X01 + X03 + Xxo1 + x23 > 1

xo1 + X02 +x31 +x32 > 1

X10 + X13 + x20 + Xx23 > 1

x10 + x12 + Xx30 + x32 > 1

x20 + X21 + x30 + x31 > 1

xj € {0,1} v(i,j) €A

B Que conjuntos S faltam?

Na formulagdo ndo estdo presentes os conjuntos S de cardinalidade 1 e 3 porque s3o
implicados pelas restricdes de afetagdo.

28



Comparacao da dimensao das formulacoes apresentadas

Tabela 1: Comparacio de formulacdes em termos de niimero de variaveis e restricdes.

Formulagdo | #Varidveis #Restrigoes
MTZ [Al+|V]-=1||A+|V|-1
SCF 2|A| 3| V| + |A|
cc |A| 21VI-1

B Qual das formula¢bes é melhor?

29



Relaxacoes do problema do caixeiro viajante

B Qualquer formulagdo valida para o problema do caixeiro garante que
1. cada nodo tem um arco a entrar e um arco a sair; e

2. ndo existem subcircuitos.

B Consideremos a formulagdo genérica:

min E Cij Xij

(i.J)EA

sujeito a: ij-,- =1l Vj € V. (um arco sai de j)
iev
ZX,-J- = il Vj € V. (um arco entra j)
iev

N3o contém subcircuitos

xj € {0,1} v(i,j) € A

B Podemos obter relaxagdes removendo cada um dos conjuntos de restricdes da for-
mulag¢do genérica.
30



Relaxacoes do problema do caixeiro viajante

B Relaxando as restricdes de eliminacao de subcircuitos obtemos:

(REL1) = min Z CjjXij

(ij)EA

sujeito a: ZXJ, =3 VJ € V' (um arco sai de j)
ieVv
ZX,'J' =1 Vj e V' (um arco entra j)
iev
x;j € {0,1} V(i,j)eA

B Que problema é este?

Eo problema da afetacdo.
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Relaxacoes do problema do caixeiro viajante

B Relaxando as restri¢cdes saida de um nodo obtemos:

(REL2) = min ) cjx;

(ij)EA
sujeito a: Zx,-j =il Vj €V (um arco entra )

iev

Nao contém subcircuitos

xj € {0,1} v(i,j) €A

B Que problema é este?

Uma SA para a formulacdo apresentada anteriormente tem exatamente um

arco a entrar em cada nodo e é conexa.

32



Relaxacoes do problema do caixeiro viajante

B Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos. Caso a arvore contenha todos
os nodos do grafo original é uma &rvore de suporte (ou drvore geradora).

B Uma arborescéncia é uma arvore com uma raiz - nodo sem “arcos a entrar” -
e em que existe um unico caminho da raiz para cada um dos restantes vértices
da drvore. = Uma arborescéncia que contenha todos os nodos do grafo é
uma arborescéncia geradora de G.

B Exemplos:

ONO (D—(2) OO
O ) O,
On© & @ (D=

(@) Arborescencia geradora de G. (b) Nso arborescencia. (€) Arborescéncia de G.
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Relaxacoes do problema do caixeiro viajante

B Uma solugdo admissivel da formulagdo REL2:

1. contém todos os nodos do grafo,
2. é conexa, e

3. cada nodo tem exatamente um arco a entrar

B Se a uma arborescéncia geradora de G juntarmos um arco a entrar na
raiz x, obtemos uma solugdo admissivel para a REL2.

B Algoritmo para determinar minorantes baseado na REL2:

Passo 1: Identificar em G = (V, A) a arborescéncia de custo minimo
T como raizem x € V.
Passo 2: Juntar a T o arco de menor custo a entrar em x. O valor

de T é um minorante para o valor do TSP.
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Relaxacoes do problema do caixeiro viajante

» O problema da afetacdo e o problema da arborescéncia de custo
minimo s3o problemas com um algoritmo polinomial conhecido. —
“Problemas faceis”.

» Na prética, devem ser aplicados os algoritmos polinomiais para deter-
minar a solucdo 6tima dos problemas referidos.

» Como os algoritmos n3o estdo no ambito da disciplina, vamos resol-

ver o problema da afetacdo e o problema da arborescéncia de custo
minimo utilizando modelos de programacao linear inteira mista.
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Heuristica do v

Definicao: Heuristica do vizinho mais préximo

Comecar numa cidade i* e sucessivamente visitar a cidade mais proxima
da udltima cidade visitada, terminado o circuito em /™.

Heuristica do vizinho mais proximo
. Comecar a rota R com uma cidade /*.
. Fazer i = i*.
: while Ha cidades por visitar do

Adicionar j ao fim da rota.

1
2
3
4:  Determinar a cidade j que ainda ndo estd na rota que minimiza cj.
5
6 Fazer i = j.

7

- end while

B Seja v(V + P) o valor da solugdo obtida com a heuristica do vizinho
mais préximo.
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> Seja R={A}ei=A A B C D E

A - 3 5 19 2

» Ha cidades por visitar? Sim. Ci- B 3 N 4 | 15 | 11
dade j que minimiza cy; — Ci- C 5 14 - 20 1
dade E. D 19 15 20 - 9

(5 2 11 1 9 -

— R=(AE)ei=E.
» Ha cidades por visitar? Sim. Cidade j que minimiza cg; — Cidade C.
— R=(AE,C)ei=C.
» Ha cidades por visitar? Sim. Cidade j que minimiza c¢; — Cidade B.
— R=(AE,C,B)ei=B.
» Ha cidades por visitar? Sim. Cidade j que minimiza cg; — Cidade D.
— R=(AE,C,B,D)ei=D.
» Ha cidades por visitar? Ndo. Fim.
A rota obtida com a heuristica do vizinho mais préximo é (A, E, C, B,D,A) e v(V+P) =
241414+ 15+ 19 = 51 — gap = 54,55%.
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Heuristica de insercao de m

Heuristica de insercao de menor custo
1: Construir a rota R que contém as duas cidades /* e j*, tais que,
Cixj* = min,-jc,-j.

2: while Ha cidades por visitar do

3:  Determinar para cada cidade por visitar k e para cada par de cidades
visitadas consecutivamente o menor custo de insercao, isto é, cjx +
Cjik — Cij-

4:  Inserir a cidade k entre as cidades / e j que minimize o custo de
insercao.

5: end while

B Seja v(IMC) o valor da solugdo obtida com a heuristica de inser¢do
mais préxima.
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» Seja R ={{C,E}}. . 2 ;3 g g 5
» Ha cidades por visitar? 5 3 _ 1 ;g 11
Sim. R ={{C,A},{AE} {E,C}} g 19 ﬁ 210 : 5

— Cidade A: cca+cag —cce =5+2—-1=4. «+
min

— Cidade B: ccg +cge —cce =14+ 11 — 1 = 24.

— Cidade D: ¢¢cp + cpe — cce =20+ 9 — 1 = 28.

» Ha cidades por visitar? Sim. R = {{C, B}, {B, A}, {A E},{E,C}}

— Cidade B:
o Aresta {C,A}: ccg +cga—cca=14+3 —5=12. + min
o Aresta {A,E}: cap+cge — car =3+ 11 -2 =12, < min
o Aresta {E,C}: cgp+cgc —cec =11+ 14 —1 =24,

— Cidade D:
o Aresta {C,A}: ccp + cpa— cca =20+ 19 — 5 = 34,
o Aresta {A E}: cap + cpe — cae =19+ 9 — 2 =26.
e Aresta {E,C}: cgp + cpc — cec =9+20—1=28.
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Exemplo (continuacao)

» Ha cidades por visitar? Sim. R = {{C,D},{D, B},{B,A},{A,E},{E,C}}

— Cidade D:
o Aresta {C,B}: ccp + cpg — ccg =20 + 15 — 14 = 21. < min
o Aresta {B,A}: cgp + cpa — cga = 15+ 19 — 3 =31
o Aresta {A,E}: cap + cpe — cae =19+ 9 — 2 = 26.
o Aresta {E,C}: cgp + cpc — cec =9+ 20— 1=28.

» Ha cidades por visitar? N3o. Fim.

A rota obtida com a heuristica de insercdo de menor custo é (C, D, B, A, E, C)
e v(IMC) =20+ 15+ 3+ 2+ 1 =41 — gap = 24,24%.
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Notas sobre o problema do caixeiro viajante

» O problema do caixeiro viajante é muito estudado na comunidade
cientifica.
» Tem inlimeras variantes, como por exemplo:

Problema do caixeiro viajante com precedéncias.
— Problema do caixeiro viajante com muiltiplos depdsitos.

Problema do caixeiro viajante com lucros.

— Problema do comprador viajante.
— Problema do caixeiro viajante com familias.
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