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Aula 9

Coeficiente de assimetria e coeficiente de kurtosis. Exemplo. Quantil de
ordem alfa para distribui¢des continuas. Mediana como medida de
localizagdo, amplitude inter-quartis como medida de dispersao. Exemplo.

Aula 10

Inicio do capitulo 3: Varidveis aleatérias bidimensionais. Funcdo de
distribuicao conjunta, propriedades. Fungoes de distribuicdo marginais.
Independéncia de variaveis aleatorias.

Varidveis aleatérias bidimensionais discretas. Fun¢do probabilidade conjunta.

Propriedades. Funcao probabilidade marginal. Exemplo.

Aula 11

Varidveis bidimensionais discretas: independéncia. Variaveis bidimensionais
continuas: func¢io densidade conjunta e funcgoes densidade marginais.
Independéncia.

Fungao probabilidade condicionada. Propriedades. Exemplo.

Aula 12

Fungdo densidade. Funcdo densidade de probabilidade condicionada.
Propriedades. Exemplo.




Variaveis Aleatorias Continuas: Exercicios

Variavel Aleatoria, Funcao de Distribuicao, Funcao Densidade
de Probabilidade, Valor Esperado, Moda, Variancia e Quantis



4.1 Suponha que o desvio da medida das pecas produzidas por uma méaquina em relacao
anorma especificada pelo mercado é uma variavel aleatéria X com a seguinte funcgao
de densidade de probabilidade:

l1+k+x ,-1=x<0
fx(x)=4{ 1+k—-x ,0=sx<l1
0 , restantes valores de x
(a) Calcule o valor de k.
(b) Determine a funcdo de distribuicao de X.
(c) Calcule o valor esperado e a variancia de X.

(d) Calcule a moda, a mediana e o 12 quartil de X.

(e) Calcule a probabilidade de que seja necessdario extrair exactamente duas pecas
da producdo da mdaquina para que apareca uma peca com um desvio positivo
em relacao a norma.




Exercicio 4.1. (a): Fungao Densidade de Probabilidade
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Exercicio 4.1. (b): Fungao de Distribuigao

Tabela 1.1: Tabela de Primitivas Elementares
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Exercicio 4.1. (b): Fungao de Distribuigao
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Exercicio 4.1. (c): Valor Médio e Variancia
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Exercicio 4.1. (c): Valor Médio e Variancia
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Exercicio 4.1. (d): Moda, Mediana e 1° Quartil
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Exercicio 4.1. (d): Moda, Mediana e 1° Quartil

Slides Professora Claldia Nunes
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Exercicio 4.1. (e): Probabilidades [cuiosidade

Y - v.a. que representa o n° de pecas que € necessario extrair
da producdo da maquina para termos uma peca com um
desvio positivo em relacdo a norma.

Notacéo: Y ~ Geo(p).

p = P(“de uma peca ter desvio positivo em relacdo a norma”) =
P(X>0)=1/2,sendo X av.a. definidaem 4.1

T D
Logo, tem-se P(Y=2) =0,5%(1-0,5) =0,25=1/4 ’ )

{O e - <
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Variaveis Aleatorias Mistas
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Variavel Aleatoria Mista

e X é um variavel aleatoria mista se a respectiva fungao de distribui¢dao pode ser
escrita como F(x)=AF,(x)+(1-A)F,(x), (0<A<1)onde:
» F, — funcgdo de distribuicao associada a uma varidvel aleatdria discreta;
= F, — funcdo de distribui¢cdo associada a uma varidvel aleatdria continua.




Variavel Aleatoria Mista: Exemplo

Seja U ~ Unif([0,4]). Seja X uma VA definida da seguinte maneira:
m Se U <1, entdo X ~ Unif([0, 2]).
m Caso contrario, entdo X ~ Bern(2/3).

Pelo teorema da probabilidade total:

fx(x)=fx(x|U<T)Pr[U<T] + fx(x|U>T1)Pr[U>1]

e

~Unif([0,2]) JT ~Bern(2/3) %

Processos Estocasticos - Variaveis aleatérias mis tas (rwnobrega.page)



https://rwnobrega.page/disciplinas/pre/files/pre-slides-1-3-variaveis-aleatorias-mistas.pdf

Pares Aleatorios Discretos

Distribuicao Conjunta, Marginais e Condicionais;
Independéncia; Covariancia e Correlacao

18



Par Aleatorio Discreto

PAR ALEATORIO

A um vector aleatério de dimensdo 2 chamamos um par aleatério ou variavel aleatéria

bidimensional.

Par aleatorio discreto:
Um par aleatorio diz-se discreto quando ambas as componentes sdo v.a.'s discretas. Assim (X,Y) é

um par aleatério discreto quando os dominios de existéncia das v.a.’s X e Y sao conjuntos finitos ou

infinitos numeraveis.

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
¢ 0



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcao de Probabilidade Conjunta

A funcdo de probabilidade conjunta do par aleatério (X,Y) € uma funcéo f(x,y) que associa a cada

elemento de R? uma probabilidade,

f(xy)=p;=P[X =x)Y =y].

Verifica as seguintes propriedades:

1. 0= fixy) =1, ¥V (xy) e R?

2. Y > f(xyy) =1.
]

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)

9, ®



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcao de Probabilidade Gonjunta: Exemplo

Exemplo 6. Uma moeda equilibrada tem o algarismo 1 desenhado numa das faces e o algarismo 2

desenhado na outra face. A moeda é langada ao ar duas vezes. Seja a v.a. X — soma dos dois

nlimeros observados nos langamentos e a v.a. Y — diferenga dos mesmos nimeros (o primeiro menos

o segundo).

Q={(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)} funcéo de probabilidade conjunta, por vezes é representada através de um quadro.
N/

Para o exemplc ga fung&o de probabilidade conjunta de (X,Y) vem:
(X,Y)= (2,0) (3.-1) (3,1) (4,0)

x \v| - 0 1

Assim temos :

PIX =2)Y =0]=%: PIX =3 =-1]=%;

PIX =3Y =1]=%: PIX =4,Y =0]=%.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais

Apesar de no par aleatério se proceder ao estudo em conjunto de duas variaveis aleatérias, isso ndo

impede que se possa estudar probabilisticamente cada variavel componente em separado. De facto é
possivel obter as fun¢des de probabilidade das variaveis X eY, individualmente, e a que damos o

nome de fungdes de probabilidade marginais:

Fungao de probabilidade marginal de X,

fx (X)=P[X =x, -0 <Y <4a0]=>"f(xy)

Funcéo de probabilidade marginal de Y

fy (y) =Pl <X <+0Y =y]=>"f(xy)

Estatistica e Probabilidades |l (uevora.pt)

®



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais: Exemplo

Exemplo 7 (continuacéo)

Podemos calcular as probabilidades marginais, isto &, calcular a fungdo de probabilidade de X eY

usando a fungéo de probabilidade conjunta.

Assim,
PX =2]=P[(X =2} N{Y =-1hu (X =2}n{y =0 (X =2}n{y =1})]=

= P[X =2Y =-1]+P[X =2Y =0]+P[X =2Y =1]=%,
PIX =3]=P[(X =3}N{y =-1hu (X =3}n{¥ =0hu (X =3n{y =1}))]=
= P[X =3Y =-1]+P[X =3)Y =0]+P[X =3Y =1]=14,
PIX =4]=P[(X =4}n{Y =-1hu (X =40y =0hu (X =4n{y =1})]=

= P[X =4 =-1]+P[X =4 =0]+P[X =4 =1]=%,

Pelo que, a fungdo de probabilidade marginal de X é,

2
X = 1
4

x \vy| -1 0 1
2 0 174 0 174
3 1/4 0 114 112
4 0 114 0 114

1/4 1/2 1/4

S

—~
fungdo de probabilidade marginal de Y

soma de coluna

fungéo de probabilidade marginal de X

(soma de linha)

Elementos de Estatistica e Probabilidgdes Il (uevora.pt) O



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Marginais: Exemplo

x \y| - 0 1
0 1/4 0 1/4
1/4 0 1/4 1/2 fungio de probabilidade marginal de X
4 0 1/4 0 1/4 (soma de linha)
1/4 1/2 1/4 1
- Y _

fungdo de probabilidade marginal de Y

(soma de coluna)
Da mesma forma obtemos,

PIY =-1]="%, PlY =0]=% e PIY =1]=%,

A fungao de probabilidade marginal de Y sera,

Elementos de Estatistic Probabilidades Il (uevora.pt)

Y =4 1

N = ©
N

o

O quadro da distribuigdo de probabilidade conjunta de (X,Y) pode agora ser completado com mais

uma linha e uma coluna para as probabilidades marginais das v.a.'s XeY.


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Funcoes de Probabilidade Condicionais

A distribui¢do de probabilidade de X isolado e Y isolados sdo:

Sabemos que: g(x)=S f(x.,y) e h(y)=Y f(x,y) varidvel discreta
P(ANB) Y *
A)=—— A
P(B/A) 7A) , P(A)>0
Definindo: Temos que:
A — o evento onde X = x PX=x,Y=y) flxy)
PY=y/X=x)= : =——=, 9(x)>0
B~ oeventoondeY =y V= ) P(X = x) g(x) H
ou ainda

P(Y=y) hly)

[ ) www.cearidus.ufc.br/Arquivo o




Funcoes de Probabilidade Gondicionais: Exemplo

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada

abaixo. Determine a funcao de probabilidade condicional de X dado
que Y=1 e considere esse resultado para calcular P(X=0|Y=1).

X
f(x,y) 0 1 2
0 3/28 9/28 3/28 15/28
y 1 6/28  6/28 - 12/28
2 1/28 - - 1/28
10/28 15/28 3/28 1 www.cearidus.ufc.br/Arquivo

P(X=0)= g(0) = Y f(0,y)= (0,0)+f(0,1)+f (0,2)=10/28

Funcdo massa de probabilidade de X:

~ 0 1 2 e N
g(x) _é% 15 3 = distribui¢do de probabilidade

28 28

PX=1)= g1) = 3 f(1,y)= £(1,0)+ (1, 1)+ f (1, 2) = 15/28

\

P(X=2)= g(2) = i f(2,y)= f(2,0)= 3/28 marginal de X.




Funcoes de Probabilidade Gondicionais: Exemplo

Considere-se a funcao de probabilidade conjunta f(x,y) apresentada

abaixo. Determine a funcao de probabilidade condicional de X dado
que Y=1 e considere esse resultado para calcular P(X=0|Y=1).

x H i .
f(x,y) 0 1 2 Mas usando a definigdo:
0 3/28 9/28 3/28 15/28 PX=x/Y=y)= P{X:yx,_‘:’ =y) _ fE('Y):
y 1 6/28 6/28 - 12/28 Y=y) y)
2 1/28 = - 1/28 .
or definicdo: h(y)="Y f(x,
10/28 15/28  3/28 1 por definigdo: ~hly)=2 f(x.y)

6/28 1
P(x = =1)= = —
x=0/y=D= 578~ 2 o

P(x=2/y=1)= =0

6/28 1 12/28 cari
P(x=1/yv=1)= == Aww.cearidus.ufc.br/Arquive
=1y == 282 ‘

2



Independéncia entre as Variaveis Aleatorias

Dada uma v.a. bidimensional (X.Y), as v.a. unidimensionais que a integram, X e Y, dizem-se

independentes se ‘

)= B0 - fly). ¥ (k).

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Independéncia Estatistica

(Dedugdo com analogia Teoria das Probabilidades) l

Sabemos que:

Sejam x e y duas varidveis aleatérias (discretas ou continuas) com distribuigdo de|

P (A/B) = % = f(x/y) = f}(:((—y)),) probabilidade conjunta f (x, y) e distribuigdo de probabilidade marginais g(x) e
h(y), respectivamente. As varidveis aleatérias x e y sdo consideradas

Mas se A e B forem independentes: Estatisticamente Independentes se e somente se:

P (A/B)=P(A) = f(x/y)=9g(x) f (x,y) = g(x) . h(y)

Assim, para todos (x, y) dependendo do intervalo).

P(ANB)=P(A).P(B) = f(x,y)=9(x).h(y




Independéncia Estatistica

Generalizagdo

Seja Xi, Xz, . . . X,, n varidveis aleatérias (discretas ou continuas) com distribuigdo
de probabilidade conjunta f(xi, x2 . . . x») e distribuicdo de probabilidade
marginais fi(x1), f2(x2) . . . f3(x.), respectivamente. As varidveis aleatérias, Xi, X, .

.. X,, sdo ditas Estatisticamente Independentes se e somente se:

fx1, X2 ... %) = fi(x1) . fa(x2) . .. f3(xn)




Independéncia Estatistica: Exemplo

Mostre que as varidveis aleatdérias do exemplo ® ndo sdo estatisticamente

independentes.

b

f (x,y) = g(x) . h(x)

Vamos verificar em um par (x, y)

X
£(x,y) 0 1 2 Suponha (0, 0)
0 3/28 9/28 3/28  15/28 f(x,y)=f(0,0)=3/28
y 1 6/24  6/24 - 12/28
2 1/28 - - 1/28 9(0)=10/28
10/28  15/28  3/28 h (0) = 15/28

Vemos que:

—Ft . ndo sdo estatisticamente independentes.

28 2828



Valor Médio do Par Aleatorio

Valor esperado:

Seja X uma variavel aleatéria. O valor esperado, média ou esperanca matematica de X, que

denotamos por E[X] (também representado por py ou u), quando existe, define-se por

EX]=>"xf(x) se X é uma variavel aleatéria discreta,
i

Propriedades do valor esperado:

Dadas X e Y duas variaveis aleatérias, e seja k uma constante real,
= E[kl= k;
* E[kX]= kE[X];

»  E[XtY]= E[X]+ E[Y]; Elementos de Estatistica e Prpbabilidades Il (uevora.pt)

=  E[XY]= E[X]. E[Y]+ Cov[X,Y]
Se X e Y forem independentes entdo E[XY] = E[X]. E[Y]



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Variancia do Par Aleatorio

Variancia:
Seja X uma variavel aleatéria. A varidncia de X, que denotamos por Var{X] (também representada por
0% ou simplesmente 62), & definida por:

Var[X] = E[(X- ux)1,

ou seja,

Var[X]= Z(Xi -ux ) f(x) seXéumav.a. discreta,
i

Propriedades da varidncia:
Dadas X e Y duas variaveis aleatdrias, e seja k uma constante real,
*  Varlk] =0;

»  VarkX] = k*VarX];

= Var[XtY]= Var[X] +Var[Y] £ 2Cov[X.Y];

. Se X e Y forem independentes entdo Var[XtY] = Var[X] +Var[Y] Elementos de tistica e Probabilidades Il (uevora.pt)
+ Varlx] = E[XY- EFX] O
Onde,

E b( 2J= lezf (x,)  seXéuma variavel aleatéria discreta,
i



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Covariancia do Par Aleatorio

Covariancia:
A covaridncia entre X eY, representa-se por Cov(X,Y)ou simplesmente oy v, e define-se como

Cov[X, Y]=0xy =E[X- M) (Y- Wyl

ou seja,
Cov[X.Y ]=ZZ(}(i - pax (X - 1y )-f[)(i ,yj) se (X,Y) é uma v.a. discreta,
P

Uma outra férmula para calcular a covariancia E[XY ]=szly|f(xi ,yj) se (X,Y) & uma v.a. discreta,
CoviX,Y] = E[XY]- E[X] E[Y]. b

onde

| Propriedades da Covariancia:

Sejam X eY duas varidveis aleatdrias e a, b, c e d constantes reais,

Elementos de Estatistica e Probabilidades Il (uevora.pt) = X eY sdo variaveis independentes =Cov(X,Y) =0

. (Nota: O reciproca pode ndo ser verdadeiro. O facto de Cov(X,Y) =0 ndo implica a
indepndéncia entre X eY, pode existir uma ligagéo néo linear entre as variaveis.);

= Cov(X,X)= Var[X];

= Cov(aX+b, cY+d)=acCov(X,Y).


https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf

Coeficiente de Correlacao do Par Aleatdrio

« Coeficiente de correlacao:

O coeficiente de correlagao é definido como:

_ ~_ Co XY) _ Oxy
P=Pxy _Warg(hlarﬁf]_oxcy

Propriedades do coeficiente de correlagao:

Sejam X eY duas variaveis aleatérias e a, b, c e d constantes reais,

" 1<pxy<T;
* Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes, entdo pxy = 0;

* O coeficiente de correlagdo nao se altera quando as variaveis sofrem uma transformacgao
linear positiva, ou seja, O

Pax+b,cy+d =Px.y seac > 0.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/10642/1/V.A.%20Discretas.pdf
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