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Introducao

Estas notas foram escritas para a unidade curricular de Matematica I das
licenciaturas em Economia, em Financas e em Gestao do ISEG - Lisbon
School of Economics & Management da Universidade de Lisboa, com o obje-
tivo de que sejam um auxiliar de estudo para os alunos destas licenciaturas.
Contudo, para um bom estudo da matéria, nao dispensam referéncias bibli-
ograficas base, como sao exemplo as referidas na bibliografia.

A apresentacao da matéria divide-se em duas partes: a parte I de Andlise
Matematica e a parte II de Algebra Linear. A parte I é constituida pelos
capitulos: 1 Topologia, indugao e série geométrica; 2 Funcgoes reais de variavel
real; 3 Limites e continuidade; 4 Célculo diferencial; e 5 Célculo integral. A
parte II é constituida pelos capitulos: 6 Vetores; 7 Matrizes; 8 Determinantes;
e 9 Sistemas de equacoes lineares.

No final encontra-se um index para auxiliar na procura de nomes e con-
ceitos que se encontram ao longo do texto.

Estas notas devem ser encaradas como um texto em constante desenvol-
vimento, pelo que quaisquer gralhas encontradas e/ou sugestoes serao muito
bem vindas.



Parte 1

Analise Matematica



Capitulo 1

Topologia, inducao e série
geométrica

Neste capitulo vamos estudar trés assuntos que aparentemente nao estao
muito relacionados. Comecamos por estudar a topologia no conjunto dos
numeros reais. Em seguida, fazemos uma breve introducao as séries numé-
ricas, com foco essencial na série geométrica. Terminamos estudando um
importante método para fazer demonstracoes em matematica, o Principio de
inducao matematica.

1.1 Topologia em R

Antes de entrarmos nos conceitos de topologia propriamente dita, vejamos
primeiro alguns conceitos gerais de ordencao de conjuntos em R.

1.1.1 Conceitos preliminares

Considere-se A C R um subconjunto de R nao vazio. Diz-se que:
e M € R é um majorante de A se z < M, para qualquer = € A;
e m € R é um minorante de A se m < x, para qualquer = € A,
e A é um conjunto majorado se A tem majorantes;
e A é um conjunto minorado se A tem minorantes;

e se A é majorado, ao menor L dos majorantes de A chama-se supremo
de A, e escreve-se L = sup A;
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e se A é minorado, ao maior [ dos minorantes de A chama-se infimo de
A, e escreve-se | = inf A.

Observagao 1.1.1. Observe-se que o supremo e/ou o infimo de um subcon-
junto nao vazio de R podem pertencer ou nao a esse conjunto. Neste sentido,
veja-se as sequintes definicoes.

e Se L = sup A pertence ao conjunto A, entdao L diz-se o maximo do
conjunto A, e escreve-se L = max A;

e se [ = inf A pertence ao conjunto A, entao [ diz-se o minimo do conjunto
A, e escreve-se [ = min A.

Exemplo 1.1.2. Seja A = [1,5[. Tem-se que:

e 0s majorantes de A sdo [5,+00|, pois para qualquer M € [5,+00]
verifica-se que x < M, para qualquer x € A;

e 0s minorantes de A sio | — oo, 1], pois para qualquer m €] — oo, 1]
verifica-se que m < x, para qualquer x € A;

5 =sup A, pois € o menor de todos os majorantes de A;
e 1 =inf A, pois € o maior de todos os minorantes de A;
e comosupA=5¢ A, entao A ndo tem mdximo;

e comoinfA=1¢€ A, entao min A = 1.

Teorema 1.1.3 (Principio do supremo e do infimo). Seja A um subconjunto
nao vazio de R. Se A € majorado (resp., minorado), entdo admite supremo

(resp., infimo).
Demonstracao. Ver [6]. O
Definicao 1.1.4. Dado um subconjunto A ndo vazio de R, diz-se que:

e 0 conjunto A € limitado superiormente se admitir majorantes;

e 0 conjunto A € limitado inferiormente se admitir minorantes;

e 0 conjunto A ¢ limitado se for limitado superiormente e inferiormente,
i.e., existem m e M, respetivamente, minorante e majorante de A, tais
que

m<x <M, para qualquer x € A,

ou seja
AC[m,M].
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1.1.2 Definigoes - topologia

Definicao 1.1.5. Sejam a,e € R, com ¢ > 0. Chama-se vizinhanga de
centro a e raio €, e representa-se por V-(a), ao intervalo aberto la —e,a+¢€|.

Observacao 1.1.6. Observe-se que

re€V.(a)=la—ec,a+¢e[ & a—e<zr<a+e
& r<at+e Nxrx>a—¢
<& r—a<e Nxr—a>—¢

& |z —al <e,

pelo que V.(a) representa os pontos cuja distancia ao ponto a € R € inferior
ac.

Seja A um subconjunto de R. Um ponto a € R diz-se:

e interior ao conjunto A se existe uma vizinhanca V.(a) C A;

e exterior ao conjunto A se existe uma vizinhanca V.(a) tal que V.(a) N

A = 0;

e fronteiro ao conjunto A se nao for interior nem exterior ao conjunto
A, i.e., para qualquer vizinhanga V.(a) tem-se que V.(a) N A # ) e
Ve(a) N (R\ A) # 0;

e ponto de acumulagao de A se para qualquer vizinhanca V. (a) se verifica

que (Ve(a) \ {a}) N A # 0;

e ponto isolado de A se a pertence a A e se existe uma vizinhanga V. (a)
tal que (V.(a) \ {a}) N A =0.

O conjunto dos pontos interiores a A diz-se o interior de A e representa-
se por int(A); o conjunto dos pontos exteriores a A diz-se o exterior de
A e representa-se por ext(A); o conjunto dos pontos fronteiros a A diz-se
a fronteira de A e representa-se por fr(A); e o conjunto dos pontos de
acumulacao de A diz-se o derivado de A e representa-se por A’

Observacgao 1.1.7. Os conjuntos int(A), ext(A) e fr(A) sao disjuntos dois a
dois, e

int(A) U ext(A) U fr(A) = R.

Exemplo 1.1.8. 1. Sejam a,b € R tais que a < b, e considere-se A =|a, b|.
Tem-se

int(A) = A, ext(A) =R\ [a,b0], fr(A)={a,b} e A =]a,b].

O conjunto A nao tem pontos isolados.
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2. Sejammn pontos distintos, x1, s, ..., x, € R, e considere-se B = {x1,xa, . ..

Tem-se

int(B) =0, ext(B)=R\ B, fr(B)=B e B ={.
Os pontos de B sao todos pontos isolados.

3. Para o conjunto Q dos racionais, tem-se
nt(@Q) =0, ext(Q) =0 fr(@Q =R, e Q=R.

O conjunto Q ndao tem pontos isolados.
Considere-se A um subconjunto de R.

e o conjunto A diz-se aberto se A = int(A).

e Chama-se aderéncia ou fecho de A, e representa-se por ad(A), a unidao
do seu interior com a sua fronteira, i.e., ad(A) = int(A) U fr(A).

O conjunto A diz-se fechado se A = ad(A).

e O conjunto A diz-se compacto se A for fechado e limitado.

Proposigao 1.1.9. Dado um subconjunto A de R, tem-se que ad(A) = A’ U
{pontos isolados de A}.

Exemplo 1.1.10. 1. Para o conjunto A =]a,b[, com a,b € R, a < b, tem-
se ad(A) = [a,b]. O conjunto é aberto e nao é fechado.

2. Para o conjunto B = {x1,xs,...,x,} tem-se ad(B) = B. O conjunto
nao € aberto e é fechado.

3. Para o conjunto Q tem-se ad(Q) = R. O conjunto nao é aberto nem

fechado.

Observagao 1.1.11. As nocoes de conjunto aberto e de conjunto fechado nao
sao mutuamente exclusivas, i.e, ha conjuntos que podem ser simultaneamente
abertos e fechados, assim como hd conjuntos que nao sao nem abertos nem
fechados. Por exemplo, Q nao € aberto nem fechado.

Exercicio 1.1.12. Mostre que os conjuntos ) e R sao simultaneamente abertos
e fechados;

Exemplo 1.1.13. Sejam a,b € R tais que a < b. Tem-se que

e A =/a,b] é fechado e limitado, logo é compacto;
e B =[b,+00| € fechado mas nao € limitado, logo nao é compacto;

e C = [a,b] € limitado mas nao € fechado, logo nao é compacto.
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1.2 Principio de Inducao Matematica

Imagine que tem um nimero infinito de pecas de dominé colocadas na vertical
de forma sequencial. Se se conseguir provar que

1. a primeira peca cai;
2. fazendo cair uma peca qualquer, a peca seguinte também vai cair,

fica provado que todas as (infinitas) pecas do dominé vao cair. Isto é uma
representacao da uma das mais elementares estratégias matematicas, que se
designa por principio de indugao matematica, utilizadas para provar afirma-
¢oes enunciadas em funcao do niimero natural n.

Conforme a representacao apresentada com as pecas do domind, o princi-
pio de indugao matematica consiste essencialmente em dois passos. Suponha-
se que se pretende provar que uma propriedade P(n), escrita em func¢ao do
nimero natural n, é véalida para todos os ntmeros naturais n, a partir do
natural p. Provando que:

1. a propriedade é valida para o primeiro nimero natural p;

2. se a propriedade é valida para um qualquer ntimero natural £ > p
(hipétese de indugao), entao também é vélida para o natural seguinte,
k+ 1 (tese de indugao),

fica provado que a propriedade P(n) é vélida para todo o nimero natural
n > p. Vejam-se os seguintes exemplos.

Exemplo 1.2.1. Prova-se por inducao matemdtica que dado um numero na-
tural n qualquer, a soma dos n primeiros nimeros naturais impares é n?, ou
seja,

Pn):1+34+5+...+(2n—1)=n*, VneN.

1. A propriedade P(n) é vdlida para o primeiro naturaln = 1, pois 1 = 12.

2. Veja-se agora que, se a propriedade for vdlida para um certo k > 1,
entao também serd valida para o natural sequinte, isto €, para k + 1.
Ou seja, admitindo que:

(H.I.) Hipdtese de indugdo:
1+3+5+...4+(2k—1) =k
para um certo natural k > 1,

quer-se provar que



CAPITULO 1. TOPOLOGIA, INDUCAO E SERIE GEOMETRICA 8

(T.1.) Tese de indugdo:
1+3+5+...+2k—=1)+2k+1)—1)=(k+ 1)~

Ora, tem-se que

143454 +2k-D)+Qk+1) 1) "E) K4 (2k+r2-1)

— k2

= kK+2%k+1
= (k+1)7,

COMO Se queria pProvar.

Exemplo 1.2.2. Prova-se por inducdo matemdtica que dado um nimero na-
tural n qualquer,

1 1 1 1 1
Pn):=4+-4+-+... +—=1——.
(n) 2 4 8 2n 2n
1. A propriedade P(n) é vdlida para o primeiro natural n = 1, pois % =
1— .
2. Veja-se agora que, se a propriedade for vdlida para um certo k > 1,
entao também serd valida para o natural sequinte, isto €, para k + 1.
Ou seja, admitindo que

(H.I.) Hipdtese de indugdo:

1+1+1+ +1_1 1
2 4 8 7 92k ok’

para um certo natural k > 1,
quer-se provar que
T.1.) Tese de indugao:
( ¢

1 1 1 1 1 B 1
§+Z+§+...+ﬁ+ﬁ— —W.
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Ora, tem-se que

1 1 1 1 1 (mrn) 1 1
—+ -+ -+ =+ = l1—— |+

2 4 8 2k 2k+1 2k 2k+1
:1_2%
= 1 ! 1 1
a ok 2
1
= 1_W’

COMO Se qUeria Provar.

1.3 Sucessoes e séries numéricas (série geométrica)

Comecemos esta seccao por recordar conceitos gerais sobre sucessoes e estu-
dar alguns exemplos importantes.

1.3.1 Definigoes gerais
Chama-se sucessao em R ou sucessao real a uma aplicagao

p:N — R
n — @(n)

usualmente representada, por exemplo, por (uy),, .y ou simplesmente por wuy,,
em que o termo uy, representa o elemento da sucessao de ordem k e o conjunto

{u, ug, us, ..., up,...}

diz-se o conjunto dos termos da sucessao.
Pode definir-se uma sucessao de varias formas. Por exemplo:

e usando uma férmula, que se designa por termo geral da sucessao;

e ou por recorréncia, que consiste em definir um ou mais termos iniciais,
e uma regra de como obter um termo a custa dos anteriores.

Exemplo 1.3.1. e O conjunto dos termos da sucessao u, de termo geral
u, =2n+3 €{5,7,9,11,13,...}.

e O conjunto dos termos da sucessao v, definida por recorréncia por

{m:i L€ {5,7,9,11,13,...}.
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Defini¢ao 1.3.2 (Limite, sucessao convergente e divergente). Uma sucessao
U, diz-se ter um limate L se, para qualquer niumero real € > 0 existe uma
ordem m € N tal que, para todo o n > m,

lup, — L] < €.

Neste caso diz-se que a sucessao u, € convergente, e que converge para L,
escrevendo-se

lim w, =L, ou limu,=0L, ou simplesmente wu, —— L.
n—oo n—oo

Uma sucessao que nao € convergente diz-se divergente.

Teorema 1.3.3. Seja A um subconjunto nao vazio de R. Um ponto ¢ € R
¢ um ponto de acumulacdo de A se e so se ¢ € limite de uma sucessao de
pontos de A distintos de c.

Defini¢ao 1.3.4 (Sucessao limitada). Uma sucessao diz-se limitada se o con-
junto dos seus termos for um congunto limitado.

Teorema 1.3.5. O produto de uma sucessao limitada por um infinitésimo é
um infinitésimo.

1.3.2 Topologia do conjunto A = {1 : n € N}

Considere-se a sucessao u, = . Entdo 4 = {1

dos termos da sucessao u,. Tem-se que:

1

111 . .
, 313,315 ---f € 0 conjunto

1. int(A) =0 # A, donde A nao é um conjunto aberto;
2. ext(A) =R\ (AU{0});
3. fr(A)=AU{0};

4. ad(A) = int(A) U fr(A) = AU{0} # A, donde A nao é um conjunto
fechado. Logo também nao é compacto, ainda que seja limitado, pois
A C [0,1], por exemplo;

5. A" = {0}, ou seja, o conjunto A tem um tinico ponto de acumulagao que
¢ 0 (veja-se que se aplica o teorema [1.3.3) pois os termos da sucessao

u, pertencem ao conjunto A e lim wu, = 0);
n—oo

6. todos os elementos de A sao pontos isolados.
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1.3.3 Estudo da sucessao de termo geral u,, = r"

Seja r € R. A sucessao u,, = r" diz-se uma progressao geométrica de razao

7, pois para qualquer n € N, = =7,
n

Relativamente ao parametro r, podemos ter os seguintes casos:

e ser > 1, entao lim u, = 400, donde u,, é divergente;
n—oo

e ser = 1, entao u, = 1, e a sucessao é constante, donde u,, é convergente;

e se 0 <r <1, entao lim w, =0, donde u,, é convergente;
n—oo

e se r = 0, entao u,, = 0 é uma sucessao constante, donde u,, é conver-
gente;

e se —1 <r <0, entdo lim u, = 0 (alternadamente entre valores nega-
n—oo

tivos e positivos), donde u,, é convergente;

e se r = —1, entdo u, = (—1)" alterna entre os termos —1 e 1, donde u,,
¢é divergente;

e se r < —1, entao nao existe lim w,, pois os termos positivos tendem
n—oo

para +o0o e os termos negativos tendem para —oo.

Exemplo 1.3.6. e A sucessao cujos termos sao {1,3,9,27,81,...} é uma
progressao geométrica de razao r = 3 e que pode ser definida como
Uy = 1
Unp41 = 3uy,

o A sucessdo cujos termos sao {1, %, }1, %, %, . } € uma progressao geo-
Uy =

métrica de razao r = % e que pode ser definida como {

1
Up4+1 = 5Un

n—1

Proposicao 1.3.7. Para cada n € Ny, tem-se u, = r"" " uy.

Demonstracao. Exercicio. O

Proposicao 1.3.8. A soma dos primeiros termos da progressio geométrica
Uy, =T €
1—-r"

1—17r"

Sn:ul

Demonstracao. Exercicio. ]
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1.3.4 Paradoxo de Zenao

Zendao de Eleia (495 a.C.7 — 435 a.C.?) foi um filésofo grego que gostava
de provocar os pensadores da altura com a elaboracao de alguns paradoxos.
Um desses paradoxos, conhecido como paradoxo de Zenao ou paradoxo do
corredor, diz que um atleta nunca pode alcangar a meta numa corrida porque
tem sempre que correr metade de cada distancia antes de correr a distancia
total. Quer isto dizer que, tendo corrido a primeira metade, terd ainda de
correr a segunda metade. Quando tiver corrido a metade desta, falta-lhe
ainda uma quarta parte do total. Quando tiver corrido a metade desta quarta
parte falta-lhe ainda a oitava parte do inicial e assim indefinidamente.

Ora, estas fracoes subdividem o percurso total num nimero infinito de
segmentos cada vez mais pequenos (conforme representado na figura .

e
O
Qw‘

0 /e s a '/ 1

Figura 1.1: Representagao da subdivisao do percurso total de uma corrida num nimero
infinito de segmentos cada vez mais pequenos, na proporcio de ! /2.

Para percorrer cada segmento é necessario um certo intervalo de tempo,
e o0 tempo necessario para correr todo o percurso é a soma total dos tempos
gastos em cada um dos intervalos parciais.

Dizer que o corredor nunca atinge a meta, significa que ele nao pode
atingir esse ponto ao fim de um intervalo de tempo finito, ou seja, que a
soma de um nuimero infinito de valores positivos (tempos gastos em cada
intervalo) nao pode ser finita.

A teoria das séries infinitas, desenvolvida essencialmente nos séculos XV I—
XVIII, veio ajudar a esclarecer este tipo de problemas, como é exemplo o
paradoxo de Zenao. Outro paradoxo relativamente bem conhecido é o de
Aquiles e a tartaruga: a tartaruga, numa corrida com Aquiles, parte com
uma vantagem inicial. E impossivel que Aquiles alcance a tartaruga porque
quando Aquiles chega a posicao inicial da tartaruga, esta ja avancou para B.
Quando Aquiles chega a B, a tartaruga ja estd mais a frente em C', e assim
até ao infinito.

Na vida real, sabemos que as situagoes descritas tanto no paradoxo de
Zenao como no de Aquiles e a tartaruga nao se confirmam, e por isso se
dizem paradoxos, pois numa corrida, em geral, o corredor chega a meta,



CAPITULO 1. TOPOLOGIA, INDUCAO E SERIE GEOMETRICA 13

assim como um corredor mais veloz consegue ultrapassar um corredor mais
lento, ainda que este tenha comegado mais a frente.

Os matematicos comecaram a pensar que seria possivel generalizar as
ideias da adicao ordinaria de conjuntos finitos de niimeros a conjuntos infi-
nitos, de maneira que, sob certas condigoes, a soma de um conjunto infinito
de nimeros seja finita.

Suponha-se que o corredor corre a uma velocidade constante e admita-se
que necessita de T" minutos para correr a primeira metade do percurso. Na

quarta parte seguinte, necessitard de L minutos, na oitava parte seguinte

2
% minutos e assim sucessivamente, donde o tempo que vai necessitar para

percorrer todo o percurso é

7 T T T T
+2+4+8+16+...

Este é um exemplo das chamadas séries numéricas e o problema consiste
em verificar se existe algum nimero que possa representar esta soma infinita,
ou se pelo contrario, esta soma vai para infinito.

A experiéncia mostra que, no caso do corredor com velocidade constante,
este alcancarda a meta ao fim de 27" minutos. Serd entao que

T T T T
T+t —F =t =2T7
TyTITR T

A teoria das séries infinitas diz-nos como interpretar esta igualdade. Uma
ideia é:

12) soma-se um ntmero finito de termos, comegando por:

1
SlzT:(2—§)T;

— 0 primeiro mais o segundo,

T 3 1
2=T+5=3 < 21) ’

0 primeiro,

— 0 primeiro, mais o segundo, mais o terceiro,

T T 7 1
—T+=+-=-T=(2—-=T;
H=T o =g ( 22) ’

— 0 primeiro, mais o segundo, mais o terceiro, mais o quarto,

T T T 15 1
HETH YIRS ( 23) ’



CAPITULO 1. TOPOLOGIA, INDUCAO E SERIE GEOMETRICA 14

— do primeiro até ao n-ésimo,

1
- (o 5h)

29) e fazendo n — oo, tem-se que S, — 27",

n—0o0

1.3.5 Definicoes gerais de séries

Definigao 1.3.9 (Série numérica). Dada uma sucessio u,, de niumeros reais,
chama-se série numeérica de termo geral u, a soma

obtida adicionando todos os (infinitos) termos da sucessio u,. A série nu-
meérica de termo geral u, pode representar-se abreviadamente por

+0o0
E Up, , E Up, , ou E Uy, -
n=1

n>1 neN

Definigao 1.3.10. Dada uma série numérica ), -, u, de termo geral u,, a
sucessao
Sp = Uy + Ug + ... + Uy,

definida pela soma dos n primeiros termos de u, chama-se sucessao das
somas parciais da série. A série )y ., u, diz-se convergente se a suces-
sao S, das somas parciais for convergente. Nesse caso,

> up =1lmS, =8,

n>1

designando-se por soma da série o limite S da sucessao das somas parciais.
Se a sucessao S, das somas parciais for divergente, a série Zn21 U, diz-se
divergente.

+o0
Proposigao 1.3.11 (Condigao necessaria de convergéncia). Se a série Z Up
n=1
¢ convergente, entao lim wu, = 0.
n—oo
Demonstracao. Ver [6]. O

Observagao 1.3.12.
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A condigago lim u, = 0 € necessdria mas nao € suficiente, ou seja, uma

n—oo
+oo
série Zun pode ser divergente ainda que lim w, = 0, como por exemplo, a
n—oo
n=1
designada série harmonica
+ZOO Lol by
~n o 203 407

1
que € divergente, ainda que lim — = 0.
n—oo M,

Uma utilizacao bastante 1til da proposicao|l.3.11|é o seu contra-reciproco:

+oo
Corolario 1.3.13. Se lim u, # 0, entao a série Zun ¢ divergente.
n—oo =1

Exemplo 1.3.14. Como lim 2" = +o00, entao, pelo contra-reciproco da pro-
n—oo

+oo
posicao |1.3.11|, pode concluir-se que a série g 2" € divergente.
n=1
+oo +oo
Proposigao 1.3.15. Sejam E Uy € E v, duas séries convergentes, de somas
n=1 n=1
u e v, respetivamente. Entao:
+00
1. a série E (u, + v,) € convergente, e a sua soma € u + v,
n=1
“+oo
2. para cada o € R, a série E au, € convergente, e a sua Soma € Q.
n=1
Demonstracao. Exercicio. O
+oo +oo
‘ .. 1 1 1
Exemplo 1.3.16. Considerem-se as séries E on = le g =5 Tem-se
n=1 n=1

que:

+o0
. Z I N , 13
1. a série — + an € convergente, e a sua soma €1+ 5 = 5,’

400 5
2. a série E (—n> ¢ convergente, e a sua soma € (—5)

D=
oot
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1.3.6 Série geométrica

No exemplo|[I.3.16] consideram-se séries em que o quociente entre um qualquer
termo da sucessao e o termo imediatamente anterior é uma constante, i.e., o
termo geral destas séries ¢ uma progressao geométrica. Por esta razao, tais
séries chamam-se séries geométricas.

Defini¢ao 1.3.17 (Série geométrica). Dadas duas constantes k,r € R, com
k#0, a série

“+oo
k+kr+kr2+kr3+...+kr"+...:Zkr"
n=0

diz-se uma série geométrica de razao r e primeiro termo k.

Observacao 1.3.18. No caso r = 0, convenciona-se 0° = 1 para o primeiro
termo.

Em seguida vai proceder-se ao estudo da convergéncia da série geométrica
de razao r e primeiro termo k. Como se vera adiante, a convergéncia desta
série vai depender da razao r.

A sucessao das somas parciais da série geométrica de razao r e primeiro
termo k é dada por:

S, =k+kr—+kr?+.. . 4kt

Se r =1, tem-se que S, = k+k+...+k = kn. Como a sucessao de

n vezes
termo geral kn diverge para +00 ou —oo, neste caso a série geométrica é

divergente.
Considere-se agora o caso r # 1. Tem-se:

Sy =k—+kr+kr?4+.. . + k!

rS, =kr+kr2+ ..+ k"t 4+ ki

Logo
k(1 —rm™
Sn—rSn:k—kr"@Sn(l—r):k(l—r”)(:)Sn:%.
—r
Assim, se r # 1, tem-se que
00 se r>1
k(1 —r™ ’
limSn:limw: =, se |rl<1
n—00 n—00 1—17r r

nao existe, se r < —1
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Observagao 1.3.19.

“+o0o
1. Ser > 1, tem-se que lim r" = 400, donde a série E r’ € divergente.
n—oo
n=1
“+o0o
2. Se a série E r’ € convergente, entao lim r" = 0, o que € verdade se
n—oo
n=1

Ir| < 1.

Proposigao 1.3.20. Seja r € R tal que |r| < 1 e seja p € N. Entao a série

+00
s , P
E kr"™ € convergente, e a sua soma € %
n=p
Demonstracao. Exercicio. O

Exercicio 1.3.21. Usando o método de indu¢ao matemdtica, mostre que, para
todo o natural n, Ser # 1, entdo k +kr +kr? + ...+ kr" !l = LG]

1—r

2

r= —%. Como |r| = ’—%’ < 1, conclui-se que a série é convergente e que a
2

P 1 _ 2
sua somaem— 3-

2

+o0 n
1
Exemplo 1.3.22. Tem-se que g (——) ¢ uma série geométrica de razao

n=0



Capitulo 2

Funcoes reais de variavel real

Uma funcao real de varidvel real é uma aplicagao de um subconjunto Dy C R
em R tal que para cada x € Dy a sua imagem é o tnico elemento f(x) € R,
0 que se pode representar esquematicamente por

f:D;CR — R

2.1 Dominio e contradominio

Designa-se por dominio de uma funcao f o subconjunto Dy de R formado
por todos os nimeros reais que, colocados no lugar da variavel x convertem a
expressao considerada na designacao de um nimero real. O contradominio de
uma fungao f é o conjunto de todos os niimeros reais que f assume (imagem
pela fungao f de todos os elementos no seu dominio), que se pode escrever
como

f(Dy)={f(z) eR:z € Dy}.

Dada uma funcao f, para cada € Dy, pode-se representar graficamente
em R? os pontos (x, f(z)), o que normalmente se designa por “desenhar o
grafico da funcao f”, ou seja, representar em R? o conjunto

Gr(f) ={(z.y) €R*:w € Dy Ny = f()}.

18
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2.2 Propriedades gerais das funcoes

2.2.1 Injetividade

Definigao 2.2.1 (Fungao injetiva). Uma func¢ao f : Dy C R — R diz-se
injetiva se para quaisquer xi,x2 € Dy tais que x1 # 3, se tem f(xy1) #

f(x2).

Observagao 2.2.2. Muitas vezes pode ser vantajoso usar o contra-reciproco
desta defini¢ao, ou seja, a funcdo f € injetiva se, dados x1,x9 € Dy tais que
f(z1) = f(xq), entao xq = xs.

Exemplo 2.2.3.
1) A fungao f(z) = 2x + 3 € injetiva pois, dados x1,x9 € Dy =R,

f(I1)=f(:L’2) =2r1+3=220+3 =21 = 29.
2) A fungdo f(x) = 2 ndo € injetiva pois —2 # 2 mas f(—2) = f(2) .

2.2.2 Monotonia

Definigao 2.2.4 (Monotonia de uma fungao). Uma fun¢io f : Dy CR —»
R diz-se crescente (resp. estritamente crescente) se para quaisquer

x1, Ty € Dy tais que x1 > x, se tem f(x1) > f(x2) (resp. f(x1) > f(z2)).
Analogamente, diz-se que a funcao f é decrescente (resp. estrita-
mente decrescente) se para quaisquer x1,To € Dy tais que x1 > 3, se

tem f(x1) < f(x2) (resp. f(z1) < f(22)).
A funcao diz-se estritamente monotona se for estritamente crescente
ou estritamente decrescente.

Proposicao 2.2.5. Se a funcdo f € estritamente mondtona em A C Dy, entdao
f € injetiva em A.

Demonstracao. Exercicio. O]

2.2.3 Funcgao Limitada

Defini¢ao 2.2.6 (Fungao limitada). Uma funcao f : Dy C R — R diz-se
limitada se existe M € R tal que |f(z)] < M para qualquer x € Dy.

Observagao 2.2.7. Fquivalentemente, diz-se que a fun¢ao f é limitada se o
seu congunto imagem, f(Dy) for um conjunto limitado.
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2.2.4 Paridade

Definigao 2.2.8 (Fungao par). Uma funcao f: Dy C R — R diz-se par se
para qualquer v € Dy, f(x) = f(—x).

Exemplo 2.2.9. A func¢do f(x) = a® € par pois para qualquer x € Dy = R,
fw) = a? = f(~a) .

Defini¢ao 2.2.10 (Fungao impar). Uma fung¢io f : Dy C R — R diz-se
impar se para qualquer x € Dy, f(z) = —f(—x).

Exemplo 2.2.11. A funcao f(x) = x® € impar pois para qualquer x € Dy = R,
fl=z)=—2°=—f(2) .

2.2.5 Periodicidade

Definigao 2.2.12 (Funcao peridédica). Uma fun¢do f: Dy C R — R diz-se
periddica se existe T € RT tal que, para qualquer x € Dy, x +T € Dy e

flz+T) = f(z).
Ao menor real positivo T tal que f(x +T) = f(x) chama-se periodo da

funcao f.
Exemplo 2.2.13. As funcgoes seno, cosseno e tangente sao periddicas, de pe-
riodo 2w, 27 e w, respetivamente.

2.3 Composicao de funcoes

Considerem-se duas fungoes reais de variavel real f : Dy C R — R e
g: D, € R — R. Pode-se considerar a composi¢ao da fungao f com a
funcao g, que se nota por f o g, e que se lé como a funcao “f composta com
g’ ou “f apés g”, definida por

fog:DspysCR — R
r — (fog) (@)= [(g(x))

onde
Dfog = {.CE < Dg : g(l’) € Df} .

Esta operacao de composicao de fungoes pode-se generalizar a mais do
que duas funcgoes. Por exemplo, se se tiver uma funcao real de variavel real
h: D, CR — R, pode-se definir a fun¢ao composta h o f o g, em que

Dhong:{xE Dfog : (fog) (I) € Dh}?

e assim por diante.
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2.4 Funcao inversa

Dada uma funcao real de varidvel real f : AC R — B C R, em que A = Dy
e B = f(Dy), para cada x € Dy, seja y = f(x). Quer-se saber se é possivel,
e em que condig¢oes, encontrar uma fungao g : B C R — A C R tal que
g(y) = x, ou seja, tal que go f =id (i.e., (go f)(z) =x) ou fog=1id (ie.,
(feg)(y) =y)

Esta funcao g, caso exista, designa-se por funcao inversa de f e representa-
se por f~1.

Veja-se que condicoes deve satisfazer uma dada funcao f para que se
possa garantir a existéncia da sua funcao inversa f~!. Por exemplo, se uma
determinada funcao f faz corresponder a dois objetos diferentes uma mesma
imagem, i.e., para z1,r2 € Dy tais que z1 # 22 e f(x1) = f(x2), entdo nao
fara sentido existir uma fungao que a um determinado objeto faca correspon-
der duas imagens diferentes, i.e., considerando y = f(x;) = f(z2), nao faz
sentido existir uma fungao g tal que g(y) = z1 e g(y) = 2. Tem-se entao a
seguinte propriedade:

Proposicao 2.4.1. Uma funcdao so admite inversa se for injetiva.

Exemplo 2.4.2. Considere-se a fun¢ao real de varidvel real

frRAA{L} — R\ {2}

definida por
72x+372+ )
-1 r—1"

()

Pode-se verificar que esta fungao f € injetiva em todo o seu dominio, donde,
pela proposicao[2.].1), se tem que f admite inversa. Neste caso a fun¢do real
de varidvel real inversa de f € a funcao

7R\ {2} — R\ {1}

definida por

-1 r+3 5
= =1 .
/ (I> xr—2 +a:—2

Exemplo 2.4.3. A funcao real de varidvel real
g:R—RT

definida por
g(x) =e
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admite inversa, que € a fungdao
¢g':RT —R

definida por
fz)=Inz.

Observagao 2.4.4. 1) Se uma determinada fung¢ao nao for injetiva, pode-
se considerar a mesma fun¢ao mas apenas definida numa parte do seu
dominio de forma a que essa nova funcgao, que normalmente se designa
por restricao da funcdo inicial, fique injetiva nesse seu “novo” dominio.
Exemplos desta situagcao vao ocorrer na defini¢ao das fungoes trigono-
métricas inversas que se apresenta a Sequir.

2) Se uma fungao continua € estritamente mondtona, entdo € injetiva.

3) Os grdficos de uma determinada fungdo e da sua inversa sao simétricos
em relagdo ao grifico da fungdo f(x) = x (bissetriz dos quadrantes
impares).

2.4.1 Funcoes trigonométricas inversas
Arco Seno

Considere-se a fungao
f R —[-1,1]

definida por
f(z) =sinx.

Sabe-se que a fungao f nao é injetiva, no entanto, pode-se considerar uma
sua restricao, por exemplo,

T m
==, = — [-1,1],
&%) S Rt
cujo grafico estd representado na figura [2.1]
Tem-se assim que a funcao f| - ja é injetiva, pelo que (como se viu na

T
272

observagao [2.4.4]) pode-se definir a sua inversa. A fungao inversa da fungao

(sa) 00— 53],

f1(z) = arcsinz,

definida por

e que se lé como “arco seno”, e cuja representacao grafica se pode ver na

figura[2.2]
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0.5

-0.5

Figura 2.1: Grafico da fungdo sinz restringida ao intervalo [—%, Z].

w2

Figura 2.2: Gréfico da fungdo arcsin z.

Observagao 2.4.5. A funcao f~'(x) = arcsinx deve interpretar-se como “qual

o angulo cujo seno é x”. Por exemplo, f=1 \/75) = arcsin\/Ti = 1, ou seja,
”

IS

ENE

“o angulo cujo seno é é

Proposicao 2.4.6. Nas condigcoes em que as fungoes estao definidas tem-se

sin (arcsinz) = e arcsin (sinzx) = .

Arco Cosseno

Considere-se a funcao
f:R—[-1,1]
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definida por
f(z) =cosx.

Sabe-se que a fungao f nao € injetiva, no entanto, pode-se considerar uma
sua restricao, por exemplo,

f‘[om] [0, 7] — [-1,1],

cujo grafico esta representado na figura 2.3|

Figura 2.3: Gréfico da fungdo cos z restringida ao intervalo [0, 7].

Tem-se assim que a funcao f‘ 0.1] ja é injetiva, pelo que (como se viu na
, T

observagao [2.4.4]) pode-se definir a sua inversa. A fungao inversa da fungao
cosseno é

-1
(f}[om]) : [_1? 1] — [Oaﬂ—] )
definida por
f'(z) = arccos z,

e que se le como “arco cosseno”, e cuja representacao grafica se pode ver na
figura 2.4

Observagao 2.4.7. A funcio f~!(x) = arccos x deve interpretar-se como “qual

o angulo cujo cosseno é x”. Por exemplo, f~! (‘/7§> = arccos ‘/73 = %, ou seja,
“,.oa . s V3 s
o dngulo cujo cosseno € 5> € 7.

Proposicao 2.4.8. Nas condigcoes em que as funcgoes estao definidas tem-se

cos (arccosx) = x e arccos (cosz) = .
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Figura 2.4: Gréfico da fungdo arccos .

Arco Tangente

Considere-se a fungao
™
f:R\{E—i-kﬂ : kGZ}—>R
definida por

f(z) =tanx.

Sabe-se que a funcao f nao é injetiva, no entanto, pode-se considerar uma
sua restricao, por exemplo,

fl]—’;ﬂ;[:]" 2l —®

cujo grafico estd representado na figura [2.5]
Tem-se assim que a funcao f H [ ja é injetiva, pelo que (como se viu na

_r =z
272

observagao [2.4.4]) pode-se definir a sua inversa. A fungao inversa da fungao

tangente é .
(se) 21550

f1(z) = arctan z,
e que se lé como “arco tangente”, e cuja representacao grafica se pode ver na

figura [2.6]

Observagao 2.4.9. A fungio f~!(z) = arctanz deve interpretar-se como “qual
o angulo cuja tangente é 7. Por exemplo, f~1 (\/3) = arctan v/3 = Z, ou

ol

)

[VE]

definida por
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- /2 0 2

Figura 2.6: Gréfico da fungao arctan z.

Sej(% “o dngulO cuja tangente é \/g é %7;'
Proposicao 2.4.10. Nas condicoes em que as funcoes estao definidas tem-se

tan (arctanx) = x e arctan (tanz) = x.



Capitulo 3

Limites e continuidade

Considere-se uma funcao real de varidvel real f: Dy C R — R.

3.1 Limites

Definigao 3.1.1 (Limite segundo Cauchy). Seja a € R um ponto de acumu-
lagao do dominio de f, Dy. Diz-se que o limite de f no ponto a é b € R,
e escreve-se lim f(x) = b, se

r—a

V6>0 Fe>0 VeeDy 0<|z—a|<e=|f(x)—0b] <.

3.2 Continuidade

Definigao 3.2.1 (Continuidade da fungao num ponto). Seja a um ponto do
dominio de f, i.e., seja a € Dy. Diz-se que f é continua mo ponto a se

eriste  lim f(x) e lim f(x) = f(a).

r—a T—ra

Definigao 3.2.2 (Continuidade da fung¢ao num conjunto A C Dy). Diz-se que
f € uma funcao continua num conjunto A C Dy se f for continua em
todos os pontos de A.

Exemplo 3.2.3. A funcdo real de varidvel real f: R\ {0} — R definida por
f(z) = 2% € continua, pois é continua em todos os pontos do seu dominio.

27
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3.2.1 Propriedades

Enunciamos nesta sec¢ao uma série de resultados (propriedades) gerais sobre
a continuidade de funcgoes reais, cujas provas podem ser encontradas, por
exemplo, em [1], [4], [6] ou [7].

Teorema 3.2.4. Se f e g sao fungoes continuas no ponto xy, entao as fungoes
f+g,f—gefgtambém o sio. Além disso, se g(xo) # 0, entdo a fun¢ao %
também € continua em xg.

Teorema 3.2.5. Sejam f e g funcoes tais que g € continua em xy e f €
continua em g(xg). Entdo a func¢ao f o g é continua em xy.

Teorema 3.2.6 (Teorema de Weierstrass). Se f : Dy C R — R ¢ uma
fungao continua e o seu dominio Dy é um conjunto compacto (i.e., fechado
e limitado), entdo f tem mdximo e minimo em Dy.

Teorema 3.2.7 (Teorema de Bolzano ou Teorema do valor intermédio). Se-
jama,b € R tais que a < b e seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua. Entdo
[ assume todos os valores entre f(a) e f(b), i.e., para cada d € [f(a), f(D)]
ou [f(b), f(a)], existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) = d.

Corolério 3.2.8. Sejam a,b € R tais que a < b e seja f : [a,b] — R uma
fungao continua. Se f(a) x f(b) <0, entdo existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

3.2.2 Prolongamento por continuidade a um ponto

Definicao 3.2.9 (Prolongamento por continuidade). Diz-se que f € prolon-

gdvel por continuidade a um ponto a € fr(Dy) e que ndo pertenca a Dy

se existe lim f(x). E nesse caso, se lim f(x) = b, esse prolongamento de f
Tr—a r—a

¢ dado pela funcio f Dy U{a} — R definida por

~ f(z) , z€D
f<x>={ !

b , z=a

sin x

Exemplo 3.2.10. Uma vez que liH(l) =1, a funcao f conforme definida
T—>

no exemplo |3.2.9, € prolongdvel por continuidade ao ponto x = 0, sendo o
seu prolongamento f : R — R definido por

. % , +#0
-

1 , =0



Capitulo 4

Calculo diferencial

4.1 Derivada de uma funcao num ponto

Definicao geométrica

Dada uma funcao real de variavel real, a derivada dessa funcao num determi-
nado ponto é, caso exista, o declive da reta tangente ao grafico dessa funcao
nesse ponto.

Definicao analitica

Dada uma funcao real de varidvel real f : Dy € R — R, a derivada de f
num ponto a € Dy, e que se pode escrever como f'(a), é

) — i L@ = 1 @)

r—a Tr— Q

(4.1)

Observagao 4.1.1. Observe-se que, considerando a mudanca de varidvel r —
a = h, quando x — a entao h — 0, e o limite em (4.1 pode-se reescrever

o e — 1 L@ = S(0).

h—0 h

Definigao 4.1.2 (Diferenciabilidade da fun¢ao num ponto). Seja a € Dy
um ponto de acumulacdo de Dy. Diz-se que a funcao f € derivdvel ou

f(x) — [(a)

diferencidvel no ponto a se existe, e € finito, lim . Tal limate,

T—a Tr — Qa
quando existe, diz-se a derivada de f no ponto a e representa-se por f'(a)

(notagao de Lagrange) ou %(a) (notagao de Leibniz).

Definigao 4.1.3 (Diferenciabilidade da fun¢ao num conjunto A C Dy). Diz-
se que a funcdo f € uma func¢ao derivdvel ou diferencidvel num conjunto
A C Dy se f for uma funcgao diferencidvel em todos os pontos de A.

29
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A equacao da reta tangente ao grafico de f num ponto (a, f(a)) é dada
por
y— fla) = f'(a) (z —a)
ou seja,

y=fla)+ f'(a) (x—a),

que é equivalente a sua forma reduzida

y=f(a)z+ (f(a) —af(a)).

Teorema 4.1.4. Se f : Dy C R — R € uma funcao diferencidvel no ponto
a € Dy, entao f € continua nesse ponto.

Demonstragao. Ver [4]. O

4.2 Funcgao derivada

Dada uma fungao real de varidvel real f : Dy € R — R diferencidvel,
pode-se considerar uma nova funcao definida por

f, A C Df — R
x — fl(z)
em que A é o conjunto de pontos de D onde a fungao f tem derivada.

Designa-se a funcao f’ por fungao derivada de f. Também se pode re-

~ , df
presentar a fungao f’ por .

Exemplo 4.2.1. A fungio f: R — R definida por f(z) = x* é diferencidvel
emR e f :R— R com f'(x) =2z € a funcao derivada de f.

4.3 Derivacao

Teorema 4.3.1. Sejam f,g : D C R — R duas fungoes diferencidveis em
a € D. Entao:

1) f+ g € diferencidvel em a, e (f +g)' (a) = f'(a) + ¢'(a);

2) para qualquer k € R, kf € diferencidvel em a, e (kf) (a) = kf'(a);

3) f % g € diferencidvel em a, e (f x g)' (a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a);

4) para qualquern € N, f* ¢ diferencidvel em a, ¢ (f) (a) = nf’(a) f(a);

/ ! /
5) seg(a) #0, em‘dog ¢ diferencidvel em a, e (§> (a) =1 (a)g((;)za)(“)g (@)
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Regras de derivacao

Seja k € R. Para as seguintes funcoes diferenciaveis tém-se as regras de
derivagao:

4.1) sek=e, f(z)=¢€"e f'(x) = €%

5) para k >0, se f(z) = log; z, entdo f'(r) = —— 1lnk;

51) sek=e, f(z) =lnze f'(z) =1

4.4 Derivada da funcao composta

Dada uma composicao de duas funcoes que sejam diferenciaveis num deter-
minado ponto, entao pode-se calcular a derivada da funcao composta através
da derivada de cada uma dessas fungoes. Veja-se o seguinte teorema.

Teorema 4.4.1 (Derivada da fungao composta). Sejam f: D CR — R e
g: ECR — R funcgdes tais que g(E) C D. Se g € diferencidvel emb € E e
f € diferencidvel em a = g(b) € D, entdo fog: E CR — R € diferencidvel
em b e tem-se a designada regra da derivada da funcao composta

(fog) (b)=f (g(b)) g'(b).

Demonstracao. Ver [4]. O

Exemplo 4.4.2. Sejam f,g: R — R as funcoes definidas por f(z) = z'° e

g(z) = 22 +32+5. A funcdo h: R — R definida por h(z) = (2* + 3z + 5)"°
pode ser vista como a composi¢cao das funcgoes f e g, sendo h = f og. Pelo

teorema[{.4.1, h € diferencidvel em © € R e

W(x) = (fog) (@) = f'(g(x)) x ¢'(x) =10 (2* + 32 +5)" (20 +3) .
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4.5 Derivada da funcao inversa

Dada uma funcao injetiva, pela Proposicao [2.4.1} essa funcao admite inversa.
Neste caso, se essa funcao for também diferencidavel, entao pode-se calcular
a derivada da sua inversa num determinado ponto sem ter que se calcular
explicitamente a sua fungao inversa. Ora veja-se o seguinte teorema.

Teorema 4.5.1 (Derivada da fungao inversa). Sejam f: D C R — R uma
fungao diferencidvel e injetiva, e seja a € D tal que f'(a) # 0. Entao a sua
fungdo inversa f~1 € diferencidvel em f(a) e, considerando b = f(a), tem-se
a designada regra da derivada da funcgcao inversa

11
fila) — fr(f0)

Demonstragao. Ver [4]. O

(f ) () =

Exemplo 4.5.2. Tem-se que a fungao f : R — R definida por f(z) = 2z+3 ¢é
diferencidvel e injetiva. A sua inversa é f~' : R — R em que f~!(x) = ’”T_?’ .

Para qualquer x € R tem-se que f'(x) = 2 # 0, donde, pelo teorema
se tem que f~1 € diferencidvel e (f~1) (z) = +1 1

fr@) — 2

Exercicio 4.5.3. Pelo teorema podem-se deduzir as derivadas das fun-
coes trigonométricas inversas e assim obter:

1 .
1—a2’

e (arcsinz) =

/ 1
e (arccosz) = — A=

e (arctanz) = ﬁ

Exercicio 4.5.4. Pelos teoremas e podem-se deduzir as derivadas
das fungoes trigonométricas inversas cujo arqgumento € uma funcdao [ que
depende de x, e assim obter:

e (arcsin f(z)) = %;

o (arccos f(z)) = ——L@_.

V1-f2(z)’

o (arctan f(z)) = %
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4.6 Regra de Cauchy

No célculo de limites, quando se esta perante certas indeterminagoes, como
por exemplo %, em alguns casos pode-se aplicar uma regra de derivacao, desig-
nada por Regra de Cauchy, que faz com que a indeterminacao “desapareca”
facilitando assim o calculo do limite. Ora veja-se o seguinte teorema.

Teorema 4.6.1 (Regra de Cauchy). Seja D C R um intervalo e seja a €
ad(D). Sejam f,g : D\ {a} — R fungées diferencidveis e admita-se que
g(x) # 0 para todo o x € D\ {a}. Se

lim f(z) =limg(z) =0 ou limg(x)=+o0

T—ra r—a r—a

!/
eriste  lim f(z) ,
z—a g’(x)
entao existe lim /(@) e tem-se que
=a g(x)
/

lim _f(m) = lim (@) .

z—a g x) T—a g’(x)
Demonstragao. Ver [4]. O
Observagao 4.6.2. Observe-se que se lim g(z) = oo e lim f(x) for uma

r—a r—a
constante, entao lim % = 0, donde nao é necessario aplicar a Regra de
Tr—a g €T

Cauchy. Assim, no caso em que lim g(x) = 400, sd se aplica a Regra de
r—a

Cauchy se lim f(x) = too. Veja-se 2) no exemplo a sequir.
r—a

Exemplo 4.6.3.

T—1
1) O liH(l) ¢ =0 donde, estando nas condicoes do teorema |4.6.1|, se
T— €T

pode aplicar a Regra de Cauchy, obtendo-se

e —1

lim =lime" =1.
z—0 €T z—0
) . Inzx %) .
2) O limzInz = lim — = —, donde, estando nas condi¢cées do teo-
z—0 z—0 = o0

rema[{.6.1], se pode aplicar a Regra de Cauchy, obtendo-se

1
T

lim T =lim—-x=0.
x—0 — =5 x—0
X
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4.7 Maximos e minimos locais e globais

Definicao 4.7.1. Seja f : D C R — R uma funcdo e seja a € D. Diz-se
que:

1) f tem um mdximo local (ou relativo) em a ou que f(a) é um
mdximo local (ou relativo) da funcdio f, se existe € > 0 tal que
f(z) < f(a) para todo o x € Vo(a) N D ;

2) f tem um minimo local (ou relativo) em a ou que f(a) € um mi-
nimo local (ou relativo) da funcao f, se existe ¢ > 0 tal que f(zx) >
f(a) para todo o x € V.(a) N D.

Pode-se usar a expressio extremos locais (ou relativos) da funcao f
quando se quer referir (indistintamente) os seus mdzximos ou minimos lo-
cats.

3) f tem um mdximo global (ou absoluto) em a ou que f(a) é um
mdximo global (ou absoluto) da funcio f, se f(x) < f(a) para
qualquer x € D ;

4) f tem um minimo global (ou absoluto) em a ou que f(a) € um
minimo global (ou absoluto) da funcao f, se f(x) > f(a) para
qualquer x € D .

Pode-se usar a expressio extremo global (ou absoluto) da fungio f quando
se quer referir (indistintamente) o seu mdzximo ou minimo global.

Os pontos nos quais f tem mdzimo (resp. minimo) designam-se ma-
rimizantes (resp. minimizantes)). Um mazimizante ou minimizante
designa-se extremante.

Observagao 4.7.2. Se a € D ¢ um ponto de extremo global de uma funcdo f,
entao a € um ponto de extremo local de f. Observe-se que a reciproca desta
afirmagado nao € verdadeira.

Teorema 4.7.3 (Teorema de Fermat). Seja f : D C R — R wuma fun¢ao
diferencidvel em a € D. Se f tem em a um extremo local, entao f'(a) =0.

Demonstracao. Ver [0]. O

Observagao 4.7.4. O reciproco do Teorema de Fermat ndao é verdade. Veja-se
o sequinte exemplo: considerando a funcgdo f(x) = 3, tem-se que f'(0) =0,
no entanto f nao tem nenhum ponto de extremo.

Definigao 4.7.5 (Ponto critico). Seja f: D C R — R uma funcdo diferen-
cidvel em a € D. Diz-se que a € um ponto critico de f ou que f tem
um ponto critico em a se f'(a) =0.
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Teorema 4.7.6 (Teorema de Rolle). Seja f uma funcgdao continua em [a, b
(com a,b € R ea<b) e diferencidvel em ]a,b]. Se f(a) = f(b), entdo existe
um ponto ¢ €|a, b tal que f'(c) =0.

Demonstragao. Como f é continua em [a, b, entao pelo Teorema de Weiers-
trass (ver Teorema[3.2.6), f tem mdximo e minimo em [a, b].

Se 0 maximo e o minimo sao atingidos nas extremidades de [a, b], como
por hipétese f(a) = f(b), entao f é constante em [a, b], donde f'(c) = 0 para
qualquer ¢ €]a, b[.

Caso contrario, ou o maximo ou o minimo é atingido em ¢ €|a, b[, donde

pelo Teorema de Fermat (ver Teorema [4.7.3), f'(c) = 0. O

Corolario 4.7.7. Entre dois zeros de uma fungdao diferencidvel num intervalo,
ha pelo menos um zero da sua derivada.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 4.7.8 (Teorema de Lagrange). Seja f uma fun¢ao definida e con-
tinua em |a,b] (com a,b € R e a < b) e diferencidvel em |a,b[. Entao eziste
_ fO)=f(a)

pelo menos um ponto c €]a, b| tal que f'(c) = =5—-.

Demonstracao. Seja A = W Tem-se f(b) — A\b = f(a) — Aa. A funcdo
h(z) = f(z) — Az é continua em [a,b], é diferencidvel em ]a,b[ e satisfaz
h(a) = h(b). Assim, pelo Teorema de Rolle (ver Teorema [4.7.6)), existe

¢ €a, b[ tal que W'(c) =0, ou seja, f'(c) = W -

4.8 Derivadas sucessivas (ou de ordem superior)

Seja f : D C R — R uma funcao diferenciavel em D; C D. Sabe-se que
f': Dy € R — R é uma funcao real definida em D; C D. Se a funcao
f' for diferencidvel em a € D;, entdao tem-se que a funcao f é duas vezes

diferencidvel em a. A segunda derivada de f em a representa-se por f”(a)
&2 f

ou -5(a) e é naturalmente definida por
/ ol
) — i L @)
z—a T —a

ou, considerando a mudanca de variavel x — a = h,

f'la+h) - f'(a)

"(a) = i .
f'(a) = lim .
Mais geralmente, se existem as derivadas f/, f,..., f* Y em D, em que

f=1 representa a derivada de f de ordem n — 1 paran € N com n > 2, e
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se a funcao f(”_l) ¢ diferenciavel em a € D, C D,,_1 C ... C D; C D, entao
diz-se que f tem derivada de ordem n no ponto a € D,,. Tem-se que

00y — i £ = 1)

r—a T —a

Se f é uma funcao diferenciavel em D e f’ é continua também em D,
entao diz-se que f é uma fungao de classe C* em D, e escreve-se f € C*(D).
Analogamente, se f é uma fungao duas vezes diferenciavel em D e f' e f” sdo
fungoes continuas também em D, entao diz-se que f é uma funcao de classe
C? em D, e escreve-se f € C?(D). Mais geralmente, se f é uma funcao n

vezes diferencidgvel em D e as funcoes f/, £, ..., f™ sdo continuas também
em D, entao diz-se que f é uma funcao de classe C™ em D, e escreve-se
fecC™(D).

Pode-se escrever f € C°(D) para designar que f é uma fungao continua
em D.

No caso em que a funcao f admite derivadas de todas as ordens em D, diz-
se que f é indefinidamente diferencidvel em D ou que f é de classe C*°(D),
e escreve-se f € C°(D).

Observacao 4.8.1. Se f € C™(D), entdo f € C*(D) para todo o k < n.
Exemplo 4.8.2.

1) f(z) = e* € uma funcao de classe C*(R).

2) f(x) =a", comn €N, é uma fungao de classe C*(R).

As fungoes mais faceis de estudar do ponto de vista da analise matematica
sao as fungoes polinomiais. Dada uma qualquer funcao, existe um método que
permite, sob certas condicoes, encontrar um polinémio que, na vizinhanca de
um ponto do seu dominio, tem o grafico “praticamente igual” ao grafico da
funcao dada. Este método, que é dado pelo teorema seguinte, designa-se por
Formula de Taylor, e o polinémio que se obtém designa-se por Polinémio de
Taylor.

Teorema 4.8.3 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f :]a, b|—
R wma fun¢ao n + 1 vezes diferencidvel em |a,b[, com a,b € R e a < b. Se
x,xo €]a,bl, entao existe pelo menos um s entre x e xq tal que

" (n)
£(@) = a0 a-ao)+ 0 a0 oy R ),
em que

f(n+1)(8) (nt1)
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Definigao 4.8.4 (Polinémio de Taylor). O polindmio

f/l (.CCO)

™ (g
Pa?o(x):f(xo)‘i‘f/(xo)(x—xo)-l- o (x—x0)2_|_..._|_f (o)

n!

(x — x0)"

diz-se o polinomio de Taylor de ordem n de f no ponto xy, e a fungdo
R, (x) diz-se o Resto de Lagrange de ordem n.

Observagao 4.8.5.

1) Na demonstra¢ao do Teorema|4.8.5 prova-se que lirf R, (z)=0.
n—-+0oo

2) Se o =0, a formula de Taylor de ordem n de f na origem escreve-se

" (n)
f(x) = f(0)+ f'(0)x + fT@xQ +-+ fn—'(o)a:” + Ry (),

e designa-se por formula de Mac-Laurin de ordem n de f.

Exemplo 4.8.6. 1) O polindmio de Taylor de ordem n de f(z) = €* no
ponto xg = 0 € dado por

. z? a8 z"
Pia)=1+a+ 2+ 54+

2) O polinomio de Taylor de ordem n de f(x) = sinxz no ponto xo =0 é

dado por
3 5 L a2k

Fotw) =o=gp+ 5+ 0 g3

comn=2k+1ekeN.

3) O polinémio de Taylor de ordem n de f(x) = cosx no ponto xo =0 €

dado por

. SCQ $4 kakJ
Po(33):1—§+z"'+(—1) TR

comn =2k ek € N.

4.9 Classificacao de pontos criticos

Seja f: D C R — R uma fungao diferencidvel e seja a € int(D) um ponto
de extremo local de f. Entdo a é um ponto critico de f, i.e., f'(a) = 0. No
entanto, nem todos os pontos criticos de uma funcao sao necessariamente
pontos de extremo.
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Proposigao 4.9.1. Seja f : D C R — R uma funcao duas vezes diferencidvel
num ponto a € int(D), ponto critico de f. Entao:
1) se f"(a) >0, a é um ponto de minimo local;
2) se f"(a) <0, a é um ponto de mdzximo local.
Demonstragao. Ver [0]. O
Mais geralmente tem-se a seguinte proposicao,

Proposicao 4.9.2. Seja f : D C R — R uma funcao n vezes diferencidvel
num ponto a € int(D), ponto critico de f. Designando por f™ comn > 1,
a primeira das sucessivas deriwvadas de f que nao se anulam em a, i.e.,

flla)=f"a)=--=f"a)=0 e [(a)#0,
entao:
1) sen é par:

1.1) se f™(a) > 0, entdo a é ponto de minimo local;

1.2) se f™(a) <0, entdo a é ponto de mdzimo local;
2) sen € impar, entao a ndao € ponto de extremo local.

Demonstragao. Ver [6]. O

4.10 Concavidades e inflexoes

Seja f : D C R — R uma fungao diferencidvel em a € int(D). O grafico de
f admite entao uma reta tangente no ponto (a, f(a)), donde, intuitivamente,
faz sentido dizer que o grafico tem a concavidade voltada para baixo (resp.,
cima) no ponto a se nalguma vizinhanca de a o gréfico estiver “abaixo” (resp.,
“acima’”) da reta tangente em (a, f(a)).

A equagao da reta tangente ao grafico da fungao f no ponto (a, f(a)) é
dada por

f(@) = fa) + f'(a)(z —a).
Definicao 4.10.1. Diz-se que:

1) o grdfico de f tem a concavidade voltada para cima no ponto
a se existe € > 0 tal que f(x) > f(a) + f'(a)(x — a) para todo o

v e Ve(a) \{a};
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2) o grifico de [ tem a concavidade voltada para bairo no ponto
a se existe € > 0 tal que f(z) < f(a) + f'(a)(x — a) para todo o
x € Ve(a) \ {a};

3) o grdfico de f tem um ponto de inflexdao no ponto a se existe € > 0
tal que num dos intervalos Ja — €, a[ ou ]a,a+ €[ se tem f(x) > f(a) +

f'(a)(x —a) e no outro f(x) < f(a)+ f'(a)(xz — a).

Coloca-se entao a questao de como analisar a concavidade do gréafico da
funcao f no ponto a € int(D).

Se f é pelo menos duas vezes diferenciavel no ponto a e admitindo que
f"(a) # 0, pela férmula de Taylor de ordem 1 de f no ponto a, tem-se

f"(s)
2!

f(@) = fla) + f'(a)(z —a) + (z —a)?,

com s entre a e x, e f”(s) tem o mesmo sinal de f”(a).

Como (:”’;—,‘1)2 > ( para todo o  numa vizinhanga V.(a) \ {a}, tem-se que:

1) se f"(a) >0, entao f(z) > f(a) + f'(a)(z — a);
2) se f"(a) <0, entao f(x) < f(a)+ f'(a)(x — a),
donde se pode deduzir a seguinte proposicao.

Proposicao 4.10.2. Se f : D C R — R ¢ duas vezes diferencidvel em
a € int(D), entao:

1) se f"(a) > 0, o grdfico de f tem a concavidade voltada para cima no
ponto a;

2) se f"(a) < 0, o grdfico de f tem a concavidade voltada para baizo no
ponto a.

Demonstragao. Ver [0] O

Corolério 4.10.3. Se f : D C R — R ¢ duas vezes diferencidvel em a €
int(D) e a é ponto de inflexao de f, entdo f"(a) = 0.

Demonstragao. Ver [6] O

Observacao 4.10.4. A reciproca do Coroldrio ndo € verdade. Veja-se
o exemplo da funcdo f(x) = z*. Tem-se que f'(x) = 423 e f"(x) = 1222,
donde f"(0) = 0. No entanto, x = 0 nao € ponto de inflexao mas sim ponto
de minimo. Nestes casos pode-se fazer uma andlise da funcao em torno do
ponto critico. Neste exemplo verifica-se que f"(x) > 0 para todo o z € R\{0},
donde se pode concluir que x = 0 € ponto de minimo global de f.
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Mais geralmente, tem-se a seguinte proposicao.

Proposicao 4.10.5. Seja f : D C R — R uma funcao n vezes diferencidvel
num ponto a € int(D). Designando por f™, com n > 2, a primeira das
sucessivas deriwvadas de f que nao se anulam em a, i.e.,

flla)y=--=f"Va)=0 e fMa)#0,
entao:
1) sen € par, tem-se que:

1.1) se f™(a) > 0, o grifico de f tem concavidade voltada para cima
no ponto a;

1.2) se f™(a) <0, o grdfico de f tem concavidade voltada para baizo
no ponto a;

2) sen € impar, entdo a € um ponto de inflexdo.
Demonstragao. Ver [4]. O

Exemplo 4.10.6. A funcio f(x) = 2° é um exemplo onde se pode aplicar a

proposi¢ao [4.10.5.



Capitulo 5

Calculo integral

5.1 Conceito de primitiva e propriedades

Definicao 5.1.1. Seja I C R um intervalo que contenha mais do que um ponto
e seja f: I — R uma funcao real de varidvel real. Chama-se primitiva
de f em I a qualquer funcao F : I — R tal que

F'(z)=f(z) Vxel.

Diz-se que f € primitivavel em [ quando a funcao f possui pelo menos
uma primitiva em 1.

Proposigao 5.1.2. Uma func¢do continua num intervalo I (com mais do que
um ponto) é primitivavel em I.

Demonstragao. Ver [4]. O

Observagao 5.1.3. Se F' € uma primitiva de f em I, entdo para qualquer
constante C € R, F+C' ¢é outra primitiva de f em I, pois (F(x)+C) = f(x)
para todo o x € I. Donde se pode deduzir que se f tem uma primitiva em I,
entao f tem infinitas primitivas em I.

Escreve-se P f(z) para designar a primitiva de f(x). Assim, pela observa-
cao p.1.3 as igualdades que envolvam o simbolo P devem ser interpretadas
a menos da soma de uma constante arbitraria. Também se usa o simbolo f
para designar a primitiva, pelo que P f(z) também se pode escrever como

[ s,

onde [ ¢é o sinal de integral, f a fungdo integranda e dz indica a varidvel de
integracao .

41
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Proposicao 5.1.4. Se F e Fy sdo primitivas de f em I, entdo existe uma
constante C' € R tal que F\(x) — Fy(x) = C, para todo o x € 1.

Demonstracao. Tem-se que

(Fi(x) = Fy(x)) = Fi(z) = Fy(x) = f(2) = f(2) =0,
donde existe uma constante C' € R tal que Fy(x) — Fa(z) = C. O

Proposicao 5.1.5. Sejam f e g funcoes primitivaveis em I C R e seja o € R.
Entao:

1) P(f+g)=Pf+Pg;
2) P(af) = aPf.

5.2 Primitivacao imediata

xa+l

1) Pz* = )

para todo o « € R\ {—1}.

6

Exemplo 5.2.1. Pz° =% em R.

2) Seja f uma funcao nao nula e diferenciavel em I. Tem-se que

In f(x) , sef(x) >0

i “)':{ In(=f() , sef(x) <0

Entao o)
mi@y =4 TN re
%((;)) , sef(x) <0 f(x)

Donde se pode deduzir que

(1)

Exemplo 5.2.2.

i) P(X)=1Inlz| em I CR tal que 0 ¢ I.

i) P(l—zxz) = _%P(;g;) - —}Llnyl —22°[ em I C R tal que
1—22%#0.
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3) Seja a € R\ {—1} e seja f uma fungao diferencidvel em I. Tem-se que

(f* (@) = (@+1) f*@) f (z),
donde

Pr@sw =1

Exemplo 5.2.3.

i) P(I22) = P(In) (1) = 122 e 0, 400,

x

(2ac2+1)%Jrl

i) Pov2ri 11 = 1Pda (202 +1)? = 1P = 19p2 1)
2
em R.
4) Se f ¢é diferencidvel em I, tem-se que (arcsin f(z)) = \/%2)() , donde
/
P O = arcsin f(x).
1— f*(x)
Analogamente, deduz-se que
ol
P Bt CONS = arccos f(x)
1— f*(x)
¢ !/
f'(x)

m = arctan f(.]j‘)
Exemplo 5.2.4.

. 1 .
)Pt =

1 2 1 : 1
;P o 2 arcsin(2z), em | — 3,

[.

N[ =

.. e® - e® o 2 %
W P =Py =il o

= )2 = %arctan (%) , em R.

5) 77

5.3 Primitivacao de funcoes racionais

Recorde-se que se chama fungao racional a qualquer funcao que se escreve

na forma % em que P(z) e Q(z) sao polinémios de coeficientes reais.
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Proposicao 5.3.1. Se grau (P(z)) > grau (Q(x)), existem polinémios C(x) e
R(x) tais que

P(x) R(z)
=C(x) + ,
aw ~ T W
com grau (R(z)) < grau (Q(x)).
Demonstragao. Ver [4]. O
Exemplo 5.3.2.
223 + 322 Com_ 14 21
x4+ 21 2?2+ 2z’

Observagao 5.3.3. 1) Nas condi¢ées da proposi¢ao tem-se que

P(z) R(z)
P =PC(x)+ P .
aw ~ "I e
Como a primitiva do polinomio C(x) € imediata, basta entdo saber

primitivar fungoes racionais ggg em que grau (P(z)) < grau (Q(x)).

2) Se Q'(x) = P(x), entdo P ggi; =In|Q(x)].

5.3.1 Fatorizacao de polinémios

Proposicao 5.3.4. Qualquer polinomio de coeficientes reais de grau maior
ou igual a 1 pode-se escrever como produto de polindmios de grau 1 (fatores
correspondentes as raizes reais) e de grau 2 (fatores correspondentes as raizes
complezas).

Exemplo 5.3.5. 1) 2* + 2z = z(z + 2).

2) 23+ 22% 45z = x(2? +2x +5). Observe-se que o polinémio x* +2x+5
nao se pode fatorizar em polindmios de grau 1 de coeficientes reais pois
tem duas raizes complexas.

5.3.2 Fracoes elementares

Na primitivacao de fungoes racionais, um procedimento muito util é a de-
composi¢cao de uma funcgao racional como soma de fracoes elementares.

Definicao 5.3.6. Chama-se fracao elementar a uma funcdo racional da

forma
A Bx+C

(x —r)s bt

em que s € um numero natural e A, B,C,r,b, c sao constantes reais, tais que
2% + bx + ¢ ndo tem raizes reais.
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Exemplo 5.3.7. 15 = .25 = 448

Olhando para o exemplo [5.3.7], pode-se perguntar como descobrir as cons-
tantes A e B tais que se consiga escrever a func¢ao racional ﬁ na soma de
duas fragoes elementares, %—l— x% . Usualmente aplica-se o processo designado
por método dos coeficientes indeterminados .

Neste caso, como o denominador da fun¢ao racional ﬁ ¢ um polinémio
de grau 2 com duas rafzes reais distintas, pode-se fatorizar 2%+ 2x no produto
de dois polinémios de grau 1, obtendo-se x? + 2z = z(z + 2). Quer-se entao
descobrir as constantes A e B tais que

2 A B

x(r+2) ;+x+2'

Assim, reduz-se ao mesmo denominador o segundo membro da igualdade,

obtendo-se
Az +2)+Bx (A+ B)x+2A

r(z+2) oz +2)
donde
2 (A+B)z+24A
v(z+2)  wx+2)

o que ¢é verdade se e sO se

A+B=0 B=-1
<~

donde se obtém a decomposicao

2 1 1

2+2x 1 x+2°

E assim, com esta decomposicao, a primitiva da funcao racional torna-se
imediata,
2 1 1

=P- - P— =] —1 2.
22+ 2x x x4+ 2 nlz| —Injz+2|

22241 _ 22241 _ A, B , C_
Exemplo 5.3.8. = = 2at) — 2 T T

Neste caso, o denominador 23 + 22 tem duas raizes reais, z = 0 e x = —1,
em que x = 0 tem multiplicidade 2 (raiz dupla) e x = —1 tem multiplicidade 1
(raiz simples). Assim, na decomposigao em fragoes elementares, devem surgir
3 parcelas, duas associadas a raiz x = 0 e uma associada a raiz x = —1. Na
expressao com a soma das 3 parcelas, reduzindo ao mesmo denominador,
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obtém-se
20°4+1  Ax(z+1)+Bx+1)+C2> (A+C)>+(A+B)x+ B
22z +1) 22(x +1) B r2(x + 1) 7

o que é verdade se e sO se

A+C =2 C =
A+B=0 <\ A=-1 >
B=1 B=1

donde se obtém a decomposicao

22% + 1 1 1 3

=T+t .
3 4+ 2 [ N |

E assim, com esta decomposi¢ao, a primitiva da funcao racional torna-se
imediata,

202 + 1 1 1 3 1
A —P—+P—=+P——=—Inlz|——=+3Injz+1].
3 + 22 x 2 r+1 T
42°243z+5 _ 4x’43z+5 A Bz+C
Exemplo 5.3.9. 3420245z z(224+2x+45) =z + x24+2x+5 "

Neste caso, o denominador 23 4 222 4+ 5z tem uma raiz real, z = 0, e duas
raizes complexas. Assim, na decomposicao em fragoes elementares, devem
surgir 2 parcelas, uma associada a raiz x = 0 e uma associada as raizes
complexas. Na parcela associada as raizes complexas, ou seja, ao polinémio
2% + 22 + 5, no numerador surge o polinémio Bx + C de grau 1. Assim,
reduzindo ao mesmo denominador a expressao com a soma das 2 parcelas,
obtém-se

4o +3x+5  A(@*+2r+5)+ (Br+C)z  (A+B)x*+ (2A+C)x +5A

3+ 222+ 5r z(z? + 2z +5) B x(2? + 2x +5)

)

o que ¢é verdade se e sO se

2A+C=3 <7y C=1 >

donde se obtém a decomposi¢ao

422 +3x+5 1 3r+1

x3+2x2+5x7x+:1:2+2x+5'



CAPITULO 5. CALCULO INTEGRAL 47

E assim, com esta decomposicao, a primitiva da funcao racional é,

422 + 3 5 1 3 1 3 1

w:p__,_pL:]nmijL,

3 + 222 + 5z x 2 +2x+5 2+2x+5
faltando ainda calcular a primitiva da fragdo elementar associada as raizes
complexas. Veja-se entao como proceder para calcular a primitiva deste tipo

de fracao elementar. Comece-se por observar a seguinte proposicao.

Proposigao 5.3.10. Se o polinémio x? + bx + ¢ ndo tem raizes reais, entio
existem constantes reais a e 3 tais que

2+ br+c=(r—a)+ 3.

Demonstracao. Exercicio. O

Considerando a fracao elementar IQB f;; ic em que 22 +bx +c nao tem raizes

reais, tém-se dois casos para analisar: se B =0 (e C' # 0) ou se B # 0.

1) Se B =0, pela proposicao |5.3.10], tem-se

C _ C
2 +br+c B2+ (v —a)?’

donde
C C C 5 C T —a
P~ _—p___ = _Tp_ BT
Prbrtc  BPt@—a)P B )2 5“”“( 5
1+ (252
2) Se B # 0, como (22 + bz + ¢)' = 2x + b, tem-se
Bx+C _%(2x+b)—%+0_8 2¢ +b N c-L
2+br+c 24+ br+c 2224 bx+c a24br+c’
donde
Be+C _ B, 2w+4b c-52
2+br+c 2 x2+4br+ec 224+ bxr+c
B c-2 T —a«
= ZIn(2®+bx+c)+ 2 arctan( >
5 n ( ) 3 3

Exemplo 5.3.11. Neste exemplo termina-se o cdlculo da primitiva da fun-
¢io apresentada no exemplo [5.3.9. Nomeadamente, pelo que se apresentou

).
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anteriormente, tem-se que

3r+1 3 2z+2 2
22 +22+5 2224+2x+5 a2+2x+5’
donde
3r+1 B 3P 20+ 2 2
2 +2x+5 2 22+2x+5 22+ 22 +5
3 1
= —ln(x2+2x—|—5) — arctan T ,
2 2
uma vez que as raizes de x*+2x+5 sdo v = —1£2i, e se considera o = —1
e =2.
Exercicio 5.3.12. Calcule uma primitiva das sequintes funcoes racionais:
1 1
1) ——mm lugao: — )
):1:2—256—1—1 (sougao x—l)
1 1 1
1 V2 x+1
3) ———— solugao: —— arctan | —= | | .
22+ 2x+3 2 V2
PIp— lugio: In |z — ~In(1 + 2%)
—_ solugao: In|x| — =1In x :
(14 2?) ¢ 2
1 1
5) 1:(3;—% (solug:do: In|z| — 3 In(1 + 2?) + arctanm) :
x
6 lugao: 21 —-2]).
)$_2 (solugdo: x4+ 21In|z — 2|)
242 3
7) % (solugdo: v+ In|az* — 1|+ 2In|z — 1| —2In|z + 1) .
x —

5.4 Primitivacao por partes

A regra usualmente designada por primitivagao por partes aplica-se quando
o céalculo da primitiva de algumas fungoes fica significativamente mais facil
quando se pode ver a funcao integranda como o produto de duas funcoes.
Esta regra é apresentada no seguinte teorema.

Teorema 5.4.1 (Primitivacao por partes). Sejam f e g fungoes diferencidveis
em I. O produto f'g é primitivavel em I se e s6 se o produto fg' € primitivdvel
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em I. Neste caso, tem-se a designada regra da primitivagcao por partes

P (f'9)=fg—P (fd). (5.1)
Demonstracao. Exercicio. Sugestao: use a regra da derivagao do produto de
funcoes. O]

Exemplo 5.4.2.

1) No cdlculo da primitiva de xsinzx, considerando g(z) = x e f'(x) =
sinx e aplicando (5.1)), tem-se

Prsinx = —xzcosx— P (—cosx)

—xcosx + P coszx

= —zxcosx+sinzx.

2) No cdlculo da primitiva de lnx, considerando g(x) = Inz e f'(x) =1

e aplicando (5.1)), tem-se
Plnz = P (l.lnx)

1
= gzlnz—-P <x—)
T

= zlnz—=x.

2

3) No cdlculo da primitiva de sin x, considerando g(x) =sinz e f'(x) =

sinx e aplicando (5.1)), tem-se

Psin®x = —sinzx cosx + P cos® x
= —sinxcosx+P(1—sin2x)

= —sinz cosz+x — Psin’x,
donde, somando P sin®x em ambos os membros, se obtém
2P sinz =z —sinz coszx,

ou seja,

sinx cosx .

P sin’x =

|8
N —

5.5 Primitivacao por substituicao

O calculo da primitiva de algumas funcoes pode tornar-se bastante mais
simples se se fizer uma mudanca de varidavel na fungao integranda. FKEsta
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estratégia para o cédlculo de primitivas designa-se usualmente por regra da
primitivacao por substituicao, e¢ ¢ apresentada no seguinte teorema.

Teorema 5.5.1 (Primitivagao por substitui¢ao). Seja f: I CR — R uma
fungao e seja p : J C R — I uma fungao bijectiva e diferencidvel tal que
parat € J, ¢'(t) # 0. Se a funcao f (p(t)) ¢ (t) for primitivdvel, entio f(x)
também €, e nesse caso tem-se a designada regra da primitivacao por
substituicao

Pf(z)=Pf(pt) 1), (5.2)
em que t = o~ (x).

Demonstragao. Considere-se g(t) = f(p(t))¢'(t). Seja G uma primitiva
de g. Observando que p(t) = x, pode ver-se g como fungao de z, donde
g(z) = f(x)¢' (p~(z)), e assim G também pode ser vista como fungao de .
Entao, aplicando a regra da derivada da fungao composta (teorema ,

(Gop™) (2) =G (¢ (2) (v (x),

donde, observando que G’ = ¢ e aplicando a regra da derivada da funcao

inversa (teorema [4.5.1)),

(Gog™) (x) = g(t) = [ () = f(2),
donde

Pf(x)=P (Gop™) (z) = (Goyp™)(z) =G(t) = Py(t),
obtendo-se assim o resultado. O

Exemplo 5.5.2.

1) No cdlculo da primitiva de 1+x\/5 em que * € R{, considerando

¢ : Ry — R definida por o(t) = t?, e aplicando (5.2)), tem-se

t? 2t3
R = P 2t =P
1+ x 1+t 1+t
2
= P28 -2t 42— ——
( * 1+t>
t3
= 2§—t2—|—2t—21n(1+t)
2
- 5(\/E)?’—gc+2\/_—211[1(1+\/E),

dado que
r=pt) = z=t" = t=+/1,
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poist € Ry .

2) No cdlculo da primitiva de v/a* — 2% em que a € Rt ex € I = [—a,al,

m T

considerando ¢ : [=%, 2] — [—a,a] definida por o(t) = asint, e
aplicando (5.2)), tem-se

Pva?—2? = P( a2—(asint)2.acost> = P (a”cos’t)
= a*P cos’t = a’P (1 —sin2t) = a? (t—P sith)

= a2 t—t—|—1sintcost
N 2 2

= q? t+1sintcost
N 2 2

dado que

r=p(t) = r=asin(t) = sin(t) =

X

= { = arcsin <—> e cos(t) =4/1— (—)2 = =

a

5.6 A integracao e a primitivagao

O integral de uma fungao f nao negativa, i.e., tal que f (D) C R{, calculado
num intervalo [a,b] € Dy pode ser interpretado como a area da regiao do
plano limitada pelo grafico de f, o eixo dos z e as retas verticais x* = a e
x = b, conforme exemplificado na figura [5.1]

Defini¢ao 5.6.1. Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua, com a,b € R

e a < b. Chama-se integral definido da funcio f no intervalo |a,bl], e
b

representa-se por | f(x)dx, ao valor real F(b) — F(a), onde F € uma pri-

mitiva de f em |a,b].
Tem-se assim a designada formula de Barrow

/ f(z)dz = [F(z)]', = F(b) — F(a),
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Figura 5.1: Representagao a tracejado da regiao limitada pelo grafico de uma fungao f,
o eixo dos x e as retas verticais x = a e x = b.

em que [F(x)]" representa o cdleulo de F(b) — F(a).

Proposigao 5.6.2. Sejam f, g : [a,b] — R funcoes continuas, seja k € R e
seja ¢ €la,b[. Tem-se que:

1 /abkf(a:)dx:k/abf(:v)da;.

2 /(f—lrg)(x)dx:/abf(x)dx—l—/abg(x)dx.

3. /abf(:):)dx:/:f(x)dx+/cbf(a:)dx.

Demonstragao. Ver [0]. O

Observagao 5.6.3.

L /aaf(:c)da;:O.

Demonstracao. Exercicio. O
2. / f(x)dx:—/ f(z)dx.
Demonstracao. Exercicio.. O

Teorema 5.6.4 (Integral definido por partes). Sejam f,g : [a,b] — R fun-
coes com derivadas continuas em [a,b] (i.e., f,g € C'([a,b])). Entdo

b b
| 1@ gds = @) gte)l - [ 1@ g (a) da.
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Demonstragao. Ver [0]. O
Exemplo 5.6.5.

jus jus
2 P 2
/ rsinzdr = [—x cosx|d +/ cos x dx
0 0

= |-z cos:z:+sina:]§ =1

Teorema 5.6.6 (Integral definido por substituicao). Seja f : [a,b] — R
e seja @ : [c,d] — [a,b] uma funcao bijectiva e diferencidvel tal que para
t € [e,d], ¢(t) # 0. Se a funcio f(p(t)) ' (t) for primitivivel em [c,d],
entao f(z) € primitivivel em [a,b], e nesse caso tem-se

’ (b
/ f(@df”:/l() f (1) () dt.

Demonstragao. Ver [0]. O
Exemplo 5.6.7.

jus
2

1
/ V1—22dx = / V1 —sin%t costdt
-1 —

= / cos® t dt

t—i—l't t§ T
= |= 4+ —=sintcos = —
2 2 3 2

[NERVIE

INE]

vl

5.7 Integral definido e calculo de areas

Se f(x) =c¢, com ¢ € RT, se a < b, tem-se

/abf(x)dx:/bcdx: [cz]’ = c[z]’ = c(b—a) > 0.

a

Na realidade, este integral da func¢do constante f(z) = ¢ calculado no
intervalo [a, b] corresponde a area da regiao do plano compreendida entre o
grafico de f, o eixo do z, e as retas x = a e x = b, conforme representado na

figura [5.2]

E se ¢ < 0?7 Seja g(z) = ¢, com ¢ € R™. Se a < b, tem-se

/ g(x)dr =c(b—a) <O0.
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7

‘ /
a b

Figura 5.2: Representacio a tracejado da regido limitada pelo gréfico da funcio constante
f(@) =c¢>0, o eixo dos x e as retas verticais t = a e x = b.

Neste caso, o integral da fungao constante g(z) = ¢, com ¢ < 0, calculado
no intervalo [a, b] corresponde a édrea da regiao do plano compreendida entre
o grafico de g, o eixo do z, e as retas * = a e x = b, mas com sinal negativo,
conforme representado na figura 5.3}

// o

Figura 5.3: Representacio a tracejado da regiao limitada pelo gréfico da fungao constante
f(z) =<0, o eixo dos x e as retas verticais ¢ = a e x = b.

Suponha-se agora que f(x) = d e g(x) = ¢ com d > ¢ > 0. Nestas
condicoes

| #ar=gta)as = [ fia)da- [ g(a)de = dbp-a)~ev-a) = (d-c)(b-a),

que corresponde a area da regiao do plano compreendida entre os graficos de
f ede g, easretas x = a e x = b, conforme representado na figura [5.4}
Mais geralmente:

e se f é uma funcdo continua e positiva em |[a, b], o integral definido

/abf(:v)dx

é a area da regiao do plano compreendida entre o grafico de f, o eixo
do x, e as retas * = a e x = b, conforme representado na figura [5.5]
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a b

Figura 5.4: Representacio a tracejado da regidao limitada entre os graficos das fungoes
constantes f(z) =d e g(x) = ¢, o eixo dos z e as retas verticais x = a e x = b.

e se g ¢ uma funcdo continua e negativa em [a, b], o integral definido

/Cdg(x) dx

é a area da regiao do plano compreendida entre o grafico de f, o eixo
do z, e as retas * = a e x = b, mas com sinal negativo, conforme
representado na figura [5.5]

e se f e g sdo fungoes continuas e positivas em [a, b] mas tais que f > g
no intervalo [a, b], o integral definido

/ ) — go) d

é a area da regiao do plano compreendida entre os graficos de f e g, o
eixo do x, e as retas * = a e x = b, conforme representado na figura|5.6]

Figura 5.5: Representaciao a tracejado da regido limitada entre o gréafico da funcgao
positiva f, o eixo dos z e as retas verticais x = a e x = b (& esquerda), e da regido limitada
entre o grafico da fungdo negativa g, o eixo dos x e as retas verticais x = aexz =b (a
direita).
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a b

Figura 5.6: Representacio a tracejado da regido limitada entre os graficos das funcoes

positivas f e g tais que f > g no intervalo [a, ], o eixo dos z e as retas verticais x = a e
r=b.

E se a fungao f mudar de sinal no intervalo [a,b]? Seja f uma fungao
continua definida no intervalo [a, b] tal que f(z) > 0 paraz € [a,c[e f(z) <O
para x €]c,b]. Nesse caso, se se quiser calcular a drea da regiao do plano
limitada entre o grafico da funcao f e as retas * = a e x = b, temos de
calcular o integral da funcao |f(z)| no intervalo [a, b], ou seja, tem-se

[ 1wl = [ @ [ s,
conforme exemplificado na figura
f |f]
N N ), VN
a Wb a b

Figura 5.7: Representagdo a tracejado da regido limitada entre o grafico da funcio f,
o0 eixo dos x e as retas verticais x = a e x = b (& esquerda), e da regido limitada entre o
grafico da fungéo |f], o eixo dos x e as retas verticais x = a e x = b (& direita).

Exemplo 5.7.1. Seja f(x) =sinz. Tem-se que

Wl

/ sinx dr = [—cosx]% =0,

s
2

2 0 3
/ |sinx|da::/ —sinxdz+/ sinxdr =2.
- - 0

Jus
2

INIE]
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Exemplo 5.7.2. A drea da regidgo do plano definida pelo conjunto
A={(z,y) eR*: 2> <y < |z]},

representada geometricamente na figura[5.8, é

1 0 1
/ || — 2®de = / ]x\—xde—l—/ |z| — 2% dx
-1 -1 0
0 1 1
= / —:L‘—l‘QdHf—i-/ r—2° ==,
1 0 3

Figura 5.8: Representacio a tracejado da regidao do plano definida pelo conjunto A.

5.8 Teorema fundamental do calculo integral

Teorema 5.8.1 (Teorema fundamental do calculo integral). Seja f uma fun-
¢ao continua em |a,b]. Entao a fungdo F : [a,b] — R definida por

Flz) = / oL

¢ diferencidvel, e para cada x € [a,b],

Observagao 5.8.2. Pode-se assim derivar fungoes do tipo F(x) = / ft)dt

a
onde [ € continua, sendo F'(x) = f(z), em qualquer intervalo que contenha
0 ponto a.

Exemplo 5.8.3.
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P41
1) A fungao F(x) = /0 " i . dt tem derivada F'(x) = izﬁ
1
2) A fun¢ao F(x) = / sin () dt  pode  escrever-se  como

F(z) = / —sin (£?) dt, donde a sua derivada é F'(z) = —sina?.
1

1.2
3) Qual a derivada da fungdo F(x) = / e~ dt? Considerando h(z) =
2
y
% e Gly) = / e~ dt, tem-se que F(z) = (Goh)(z). Assim, pelo

2
Teorema da derivada da fungao composta (ver Teorema tem-se
4

que F'(x) = G’ (h(x)) W (x) = 2ze ™ .

4) Qual a derivada da fungdo F(x) = / In (

propriedade dos integrais, tem-se que

T t2> dt? Usando uma

2

0 1 e 1
F(x):/x ln(1+t2) dt+/0 ln(1+t2) dt,

donde F'(x) = 2xIn (ﬁ) —In (ﬁ)

ha(z)
Observacgao 5.8.4. Se F'(z) = / f(t)dt entio
hi(x)

F'(z) = hy(x) f (ha(z)) — by (z) f (b () -

5.9 Integrais improprios

Na teoria da integracao que se viu até agora, exige-se que a funcao f seja
continua no intervalo [a, b], o que implica que seja limitada em [a, b]. Exigiu-
se ainda que o intervalo [a, b] seja limitado, i.e., nem a nem b podem ser +oo
ou —oo. Entao, se por exemplo, f estiver definida em [a,b[ ou |a,b] e que
nao seja limitada nesse conjunto? E se a ou b forem +o00 ou —o0? Veja-se a
seguinte definicao.

Defini¢ao 5.9.1 (integral impréprio). Chamam-se integrais improprios
aos integrais com intervalo de integracdo ilimitado ou com a funcdo inte-
granda ilimitada no intervalo de integragao.

Vao-se considerar dois tipos de integrais impréprios:
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e integral com intervalo de integragao ilimitado - quando um dos extre-
mos do intervalo de integracao é +00 ou —oo. Neste caso, tem-se

+oo
i) / f(z)der = hm / f(z)dx, supondo que a € R e a funcao

f definida em [a, +oo[ é integréavel em qualquer intervalo [a, t] com

t > a;
b b
) / f(z)dr = lim / f(x)dx, supondo que b € R e a funcao f
— 00 a—r—00 a
definida em | — oo, b[ é integravel em qualquer intervalo [t, b] com
t < b

+oo +oo

iii) f(z)dx = /_c f(z)dx + f(z)dx

e integral com funcao integranda ilimitada - quando a funcao num dos
extremos do intervalo de integracao atinge valores de 400 ou —oc.
Neste caso,

b t
i) se lim f(x) = +oo, / flz)dx = lirgl / f(z) dx , supondo que
t—=b= J,

z—b— a
a,b € R, com a < b, e a funcao f definida em [a,b] é integravel
em qualquer intervalo [a,t] com a < t < b;

b b
ii) se lim f(z) = :I:oo,/ f(z)dx = lim+/ f(z)dz , supondo que
t—a t

z—at a
a,b € R, com a < b, e a funcao f definida em |a, b] é integravel
em qualquer intervalo [t,b] com a <t < b.

Defini¢ao 5.9.2 (convergéncia do integral). O integral impréprio diz-se:
e conwvergente, quando existe e é finito o limite em causa;

e dwvergente, caso contrdrio, ou seja, o valor do limite € infinito ou ndao
existe.

Exemplo 5.9.3.
1) Tem-se que o integral imprdprio

+oo 1 t 1
/ dr = lim dx
0 1+ 22 t—too Jo 1+ 22

— ¢
= tilfrnoo[arctan(x)]o

= lim arctan(t) — arctan(0)
—0

™
2 )
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1
1+ 22

“+o0o
donde, o integral improprio / dx é convergente.
0

2) Tem-se que o integral imprdprio

L | Lt
dr = i d
/0 T—z " tiﬂn—/o iz
= lim [-2V1 — 2],

t—1—
= lim —2V1—t4+2v1-0
t—1— |
=0
= 2,
1

1
donde, o integral improprio / dx € convergente.
0

V-1

3) Tem-se que o integral imprdprio

+oo 1 t 1
/ —dr = lim —dx
1 x t—+o00 1 X
_ : t
o tl}-‘rmoo [hl Q?] 1
= lim Int—1Inl
t——+o00
=0
= +OO s

+oo
donde, o integral improprio / —dx nao € convergente, dizendo-se
. T

por isso que € divergente.
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Capitulo 6

Vetores

Considerando R o conjunto dos ntimeros reais, define-se R? = R x R como
o conjunto cujos elementos sao designados de pares ordenados (ou, mais
em geral, vetores de R?) e que sao da forma (x,y) em que ambos os seus
elementos x e y pertencem a R.

Analogamente, define-se R? = R xR x R como o conjunto cujos elementos
sao designados de ternos ordenados (ou, mais em geral, vetores de R?) e que
sao da forma (z,y, z) em que todos os seus elementos z,y e z pertencem a
R.

Generalizando, dado um numero natural n, define-se R = R x ... xR

n vezes

como o conjunto cujos elementos sdo designados de n-uplos (ou, mais em
geral, vetores) e que sado da forma (z1,9,...,2,) em que todos os seus
elementos x1, xs, ..., x, pertencem a R.

6.1 Operacoes com vetores

Considerem-se dois vetores x = (21, %2, ...,%,) €Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) de R™.

6.1.1 Igualdade de vetores

Diz-se que x e y sao iguais, e escreve-se X =y, se cada elemento do vetor
x for igual ao elemento homédlogo do vetor y, i.e., se x; = y; para todo o
ie{l,2,...,n}

62
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6.1.2 Adicao de vetores

Pode-se definir a adigao de dois vetores de R™ como sendo a soma elemento
a elemento de cada um dos vetores, i.e., x+y = (1 +y1, Lo+ Y2, . -, T+ Yn)-

Propriedades da adicao de vetores

Proposi¢ao 6.1.1. Sejam x = (x1,22,...,2,), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € Z2 =
(21,29, ..., 2n) vetores de R™ e seja 0 = (0,0,...,0) o vetor de R" com todos
0s seus elementos iguais a 0. Tem-se que:

1. Comutatividade: X+y =y +X;

2. Associatividade: (x+y)+z=x+(y+2);
3. Elemento neutro: x+0=04x = x;
4. Elemento simétrico: x4+ (—x) = (—x)+x = 0, em que —X representa
o vetor que se obtém do vetor x multiplicando cada elemento por —1.
Demonstracao. Exercicio. O

6.1.3 Multiplicacao de um vetor por um escalar

Dado um A € R, pode-se definir a operacao de multiplicacao do vetor x

pelo escalar \ como sendo o produto de cada elemento do vetor x por A, i.e.,
AX = (Azq, AT, ..., ATy,).

Propriedades da multiplicacao de um vetor por um escalar

Proposigao 6.1.2. Sejam x = (z1,x2,...,2,) ey = (Y1,Y2, - - ., Yn) vetores de
R" e sejam a, f € R. Tem-se que:

1. Distributividade da adi¢ao de escalares relativamente a multiplicagao
por um vetor: (a+ f)x = ax + fx;

2. Distributividade da multiplicacao de um escalar relativamente a adicao
de vetores: a(x+y)=ax+ay;

3. Associatividade da multiplica¢ao de escalares por um vetor: «(fx) =

(aB)x;

4. Elemento neutro para a multiplicacao de um wvetor por um escalar:
1x = x;
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5. Elemento absorvente para a multiplicagao de um vetor por um escalar:

0x = (0,...,0).

Demonstracao. Exercicio. O

6.1.4 Produto interno

O produto interno, também designado de produto escalar, de vetores em R"
é um numero real definido por

=1

Exemplo 6.1.3. Sejam u = (1,-2,3),v = (-3,2,5) € R®. Tem-se

u-v=1x(-3)+(-2)x2+3x5=-3—-4+15=8.

Propriedades do produto interno

Proposigao 6.1.4. Sejam x = (z1,%2,...,%,), ¥ = (Y1,Y2,..-,Yn) € 2 =
(21,22, ..., 2n) vetores de R™ e seja o € R. Tem-se:

1. Comutatividade do produto interno: X-y =7y -X;

2. Distributividade do produto interno relativamente a adicao de vetores:
x-(y+z)=x-y+x-3z;

3. Comutatividade da multiplicagao por um escalar relativamente ao pro-
duto interno: (ax)-y=x-(ay)=a(x-y);

4. x-x2>20ex-x=0&x=0.

Demonstracao. 1. Exercicio;
2. Tem-se
x-(y+z) = (x1,20,...,2,).(1 + 21,2+ 22, -, YUn + 2n)

= zi(y1 +21) + 22(y2 + 22) + ...+ TulYn + 20)

= T1Y1 + X121 + ToY2 + X222 + ...+ TpYn + Tp2y

= (myr +xoys + ...+ xpyn) + (T121 2222+ Tp2)
= X y+x-z;
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3. Exercicio;

4. Tem-se XX = 23 + 25+ ...+ 22, e como cada parcela x? é sempre nao
negativa, entao x - x é sempre nao negativo, i.e., x - x > 0. Mais, x - X
s6 é zero se cada parcela x? for zero, donde x - x = 0 se e s6 se x for o
vetor nulo.

[]

Definicao 6.1.5. Dizemos que os vetores x,y € R" sao ortogonais se x-y =
0.

6.2 Norma e distancia em R"

Dado um vetor x = (1,2, ...,x,) de R", define-se a norma (ou compri-
mento) do vetor x, e escreve-se ||x||, como sendo

x| = vx-x

ou seja

6.2.1 Propriedades da norma

Proposigao 6.2.1. Seja x = (z1,29,...,2,) um vetor de R" e seja a € R.
Tem-se que:

1 [[x|] = 0;
2. ||x|| =0 se e s se x = 0;
3. |lax|| = |af.|Ix]|.
Demonstracao. Exercicio. O

Dados dois vetores x = (z1,%9,...,2,) €y = (Y1,Y2,..-,Yn) de R,
define-se a distancia entre os vetores x e y, e escreve-se d(X,y), como sendo

d(x,y) =[x -yl
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ou seja

Usualmente esta distancia designa-se por distancia Euclidiana.

Proposigao 6.2.2 (Desigualdade triangular). Dados dois vetores de R™, tem-
se que a norma da soma dos dois vetores € sempre menor ou igual a soma
das suas normas, i.e., dados dois vetores X ey de R™, tem-se que

[+ yll < [l + [yl

6.3 Combinacao linear de vetores em R"

Definigao 6.3.1. Seja v = {v1,vq,...,v,} uma familia de p vetores de R™.
Qualquer vetor da forma

QU1 + -0 QpUp,

onde 0s («;) sao escalares, diz-se uma combinag¢ao linear dos vetores
Viyevoy Up.

6.3.1 Dependéncia linear vs. independéncia linear

Definigao 6.3.2 (Dependéncia e independéncia linear). Diz-se que os m veto-
res a,asg,...,a, sao linearmente dependentes se existirem m escalares
C1,Ca,y ..., Cm € R nao todos nulos, tais que

ci1a; +cas+...+c¢pam =0. (6.1)

Se a condi¢io (6.1)) se verificar somente quando ¢; = ¢o = -+ = ¢, = 0,
nesse caso diz-se que 0s vetores ai,as,...,a;, Sao linearmente indepen-
dentes.

Exemplo 6.3.3.

1. Os vetores a = (1,2) e b = (2,4) de R? sao linearmente dependentes
uma vez que 2a + (—1)b = (0,0). Neste caso basta observar que um
dos vetores ¢ multiplo do outro.
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2. Os vetoresa = (1,2) e b = (1,3) de R? sao linearmente independentes.
Veja-se que, dados dois escalares c1,c3 € R tais que cra+ cob = (0,0),
tem-se que

c1(1,2) + e2(1,3) = (0,0) (c1,2¢1) + (e2,3c0) = (0,0)

=
= (Cl + Co, 2c1 + 302) = (O, 0)

C1+ Ccy = 0
~
261 + 3C2 =0
Ccl = 0
=4
Cy = 0
Assim, mostra-se que 0s unicos escalares ci,co € R que satisfazem
c1a + cb = (0,0) sao ¢; = co = 0. Donde, se pode concluir por
definicio, que os vetores a = (1,2) e b = (1,3) de R? sdo linearmente

independentes.

Observagao 6.3.4. Quando se diz que um conjunto de vetores € linearmente
independente (respetivamente, linearmente dependente), € equivalente a dizer
que esses vetores sdo linearmente independentes (respetivamente, linearmente
dependentes).

Teorema 6.3.5. Um conjunto de vetores é linearmente dependente se e so se
um dos seus vetores for combinacao linear dos restantes.

Demonstracao. Exercicio. O

Observagao 6.3.6. O teorema|6.5.5 pode ser enunciado de forma equivalente,
dizendo que: “Um conjunto de vetores € linearmente independente se e so se
nenhum dos seus vetores for combinacgao linear dos restantes”.

Teorema 6.3.7. Qualquer conjunto de vetores que contenha o vetor nulo €
linearmente dependente.

Demonstracao. Exercicio. O

Teorema 6.3.8. Se num conjunto de vetores pelo menos dois deles forem
tquais ou multiplos um do outro, entao esse conjunto € linearmente depen-
dente.

Demonstracao. Exercicio. O]

Exemplo 6.3.9.
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1. O conjunto de vetores
{(1,2,3,4),(1,2,5,-1),(0,1,0,1),(2,1,8,0) }
¢ linearmente dependente pois
1(1,2,3,4)+1(1,2,5,—-1)+(—=3)(0,1,0,1)+(—-1)(2,1,8,0) = (0,0,0,0),
ou seja,
(2,1,8,0) = 1(1,2,3,4) + 1(1,2,5,—1) + (—3)(0,1,0,1),
ou seja, o vetor (2,1,8,0) € combinagao linear do vetores (1,2,3,4),

(1,2,5,—1) e (0,1,0,1). Neste caso aplica-se o teorema POIS MO
conjunto dado um dos vetores € combinacao linear dos restantes.

2. O conjunto de vetores
{(1,2,3,4),(1,2,5,—1),(0,0,0,0)}

¢ linearmente dependente pois, considerando ¢; = co = 0 e c3 # 0,
tem-se que

c1(1,2,3,4) + ¢»(1,2,5,—1) + ¢5(0,0,0,0) = (0,0,0,0).

Neste caso aplica-se o teorema pois o conjunto dado contém o
vetor nulo.

3. O conjunto de vetores
{(1,2,3,4),(1,2,5,—1),(1,2,3,4)}
¢ linearmente dependente pois
1(1,2,3,4) +0(1,2,5,—1) + (—1)(1,2,3,4) = (0,0,0,0) .

Neste caso aplica-se o teorema[0.3.8 pois o conjunto dado contém dois
vetores 1guais.

4. O conjunto de vetores
{(1,2,3,4),(1,2,5,—1),(2,4,6,8)}
¢ linearmente dependente pois

2(1,2,3,4) 4+ 0(1,2,5, —1) + (—1)(2,4,6,8) = (0,0,0,0) .
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Neste caso aplica-se o teorema pois (2,4,6,8) = 2(1,2,3,4), ou
seja, o conjunto dado contém um vetor que € multiplo de outro.



Capitulo 7

Matrizes

Dados dois nimeros naturais m e n, chama-se matriz do tipo (ou matriz de
ordem) m x n sobre R a tabela formada por m x n ntimeros reais dispostos
em m linhas (horizontais) e n colunas (verticais) conforme representado pela
seguinte matriz A,

a1 a2 ... Qpn

921 929 P Aop,
A= ,

Am1 Am2 ... Gmp

em que cada elemento (ou entrada) a;; corresponde a um nimero real que
estd na posicao ij da matriz A, i.e. que esta na linha 7 e na coluna j, com ¢
a variar de 1 até m e j a variar de 1 até n. Também se pode representar a

matriz A por A = [a;;] . .

O conjunto das matrizes de ordem m X n sobre R representa-se por
Miypsen (R).

Vejam-se agora alguns casos particulares de matrizes:

e Se m = 1, tem-se uma matriz com apenas uma linha, que se designa
por matriz linha, conforme a matriz

L=[li Ly ... L, ] €My, (R).

e Se n = 1, tem-se uma matriz com apenas uma coluna, que se designa
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por matriz coluna, conforme a matriz

e Se m = n, tem-se uma matriz com igual nimero de linhas e de colunas,
que se designa por matriz quadrada de ordem n, conforme a matriz

bii bz ... by
byt by ... bo

B=| 7 7 T € My (R).
bur buz o ban

O conjunto das matrizes quadradas de ordem n (i.e., do tipo n X n) com
elementos reais, que se representa por M, ., (R), também se pode representar
por M, (R). Nestas matrizes, designa-se por diagonal principal da matriz o
conjunto dos elementos a;; com ¢ € {1,...,n}.

Vejam-se agora alguns casos particulares de matrizes quadradas:

e Se os elementos da matriz fora da diagonal principal forem todos nulos,
essa matriz designa-se por matriz diagonal, conforme a matriz

d11 0 0
0 dyy ... O

- : :22 - : € M, (R).
0 0 ... dn,

e Se os elementos da matriz abaixo da diagonal principal forem todos
nulos, essa matriz designa-se por matriz triangular superior, conforme

a matriz
dii dig ... din
0 dy ... doy
Tsup = . .22 . 2 € Mn (R) .
0 0 ... du

e Se os elementos da matriz acima da diagonal principal forem todos
nulos, essa matriz designa-se por matriz triangular inferior, conforme
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a matriz
dy 0 ... 0
d d ... 0
Top=| . . | eM.(R).
dp1 dp2 ... dpn

e Dada uma matriz diagonal, se todos os elementos da diagonal prin-
cipal forem iguais a 1, essa matriz designa-se por matriz identidade,
conforme a matriz

10 ...0
01 ...0

I, = , € M, (R)
00 ... 1

A matriz identidade representa-se usualmente por I,,, em que o indice n
representa a ordem da matriz. Se estiver claro no contexto em causa qual a
ordem da matriz identidade, esse indice pode omitir-se.

Designa-se por matriz nula a matriz do tipo m X n cujos elementos sao
todos iguais a zero, e representa-se por

0 0 0
00 ... 0
O=1|. . . . |€Mux[R).
0 0 . 0
Igualdade de matrizes
Duas matrizes A = (a;),,,,, ¢ B = (b;),,, dizem-se iguais se:

1. forem do mesmo tipo, i.e., m=pen=gq,e

2. os elementos na mesma posicao forem iguais, i.e., a;; = b;; para cada
ie{l,....m}teje{l,...,n}

7.1 Operagoes com matrizes

7.1.1 Adicao de matrizes

A operacao de adicao de matrizes apenas estd definida para matrizes do

mesmo tipo. Sendo A = (a;;) e B = (b;;) duas matrizes do mesmo

mXxn mXxn
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tipo, define-se a soma da matriz A e B como sendo a matriz cujo elemento na
posicao 77 resulta da soma do elemento na posicao 75 da matriz A com o ele-

mento na posicao ij da matriz B, e representa-se por A+ B = (a;; + by;), .-

: 1 01 210
Exemplo 7.1.1. Dadas as matrizes A = l 9 _1 3 } e B= [ 00 5 } do

tipo 2 X 3, tem-se que a sua soma €

A+ B 1+2 0+1 1+0]:{3 11]

2+0 140 3+5 2 -1 8

Propriedades da adicao de matrizes

Proposigao 7.1.2. Sejam A, B,C,0 € M« (R), em que O € a matriz nula
do tipo m x n. Tem-se que:

1. Comutatividade: A+ B =B+ A;
Associatividade: (A+B)+C =A+ (B+C);

Elemento neutro: A+0O =0+ A= A;

FElemento simétrico: A+(—A) = (—A)+A = O, em que —A representa
a matriz que se obtém da matriz A multiplicando cada elemento por —1.

Demonstracao. Exercicio. O

7.1.2 Multiplicacao de uma matriz por um escalar

A multiplicagao de uma matriz A = [a;;] . por um niimero real o define-
se como sendo a multiplicacao de cada elemento da matriz A pelo escalar «,

i.e, aA = [O{aij]an.

1 01

Exemplo 7.1.3. Dada a matriz A = { 5 _1 3

} e o escalar —3, tem-se que

(—3)4 (=3)x1 (=3)x0 (3)§H:{—30—3]'

(—=3) x 2 (=3) x (=1) (:3) 6 3 —9
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Propriedades da multiplicacao de uma matriz por um escalar

Proposigao 7.1.4. Sejam A, B,O € M« (R), em que O € a matriz nula do
tipo m X n, e sejam «, 5 € R. Tem-se que:

1. Distributividade da soma de escalares relativamente a multiplicacao por
uma matriz: (a4 f)A =aA+ BA;

2. Distributividade da multiplicagao de um escalar relativamente a adig¢ao
de matrizes: a(A+ B) = aA+ aB;

3. Associatividade da multiplicacdo de escalares relativamente a multipli-
cagao por uma matriz: o (BA) = (af)A;

4. Elemento neutro: 1A = A;
5. Elemento absorvente: 0A = O.

Demonstracao. Exercicio. O

7.1.3 Multiplicacao de matrizes

Dadas duas matrizes A e B, é possivel definir a multiplicagao da matriz A
pela matriz B . No entanto, para que esta multiplicacao esteja definida, é
necessario que o nimero de colunas de A seja igual ao nimero de linhas de
B.

Sendo A = [a;],,.,, e B = [bjj],,, define-se a multiplicacdo da matriz A
pela matriz B, e nota-se por AB, como sendo a matriz do tipo m X ¢ cujo
elemento na posicao 75 é dado por

blj
b2j
[ a;1 Q2 ... Qip } : . = ailblj + ai2b2j + ...+ ambnj )
~ TV 7 .
linha ¢ de A b. .
nj
——

coluna j de B

donde
AB =

n
E aikbkj .
mXxq

k=1
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1 2 01
Exemplo 7.1.5. Dadas as matrizes A= | —1 0 1 1 | € M3y (R) e B=
0 30 2
1 2
_0 _1 € Myys (R) | tem-se que o produto AB estd definido, sendo
0 3
[ 1x1+2x(=1)+0x0+1x0 I1x242x(-1)+0x1+1x3
AB = (1) x140x(-1)+1x04+1x0 (-1)x24+0x(-1)+1x1+1x3
| OX14+3x(=1)40x0+2x0  0x243x(=1)+0x1+2x3
[ -1 3
= -1 2 Engg(R).
| -3 3

Propriedades da multiplicacao de matrizes

Proposigao 7.1.6. Sejam A, B,C,0O matrizes do tipo cujas multiplicacoes
enunciadas a sequir estejam definidas, em que O € a matriz nula. Tem-se
que:

1. Associatividade do produto de matrizes: (AB)C = A(BC);

2. Distributividade do produto (4 esquerda) de uma matriz relativamente
a soma de matrizes: C(A+ B)=CA+ CB;

3. Distributividade do produto (a direita) de uma matriz relativamente a
soma de matrizes: (A+ B)C = AC + BC;

4. FElemento neutro: Al = 1A = A;
5. Elemento absorvente: AO = OA = O.
Demonstracao. Exercicio. O

Observagao 7.1.7. O produto de matrizes nao € em geral comutativo, como
se pode ver no exemplo sequinte. Observe-se que no exemplo a multi-
plicacao BA nem sequer estd definida uma vez que o numero de colunas de
B, que € 2, € diferente do nimero de linhas de A, que € 3.

Exemplo 7.1.8. Dadas as matrizes quadradas A = | — € M3 (R)

O = =
w o N
o= O

1
eB=| -1 — € M3 (R), ambas de ordem 3, tem-se que as multi-
0

— = o
O = O
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plicacoes AB e BA estao definidas,

12 2
BA=| 01 -1/,
16 1

donde se pode verificar que AB # BA.

Poténcia de uma matriz

Dada uma matriz A e um ntmero natural k£, podemos considerar a poténcia
k da matriz A? Ou seja, podemos multiplicar k-vezes a matriz A por ela
propria? Observe-se que a multiplicacao AA apenas esta definida se o nimero
de colunas de A for igual ao nimero de linhas de A, ou seja, se a matriz A
for quadrada. Deste modo, a poténcia de uma matriz apenas esta definida
para matrizes quadradas. Assim, pode-se definir a poténcia k£ de uma matriz
quadrada A por

AF=AxAx...xA, keN.

k vezes

7.1.4 Matriz transposta

Dada uma matriz A € M,,«, (R), define-se a matriz transposta de A, e
representa-se por AT, a matriz cujas linhas sao as colunas de A e cujas
colunas sao as linhas de A, i.e., o elemento na posicao 7j da matriz A vai
ser o elemento na posicao ji da matriz AT, ou seja, se A = ai;] entao

AT =a

mxn’
ji]nXm'

Exemplo 7.1.9. Seja

2 3 7
-5 0 8

A= 9 _9 1 € Myys3 (R).
0 4 -3

Tem-se que
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Defini¢ao 7.1.10 (Matriz simétrica e anti-simétrica). Seja A € M,, (R) uma
matriz quadrada de ordem n. Diz-se que A é:

e uma matriz simétrica se A = AT;

e uma matriz anti-simétrica se A = —AT.

Propriedades da transposicao de matrizes

Proposicao 7.1.11. Sejam A e B matrizes cujas multiplicacoes e adigoes
enunciadas a sequir estejam definidas, e sejam k € R e n € N. Tem-se:

~

(A7) = 4;
2. (A+B)" = AT + B7;
3. (kA)T = kAT;

4. (AB)" = BTAT;

5. (AM)7T = (AT)".

Demonstracao. Exercicio. ]

7.2 Caracteristica de uma matriz

Dada uma matriz A € M,,x,, (R), encarando cada linha de A como um vetor
de R"™, pode-se ver o conjunto das linhas da matriz A como um conjunto de
vetores em R". Neste sentido, pode-se perguntar se o conjunto das linhas
da matriz A é linearmente independente. Ou se tal nao acontecer, pode-se
perguntar qual o nimero maximo de linhas da matriz que forma um conjunto
de vetores linearmente independentes.

Definigao 7.2.1 (Caracteristica da matriz). Chama-se caracteristica da
matriz A ao nimero maximo de linhas de A que constituem um conjunto
de vetores linearmente independentes, e representa-se esse numero por r(A).

Observagao 7.2.2. Se A for a matriz nula, entio r(A) = 0. Para qualquer
outra matriz, nao nula, a sua caracteristica € um niumero natural.

Proposigao 7.2.3. r(A) = r(AT).
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Defini¢ao 7.2.4 (Pivo(s) da matriz). Dada uma linha ndo nula de uma ma-
triz, chama-se piwoé ao elemento nao nulo mais a esquerda dessa linha. No
caso de uma linha nula, considera-se que esta nao tem pivo.

Dada uma matriz nao nula, chamam-se pirvds dessa matriz ao pivos de
todas as linhas nao nulas da matriz.

Defini¢ao 7.2.5 (Matriz em forma de escada). Diz-se que uma matriz A €
Mpsn (R) estd em forma de escada se A € a matriz nula ou se (nao
sendo a matriz nula) os seus pivds estao nas linhas 1,...,s, para algum
s € {1,...,m}, e nas posicoes 1ky,2ko, ..., sks, com 1 < k1 < kg < ... <
ks < n, ou seja, se para cada pivo os elementos da da matriz a sua esquerda
(na mesma linha) e abaizo (na mesma coluna) sio todos nulos.

Exemplo 7.2.6. As matrizes, cujos pivds estdo escritos a negrito:

[0 1 —1 0] 1 2 -1 3
.00 02,05 3|,/]0|e[5 —1 0 2] estdoem
00 00 0 0 -1 0
forma de escada;
(1 0 -1 8 _g g 8 13 -1 2
2 0 2 5 |, el 00 O 0| naoestaoem
03 0 0 06 —4 00 2 -2
- 0 0 0 0

forma de escada.

Proposigao 7.2.7. Se uma matriz A € My, (R) estd em forma de escada,
com s € {1,...,m} linhas nao nulas, entdo r(A) = s.

Demonstracao. Basta verificar que as linhas nao nulas da matriz em forma
de escada formam um conjunto de vetores linearmente independentes. O]

7.2.1 Operagoes elementares em matrizes

Dada uma matriz A € M,,«, (R), chama-se transformagao (ou operagao)
elementar sobre as linhas da matriz A a uma transformacao de um dos
seguintes tipos:

I) troca da posi¢ao da linha i com a linha j, em que i # j, e que se nota
por l; < lj;

IT) multiplicagao da linha ¢ por um escalar o € R\ {0}, e que se nota por
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IIT) substituicao da linha ¢ pela sua soma com a linha j multiplicada por
B € R, em que i # j, e que se nota por l; — l; + Bl;.

Exemplo 7.2.8.

320 (1 0 2
A=110 2 |—— | 3 2 0| (transf. element. do tipo I)
0o1o] " lo1o
(1 0 2]
0 2 —6 | (transf. element. do tipo III)
l2—>l2+(—3)l1 0 1
"1 0 -
—— | 0 1 =3 | (transf. element. do tipo II)
12%%12 0 1
"1 0 -
—— | 0 1 =3 | (transf. element. do tipo III).
l3—l3+(—1)l2 0 0 3

Definigao 7.2.9 (Matriz equivalente por linhas). Diz-se que uma matriz
A € Mpxn (R) € equivalente por linhas a uma matriz B € M,,x, (R)
do mesmo tipo se B pode ser obtida a partir de A através de um niumero
finito de transformacaoes elementares sobre as linhas.

Dada uma matriz A € M,,«, (R), utilizando transformagoes elementares
sobre as suas linhas, pode-se obter uma matriz equivalente por linhas, mas
que esteja em forma de escada. Este método designa-se por condensagao da
matriz, e consiste nos seguintes passos:

Passo 1 Se A for a matriz nula ou A for uma matriz linha, entao A ja estd em
forma de escada;

Passo 2 Por troca de linhas (transf. elementar do tipo I), se necessario, obtém-
se uma matriz B cuja primeira linha, entre todas as linhas nao nulas
de A, tem o pivo mais a esquerda;

Passo 3 Seja by; o pivo da linha 1 da matriz B. Para cada linha ¢ de B, com
i € {2,...,m}, aplica-se a transformagao elementar do tipo III, I; —

l; + —% l1, o que faz com que o elemento b;; de cada linha 7 se

transforme em 0, obtendo-se assim uma outra matriz, diga-se C,

Passo 4 Ignora-se a primeira linha da matriz C' e aplicam-se novamente os passos
1,2 e 3 a submatriz resultante.
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000 0 O
: 049 3 —4
Exemplo 7.2.10. Dada a matriz A = 002 -2 3l¢ executando as
012 1 -1
sequintes transformagoes elementares sobre as suas linhas,
000 0 O (001 2 1 —1]
A 049 3 —4 049 3 —4
1002 -2 3 lisly 002 -2 3
012 1 —1 000 0 0]
[0 1 2 —1]
001 -1 0
12H12+(,%)11 00 2 =2 3
000 0 0]
(001 2 1 —1]
001 -1 0} B
13_>13+(_%)l2 0 0 0 0 3 '
000 0 0]

obtém-se a matriz equivalente por linhas B em forma de escada.

Proposigao 7.2.11. Se duas matrizes A, B € M« (R) sdo equivalentes por
linhas, entdo tém a mesma caracteristica, i.e., r(A) = r(B).

Exemplo 7.2.12. No exemplo |7.2.1(] anterior, tem-se que r(B) = 2, donde,
pela Proposicao|7.2.11), se deduz que r(A) = r(B) = 2.

Proposicao 7.2.13. Seja A € M,xn (R). Entao r(A) < m e r(A) <n, ou
seja, r(A) < min{m,n}.

Demonstracao. Ver [2]. O
Exemplo 7.2.14.

1. Se A € Ms«5 (R), entdo r(A) < 2.

2. Se A € Myy5 (R), entdo r(A) < 2.

3. Se A € M5 (R), entdo r(A) <5.

7.2.2 Inversa de uma matriz

Quando, por exemplo, se multiplicam entre si dois nimeros reais, sabe-se
que, dado um qualquer niimero real nao nulo, existe sempre um outro niimero
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real, que se designa por inverso algébrico, tal que o produto dos dois é 1.
Recorde-se que 1 é o elemento identidade da multiplicacao de ntimeros reais.

Sera que o mesmo acontece com as matrizes? Isto é, dada uma matriz
qualquer, sera que existe uma outra matriz tal que o produto das duas é a
matriz identidade? A resposta a esta questao é NAO em geral. No entanto,
existem matrizes em que a resposta ¢ SIM. Vejam-se entao as seguintes de-
finigoes e propriedades.

Defini¢ao 7.2.15 (Matriz invertivel). Diz-se que uma matriz A € M, (R)
(quadrada) é invertivel ou que tem inversa se existir uma matriz B €
M, (R) do mesmo tipo tal que

AB=BA=1,.

Observagao 7.2.16. Observe-se que na defini¢ao como AB = BA, o
conceito de matriz invertivel so faz sentido para matrizes quadradas.

Proposicao 7.2.17 (Unicidade). Se A € M, (R) € invertivel, entao existe uma
e uma $6 matriz B € M,, (R) tal que AB = BA=1,.

Demonstragao. Suponha-se que existem By, By € M, (R) tais que
ABl = BlA = In € ABQ = BQA = In

Tem-se
By = B1I,, = By (AB;y) = (B1A) By = [,By = By,

donde se conclui que a inversa € tnica. O

Observagao 7.2.18. A inversa da matriz identidade € ela propria, pois 1,1, =
I,.

Definigao 7.2.19 (Matriz inversa). Seja A € M, (R) invertivel. A inica
matriz B € M, (R) tal que AB = BA = I, chama-se inversa de A e
representa -se por AL,

3 5
-1 =2

ERI[ER N

. , 2
tem-se que A é invertivel e A~ = [ > } .

Exemplo 7.2.20. Seja A = [ } . Como

~1 -3

Proposigao 7.2.21 (Inversa e caracteristica). Seja A € M,, (R). As seguintes
afirmacoes sao equivalentes:



CAPITULO 7. MATRIZES 82

1. A € invertivel;
2. r(A) =n;

3. por transformacoes elementares sobre as linhas de A pode-se obter a
matriz identidade.

Demonstracao. Ver [2]. O
Exemplo 7.2.22.

1 -2 4
1. Seja A = 0 =3 5 |. Como
—2 1 -3
1 -2 4 1 -2 4 1 -2 4

0 -3 5|——>|0 -35| —— |0 =3 5|,
_2 1 _3 I3—1l3+20 0 _3 5 I13—1l3—I12 O 0 0

tem-se 7(A) = 2 < 3 = n, donde, pela Proposi¢io |7.2.21, A ndo é

invertivel.
] Como
0
2
0

1
2
0

2. Seja B =

r—tl\ar—t
S NN O
O DN =

lg —)lg —2[1
I3—l3+11

— o
[ e R

1
0
0

O N O

tem-se r(B) = 3, donde, pela Proposi¢ao|7.2.21, B é invertivel.

7.2.3 Calculo da matriz inversa

Dada uma matriz invertivel, como se pode descobrir qual a sua matriz in-
versa?

Efetuando transformacoes elementares, pode-se obter a matriz inversa de
uma dada matriz invertivel, conforme a Proposigao [7.2.21] Veja-se entao
como:

e dada uma matriz invertivel A € M,, (R), efetuam-se transformagoes ele-
mentares sobre as suas linhas até obter a matriz identidade, I,,. Entre-
tanto, na matriz identidade, efetua-se exatamente a mesma sequéncia
de transformacoes elementares sobre as suas linhas (as mesmas trans-
formagoes e pela mesma ordem), e no final a matriz que se obtém é a
matriz inversa de A.
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Em termos praticos, uma forma simples para aplicar este método de ob-
tencao da matriz inversa, consiste em colocar lado a lado a matriz dada
A € M, (R) e a matriz identidade com a mesma ordem,

(A L],

e a medida que se efetuam transformacoes elementares sobre as linhas de A,
efetuam-se também as mesmas transformagoes elementares sobre as linhas de
I,,. Quando, efetuando essas transformacoes elementares se obtém a matriz
identidade no lugar da matriz A, a matriz que se obtém no lugar da matriz
I,, é a matriz inversa de A,

AlL) ———— o ——— [I,]|A7Y] .
[ ‘ n] transf. elem. transf. elem. [ " ]
sobre as linhas sobre as linhas

Veja-se o seguinte exemplo.

1 01
Exemplo 7.2.23. Seja B = 2 2 2 |. Como se viu no exemplo|7.2.22
-1 0 0
a matriz B € invertivel. Calcule-se entao a sua inversa. Tem-se
1 01[1 00 1 0 1| 1 0 0]
[B|I3] = 2 2 21010 0 20/-210
~100[/00 1] %228 (00 1] 101,
1 0 1| 1 0 0]
——— 010/ -110
l2—>ll2
2 | 0 0 1 0 1]
1 0 0 0 0 -1
— 101 0|1 % 01,
o0 1) 100 1
00 -1
donde se obtém que B! =| -1 2 0
10 1

Proposigao 7.2.24. Sejam A, B € M, (R) matrizes invertiveis e seja o €
R\ {0}. Entdo:

1. A7t € invertivel e (A7) = A;
2. aA ¢ invertivel e (@A) = a TATL;
3. AB ¢ invertivel e (AB)™' = B71A™!;

4. para qualquer k € N, A* ¢ invertivel e (Ak)_l — (A_l)k;
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5. AT € invertivel e (AT)_1 = (A"

Demonstracao. Exercicio. O]

Proposi¢ao 7.2.25. Sejam Ay, ..., Ay € M, (R) matrizes invertiveis, com
k € N. Entao o produto Ay - ...- Ay € invertivel e

(Ap-. A "= A AT
Demonstracao. Exercicio. O

Proposigao 7.2.26. Sejam A, B € M,, (R). O produto AB € invertivel se e sd
se A e B sao ambas invertiveis.

Demonstragao. Ver [2]. O

Observagao 7.2.27. Observe-se que no item 3. da Proposi¢cao € apenas
referida uma das implicagées da equivaléncia na Proposi¢ao[7.2.20,.

Corolario 7.2.28. Sejam A, B € M, (R). Se AB = I,, entdo A e B sdo
ambas invertiveis, tendo-se A= = B e BA = I,,.

Demonstracao. Exercicio. O]



Capitulo 8

Determinantes

Dada uma matriz quadrada A € M, (R), o determinante da matriz A é um
nimero real que se associa (consoante determinadas regras) a matriz A, e
que se nota por det(A) ou |A|.

Veja-se entao como associar esse niumero real a cada matriz.

8.1 Matrizes de ordem 1 e de ordem 2

Dada uma matriz de ordem 1, A = [ay1], define-se que o determinante da
matriz A é aqp, e escreve-se

det(A) =a;n ou |A|l=ay.
ail  Gi2

G21 A2
nante da matriz A é aj1as9 — ai2a01, € escreve-se

Dada uma matriz de ordem 2, A = [ } , define-se que o determi-

det(A) = 110929 — Q12021 OU |A‘ = 11122 — Q12497 .
Exemplo 8.1.1.

1. Se A =[—-2], entdo |A| = —2.

2. SeA:{ : 2},entdo|A\:1><3—2><(—1):5.

-1 3

8.2 Matrizes de ordem n>2 - Teorema de Laplace

Nesta seccao apresenta-se a estratégia para calcular o determinante de uma
matriz de ordem n, para qualquer natural n > 2.

85
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Veja-se primeiro a seguinte definicao.

Definicao 8.2.1 (Complemento algébrico). Seja A € M, (R) uma matriz
quadrada de ordem n, comn > 2. Designa-se por cofator ou complemento
algébrico da posicao ij de A, e representa-se por a;j, o escalar

ai; = (1) JA(il5)]
em que A (ilj) € a submatriz que se obtém de A retirando a linha i e a coluna

J-

Exemplo 8.2.2. Seja A = . Tem-se que

N S
oo Ot DN
© o w

gy = (=1)**? [A(3[2)|
_ ’ 1 3 ‘
4 6
— —(6-12)
= 6.

A estratégia geral para o cdlculo do determinante de uma matriz de ordem
n > 2 consiste na aplicacao de uma regra deduzida do Teorema de Laplace,
que se apresenta a seguir.

Teorema 8.2.3 (Teorema de Laplace). Seja A € M,, (R) uma matriz quadrada
de ordem n, com n > 2. O determinante de A € igual a soma dos produtos
que se obtém multiplicando os elementos de uma qualquer linha de A pelos
complementos algébricos das respetivas posigoes, i.e.,

|A| = a1 a1 + ag Gio + - . . + @i, Gin,, para qualquer linha @ de A.

O mesmo resultado € vdlido se em vez de uma qualquer linha de A se escolher
uma qualquer coluna, ou seja,

|A| = a1 a1 + agj agj + ... + ay; Gnj, para qualquer coluna j de A.

1
Exemplo 8.2.4. Dada a matriz A= | —1 , aplicando o Teorema de
3

Laplace (Teorema[8.2.3):

=N O
N =~ W



CAPITULO 8. DETERMINANTES 87

e a primeira linha de A,

Al = ay 11 + a12 G412 + ag3 a3
= 1(=D" A +0 (=D JAQ12)[ 4+ 3 (1) |A(1]3)]
2 4 -1 4 -1 2
= 12‘_0‘ 3 2|2 31‘
= 1x0—-0x(—14)+3 x (-7)
= -21.

e a sequnda coluna de A,

|A| = a1z G192 + a9 Goo + ags G3o
= 0(=D)"™? JA12)| +2(=1)*"? [A(2)2)| + 1 (=1)*** |A(3]2)]
-1 4

1 3 1 3
= 70 3 2’”‘3 2‘_1’—1 4‘
= —0x(=14)+2x(=7)—1x7
= —21.

Observacgao 8.2.5. Se a matriz tiver elementos nulos, tem-se particular van-
tagem em aplicar o Teorema de Laplace (Teoremam a linha ou a coluna
que tiver mais zeros.

10 3
Exemplo 8.2.6. Seja A = | —1 2 4 |. Uma vez que a sequnda coluna
10 -1

de A tem dois zeros (mais do que qualquer outra linha ou coluna de A), tem-
se particular vantagem em aplicar o Teorema de Laplace (Teorema m a
sequnda coluna de A, donde

|A] = a12a12 + a2 422 + ago Q3o

0x (=)' x |A(1]2)] +2 x (=1)*"2 x |A(2]2)] +0 x (—=1)*"2 x |A(3]2)]

1 3
=2 —1‘
2% (—4)

= X
= -8.
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8.3 Propriedades

Proposigao 8.3.1. Seja A € M, (R). Entdo o determinante de A é igual ao
determinante da sua transposta, i.e., |A| = |AT‘.

Demonstracao. Recorde-se que se pode calcular o determinante de A por
uma sua qualquer linha ou coluna (ver Teoremam - Teorema de Laplace).
Assim, basta observar que, por exemplo, a linha ¢ de A é igual a coluna ¢
de AT, donde calcular o determinante de A aplicando o Teorema de Laplace
(Teorema a linha ¢ de A é igual a aplicar o Teorema de Laplace a
coluna i de A”. O

Proposicao 8.3.2. Uma matriz A € M,, (R) € invertivel se e s6 se |A| # 0.
Demonstragao. Ver [2]. O
Observagao 8.3.3. Seja A € M, (R).

1. Observe-se que o resultado enunciado na Proposi¢do[8.3.9 é equivalente
a:
A nao € invertivel se e s se |A] =0.

2. Observe-se ainda que pela Proposi¢ao |7.2.21] pode-se deduzir que:

|A] #£0 seesdse r(A)=n.

Proposigao 8.3.4. Sejam A, B € M, (R) e seja o € R.
1. Se A tem uma linha (ou coluna) nula, entao |A| = 0.

2. Se A tem duas linhas (ou colunas) miltiplas uma da outra, entdo |A| =
0.

n
3. Se A ¢ triangular superior (ou inferior), entao |A| = H @i
i=1

4. |AB| = |A[|B].

5. Mais geralmente, se k € N e Ay,..., Ay € M, (R), entdo
k
Ay Al =TT 1A
i=1

6. |aA| = o™ |A|.

Demonstracao. Exercicio. O]
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Exercicio 8.3.5.

1. Se D € M,, (R) é uma matriz diagonal, entao |D| = H dji.
i=1

L] =1.
Para quaisquer A € M, (R) em € N, |[A™] = |A]".

Ezistem matrizes A, B € M,, (R) tais que |A+ B| # |A| + |B|.

S

Ainda que o produto de matrizes nao seja comutativo, para quaisquer
matrizes A, B € M, (R), tem-se |AB| = |BA|.

Exemplo 8.3.6.

1 -2 1
1.SeD=1|0 2 5|, entio|D|=1x2x(-3)=—6.
0 0 -3
1 0 0] 0 00
2. Sejam A= |0 0 0| eB=|05 0]|. Tem-se|A|=|B|=0ce
00 1| 000
1 00
A+B|=]0 5 0|=5
0 01

3. Sejam A, B,C € M, (R) tais que |A| =2, |B| = =5 ¢ |C| = 4. Tem-se:
o |ABTC| =|A]|BT||C| = |A||B||C| =2 x (=5) x 4 = —40.
e [3B| =3"|B| = —5 x 3"
e |B2C| = |B?|C| = |B|*|C| = (—5)% x 4 = 100.

Proposicao 8.3.7. Seja A € M, (R) uma matriz invertivel. Entao o determi-
nante da sua inversa € o inverso algébrico do determinante de A, 1i.e.,

1
A = —.
A7 =13
Demonstracao. Exercicio. O]
Exemplo 8.3.8. Sejam A, B,C € M, (R) tais que |A] = 2, |B| = =5 e

|C| = 4. Como |B| # 0 e |C| # 0, tem-se que as matrizes B e C sao
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vertivels e

7 ATBT] = o] [AT] B
=[O |Al1B]™
= ix2>< (—%)
_

10

8.4 Operacoes elementares e o determinante

Uma outra estratégia para calcular o determinante de matrizes de ordem
particularmente alta é através de transformacoes elementares sobre as linhas.
Sabendo que cada transformacao elementar sobre as linhas de uma matriz
afeta o seu determinante de uma certa maneira, pode-se, através do célculo
do determinante de matrizes equivalentes por linhas, calcular o determinante
de uma matriz dada.

Veja-se entao o efeito que cada uma das transformacoes elementares sobre
as linhas de uma matriz tem sobre o seu determinante.

Proposigao 8.4.1. Sejam A, B € M, (R) e a, f € R. Tem-se que:

I)seitjeA — B, entao |A| = —|B|;
il

J

II) sea#0¢eA — B, entao |A| = 1|B|;
il

IIl) sei#j e A——— B, entao |A| = |B];

Demonstracao. Exercicio. O

Observacao 8.4.2. Observe-se que apenas a transformacao elementar do tipo
III) ndo afeta o cdlculo do determinante.

Como calcular entao o determinante de uma matriz A usando transfor-
magcoes elementares sobre as suas linhas? Veja-se o seguinte procedimento:

1. efetuam-se transformagcoes elementares sobre as linhas de A até se obter
uma matriz B em forma de escada (ou seja, triangular superior);

2. considerando as correspondentes alteracoes que cada uma dessas trans-
formacgoes elementares tem sobre o determinante, obtém-se a relagao
entre o determinante de A e o determinante de B;
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3. como o determinante de B é ficil de calcular (é apenas o produto dos
elementos da sua diagonal principal), e é conhecida a relagao entre |A|
e |B|, obtém-se assim o valor de |A|.

Exemplo 8.4.3.

0 5 10 o 12 3
12 3| Gk 05 10
2 6 8 2 6 8
l 13—21 12 3
G o 5 10
02 2
i 1 2 3
=2 5l 1 2
02 2
l 13—21 12 3
(3Hé* 2) 510 1 2 :_5><(_2):10
00 —2




Capitulo 9

Sistemas de equacoes lineares

9.1 Equacoes lineares e sistemas de equacoes

Uma equacao do tipo a1z1+asx2+. . .+a,x, = b, com ay, as, ..., a,,b € Rdiz
se uma equacgao linear nas incégnitas x1, 2o, ..., z, sobre R. As constantes
ai,as, ..., a, chamam-se os coeficientes da equacao e a constante b chama-se
o termo independente. Se b = 0 diz-se que a equacao linear é homogénea.

Diz-se que o vetor (1, B2, ..., 5,) € R™ é uma solugao da equagao linear
se substituindo cada x; pelo respetivo (;, com i = 1,...,n, se obtém uma
proposicao verdadeira.

Exemplo 9.1.1. Dada a equacgao linear 2x + 3y = 5 nas incognitas x e vy,
cujos coeficientes sao, respetivamente, 2 e 3, e o termo independente € 5,
tem-se que:

e 0 vetor (1,2) ndo € solugdo da equagao, pois 2 x 1 +3 x 2 =8 #5;
e o vetor (1,1) € solugdo da equagao, pois 2 x 1 +3 x 1 =5.

Sera que toda a equacao linear tem solucao? E se tiver solucao, tem
apenas uma?’

Observagao 9.1.2. Observe-se que uma equacao linear homogénea tem sem-
pre pelo menos uma solugao, que é a solugao nula, que se designa por por
solugao trivial. No entanto, essa pode nao ser a unica solugao. Veja-se o
sequinte exemplo.

Exemplo 9.1.3. Dada a equagao linear homogénea 2x+ 3y = 0 nas incognitas
T ey, cujos coeficientes sao, respetivamente, 2 e 3, e o termo independente é
0, tem-se que o vetor (0,0) € solugdo da equagdo, pois 2 x 0+ 3 x 0 =0. No
entanto, observe-se que todos os vetores da forma (3c,—2c), para qualquer
c € R, sao solucao da equacao linear homogénea dada.

92
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Se em vez de apenas uma equagao linear se tiver um conjunto finito de
equacoes lineares, todas nas mesmas incognitas, esse conjunto designa-se por
sistema de equagoes lineares.

Sejam m,n € N e considere-se o sistema (S) de m equagoes lineares, nas
incognitas xy, xa, ..., T, sobre R,

anzi + ajps + ... + a1y = by
2171 + A22T2 + ... + ATy = by
(S)

Am1T1 + QmoXo + ...+ Ty, = by,

com os coeficientes a;; € R e os termos independentes b, € R, em que
1=1,...,mej =1,...,n. Se os termos independentes by, ...,b,, forem
todos nulos, diz-se que o sistema (S) é um sistema de equagoes lineares
homogéneo.

Diz-se que o vetor (S, fa,...,0,) € R" é uma solugao do sistema se é
solucao de cada uma das suas m equagoes lineares, i.e., se é verdadeira a
proposicao

a1181 + arfo + ... F a1 = b1t A AN a1 Bi 4 amaBa + ..o+ Qpn B = b,

que também se pode escrever como
anfr+ apBs + ... + a1 fn = b

amlﬁl + am262 + ...+ amnﬁn - bm

Observagao 9.1.4. Se o sistema (S) for homogéneo, entdo este terd pelo me-
nos a solug¢ao nula (0,0,...,0) € R™, pois

a110+a120+...+(11n0:0

’

10+ a0+ ... 4+ a0 =0

¢ uma conjuncao de proposi¢oes verdadeiras. A solu¢ao nula (0,0,...,0) €
R™ de um sistema homogéneo chama-se solugao trivial.

9.2 Classificacao de sistemas

Em geral um sistema de equagoes lineares pode ou nao ter solucao. E no caso
de ter solucao, essa pode nao ser unica. Veja-se entao como se classificam os
sistemas de equacoes lineares em termos da sua solucao.
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Defini¢ao 9.2.1. Diz-se que o sistema (S) de equagoes lineares é:

e impossivel se (S) ndio tem nenhuma solugao;
e possivel se (S) admite pelo menos uma solugao, sendo

— possivel e determinado se essa solugao € unica;
— possivel e indeterminado se existir uma infinidade de solu-

cOEs.

Observagao 9.2.2. Pelo que se observou acima sobre a existéncia de solucao
para 0s sistemas homogéneos, verifica-se que um sistema homogéneo é sempre
possivel, podendo ser determinado ou indeterminado.

Exemplo 9.2.3. O sistema homogéneo

20 +2y=0 |, , . . . o .
{ Ba+ 5y = 0 ¢ possivel e indeterminado, pois admite infinitas solu-
¢oes, sendo estas da forma (¢, —c), para qualquer ¢ € R;

2042y =0 , ‘ . . .
{ 9%+ 3y = 0 € possivel e determinado, pois admite apenas uma unica

solugdo, a solugao nula (0,0).

Quando se tem uma sistema de equacoes lineares, pode-se estar interes-
sado em classificar o sistema em termos de existéncia ou nao de solucao, sem
contudo ser necessario calcular explicitamente o seu conjunto de solugoes.
Assim, dado um sistema de equacoes lineares, pode-se:

e discutir o sistema, que consiste em classificar o sistema em termos de
existéncia ou nao de solugao sem ser necessario determinar o conjunto
das suas solugoes;

e resolver o sistema, que consiste em determinar o conjunto das suas
solugoes.

Neste contexto vai ser fundamental o que se estudou sobre matrizes. Ora
veja-se a seguinte definicao e o que se segue.

Defini¢ao 9.2.4. Dado um sistema de equagoes lineares (S), chama-se forma
matricial do sistema (S) d igualdade de matrizes AX = B, em que

a1 a12 e QA1 T bl
921 929 e Ao, i) bg
a=| 7 T x= | e B=
Aml Gm2 -+ Gmn Ty b
Vv Vv

matriz dos
coeficientes

matriz das
incognitas

matriz dos
termos independentes
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A matriz dos coeficientes do sistema (S) chama-se matriz simples, e chama-
-se matriz ampliada do sistema (S) a matriz

ai a192 ... Qp bl
21 929 ... Qop bQ

S me(n+1) (R) ,
Aml Qm2 -+ Qmn | Om

que se representa por [A | B].

Exemplo 9.2.5. O sistema de equacoes lineares nas incognitas x1, e, r3 sobre

R:
T1+ To— X3 = 0
2x1 + 2o =1 . o
pode ser escrito na forma matricial
T —x3=1

31’1+1’2—Q}3:2

1 1 -1 0
21 o || |1
1o —1||™| 1]
31 -1 | L™ 2
e a sua matriz ampliada €

1 1 —11]0

2 1 01

1 0 —1]1

3 1 —-1]2

2. com matriz ampliada
2 —1 3| 5
-1 0 4]-2|"

[ 22— 2y +325=5
€ .
—X1 —|—4.’E3 = -2

Definicao 9.2.6. Diz-se que dois sistemas de equacoes lineares sio equiva-
lentes se tém o mesmo conjunto de solugoes.

Proposicao 9.2.7. Sejam AX = B e A’X = B’ sistemas de equacdes lineares
sobre R. Se as matrizes ampliadas [A| B] e [A"| B'] sdo equivalentes por
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linhas, 1.e.,
/ /
[AlB] ———— -+ ———— [A"[|B],
transf. elem. transf. elem.
sobre as linhas sobre as linhas

entao os sistemas AX = B e A’X = B’ sdo equivalentes.

Demonstracao. Ver [2]. O

. 20 +3y+z2=3
Exemplo 9.2.8. Os sistemas —r+ y+2z=1ce N . sa0
Yyrz=

20 +3y+ z2=3 {
—2r+ 2y +4z =2

equivalentes, pois

2 3 1|3 2 3 1
11 2|1 ~1 1 2
9 9 4|9 | b2 000

2
— 1 0
l2—>l2+%ll 0

2
0
0

—

ZQ—)%ZQ

I 1
S = W oOoOwlotw
O = = oo
O = W o lot QO
[ | , © — oW

9.3 Caracteristica de matrizes e classificagao de sis-
temas

Tendo entao a representacao matricial de uma dado sistema de equacoes
lineares, veja-se como, através da caracteristica da matriz simples e da matriz
ampliada dos sistemas, se pode classificar os mesmos em termos de existéncia
ou nao de solugao.

Proposicao 9.3.1. Sejam A € Mwn (R) € B € My« (R). Tem-se que
r(A) <r([A|B]). Mais precisamente,
r([A|B])=r(A) ou r([A|B])=r(A)+1.

Demonstracao. Exercicio. O

Assim, podem-se estabelecer relagbes entre as caracteristicas da matriz
simples e da matriz ampliada de um dado sistema de equacoes lineares e
a sua classificacao em termos da existéncia ou nao de solugao, conforme
enunciado no seguinte teorema.
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Teorema 9.3.2. Seja AX = B um sistema de equagoes lineares, com A €

e ser(A) <r([A|B)), o sistema AX = B € impossivel;
o ser(A)=r([A|B]), o sistema AX = B ¢é possivel, sendo:

— possivel e determinado se r(A) = r([A| B]) = n, em quen € o
numero de incégnitas do sistema (ou o numero de colunas de A);

— possivel e indeterminado se r(A) =r ([A| B]) < n.
Demonstracao. Ver [2]. O

Quando se estd perante um sistema possivel e indeterminado, significa
que, quando se escreve o seu conjunto solucao, uma ou mais das suas incog-
nitas se pode escrever a custa de outra(s) das suas incégnitas. Veja-se entao
a seguinte definicao.

Definicao 9.3.3. Seja AX = B um sistema de equagoes lineares possivel e
indeterminado, com A € M,xn (R). Ao nidmero de incdgnitas livres, dado
por n—r(A), chama-se o grau de indeterminag¢do ou nimero de graus
de liberdade do sistema.

9.4 Resolugao de sistemas

O processo de resolucao de sistemas de equagoes lineares AX = B é conhecido
por Método de eliminacdo de Gauss que, em termos de matrizes, corresponde
a obter uma matriz em forma de escada equivalente por linhas & matriz
ampliada [A | B] e, posteriormente, a resolver o sistema por substituicao,
determinado a solugao da equacao correspondente a tltima linha nao nula,
seguidamente a peniltima e assim sucessivamente até chegar a primeira.

Um outro processo que também se pode utilizar para resolver sistemas
de equagoes lineares é uma extensao do Método de eliminacdo de Gauss, de-
signado por Método de eliminacao de Gauss-Jordan. Este método consiste
em obter uma matriz em forma de escada equivalente por linhas a matriz
ampliada [A | B], mas cujos pivos sdo todos iguais a 1 e todos os restantes
elementos das colunas dos pivos sao nulos, e em seguida determinar o con-
junto solucao do sistema através dessa matriz, nao sendo neste caso necessario
fazer qualquer substituicao. Veja-se o exemplo seguinte.
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Exemplo 9.4.1. Considere-se o sistema de equagoes lineares nas incognitas
T1,To, T3, T4 Sobre R,

1’1—}—2$2—|— $3—3$4:—5
(S) 21’1+4$2+4(E3—4{E4:—6 .
—I1—2I2—3I3— .734:3

Discussao do sistema (S) Considerando a matriz ampliada do sistema
(S), tem-se

1 2 1 -3|-5 12 1 -3|-5
A|Bl=| 2 4 4 -4|-6 00 2 2| 4
1 =2 =3 1| 3| %2100 —2 -4 -2
"1 2 1 —3|-5
002 2| 4],
Bt 0 0 0 —2] 2

donde r([A|B]) = r(A) = 3 < 4 =n (nimero de incdgnitas). Assim,
conclui-se que o sistema (S) € possivel e indeterminado, com grau de in-
determinagion —r(A) =4 -3 = 1.

Resolugao do sistema (S) Considerando a matriz ampliada do sistema
(), tem-se

1 2 1 —3|-5 12 1 -3|-=5
[A|B]=| 2 4 4 —4|-6 00 2 2| 4
1 -2 =3 —1| 3] B o0 —2 —4|-2
1 2 1 —=3|—-5]
1002 2| 4
Bbolbtl g 0 0 —2] 2
(1 2 1 —-3|-5]
— sloo01 1| 2
=gk | g0 0 1|-1
lso—3ls L -
121 0]-8
s loo0o10] 3
Siah, 0000 1) -1
(1.2 0 0|11
— |00 10l 3,
(000 1] -1




CAPITULO 9. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 99

donde se obtém
T+ 21‘2 =—11

€3 =3 )
5(74:—1

com x5 € R (incdgnita livre). Ou seja, o conjunto solu¢do do sistema (S) €
dado por

cSs = {(%1,%2,.%’3,334) € R* r1=—11—-229 AN 23 =3 N\ 24 = —1}
= {(—11 — 2m9,29,3,—1) : x9 € R}.

9.5 Sistemas de Cramer

Considere um sistema de equagoes lineares (5) cuja forma matricial é AX =
B.

Definigao 9.5.1. Se a matriz A for quadrada e invertivel, o sistema (S) diz-se
um sistema de Cramer.

Exercicio 9.5.2. Considere um sistema de Cramer (S), cuja forma matricial

¢ AX =B.
a) Mostre que (S) € um sistema possivel e determinado.

b) Mostre ainda que a solugdao do sistema (S) é dada por X = A™'B.

r+y =1
Exercicio 9.5.3. Considere o sistema (.5) y+z=2.
r+y+z=0

a) Mostre que (S) € um sistema de Cramer.

b) Calcule a matriz A~' e mostre que a tinica solucio de (S) é (—2,3,—1).

9.5.1 Regra de Cramer

Dado um sistema de Cramer, tem-se outra forma de encontrar a sua tnica
solucao utilizando determinantes. Uma caracteristica importante desta es-
tratégia, designada adiante por Regra de Cramer , é que permite encontrar
cada componente da solucao do sistema independentemente de se calcularem
ou nao as restantes componentes.
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Proposicao 9.5.4 (Regra de Cramer). Seja AX = B a forma matricial de
um sistema de Cramer, com A € M, (R). Para cada j € {1,...,n}, seja
A(j) a matriz que se obtém de A substituindo a sua coluna j pela matriz B
dos termos independentes. Entao, a (inica) solucao do sistema AX = B €
o vetor de R™ dado por

(!A(l)\ [A(2)] !A(n)l)
(Al AL T AL )

Demonstragao. Ver [2]. O

Exemplo 9.5.5. Retomando o exercicio anterior (Ezercicio[9.5.5), observe-se
que aplicando a Regra de Cramer se pode calcular cada componente da sua
solugdo isoladamente. Ora veja-se que, aplicando a Proposi¢do[9.5.]), se tem

110

2 11
Al _jo v u|
A 1 -

110

0 21
MA@ _jro ]
Y T T

€

1 11

01 2

AB)) |11 0
Tt T Th
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equagcao linear, [O1]
homogénea,
solucao,

extremante, [33]

extremo global ou absoluto, [33]

extremos locais ou relativos, [33]

formula de Barrow,
Férmula de Mac-Laurin, [36]
Formula de Taylor,

funcao
impar,
contradominio,
dominio, [T§]
continua, [26]

continuidade num ponto,

crescente, [I9)
decrescente,
injetiva, [T9)
limitada, [T9)

par, [20]
fungao derivada,

independencia linear,
indu¢ao matemaética, [7]

hipétese de indugao, [7]

tese de inducao,
integrais impréprios, [56]
integral convergente,
integral definido,

por partes, [5]]

por substituicao,
integral divergente, [57]

limite, segundo Cauchy,

maximo, [4]

maximo global ou absoluto,

maximo local ou relativo,

método de indugao matemadtica, [7]

102



INDEX

método dos coeficientes indetermina-
dos, 4]

minimo, [4
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majorante, [3|

matriz, [6Y]

caracteristica, [70]
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equivalente por linhas,
espago nulo, [05]
forma de escada, [77]
igualdade de matrizes,
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invertivel,
matriz anti-simétrica, [70]
matriz coluna, [70]
matriz diagonal, [70]
matriz identidade,
matriz nula,
matriz quadrada,
matriz simétrica, [70]
matriz triangular inferior, [70]
matriz triangular superior, [70]
ntcleo,
pivo,
poténcia, [75]
produto de matrizes,
produto por um escalar,
soma de matrizes,
transposta, [75]
matriz linha, [69)
maximizante, [33]
minimizante, [33
minorante, [3]
monotonia, [I9]

par ordenado,
paradoxo de Zenao,

paradoxo do corredor,
Polinémio de Taylor, [35], [36]

Resto de Lagrange,
ponto
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grau de indeterminacao,
graus de liberdade,
homogéneo, [92]
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Método de eliminagao de Gauss,
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sistemas equivalentes, [04]
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convergente, [I0]
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divergente,
limitada,
limite,
termo geral, [9)
termos da sucessao, [J)
supremo, [3|

Teorema de Fermat,

Teorema de Lagrange, 34]

Teorema de Laplace,

Teorema de Rolle,

Teorema fundamental do célculo in-

tegral,
termo independente, [91]

vetor, [60]
igualdade, [60]

multiplicacao por um escalar,

norma, [63]

norma, propriedades,

produto interno,

produto interno, propriedades,

soma de vetores, [6]]

adicao de vetores, propriedades,
1]

multiplicagao por um escalar, pro-
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