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1. Considere a seguinte matrizz A= | 1 1 1
0 0 2

a

Mostre que 2 é valor proprio de A.

(¢) Determine os restantes valores préprios de A.

(a)

(b) Determine os vetores préprios associados a A = 2.
)
)

(d E A diagonalizavel? Justifique a sua resposta.

A-2l=|1 -1 1| = det(A-2I)=0,

logo 2 é valor préprio de A.

Os vetores préprios associados a A = 2 sdo as solugbes nao nulas de (A — 21)x = 0:

-1 1 -1 |z 0
1 -1 1 yl =10 — —2+y—2=0 <= y=x+=z
0 0 z 0
T 1
Assim, Vo = { |z + 2| : (z,2) € R?, (x,2) # (0,0) p =span< |1],
z
1—-A 1 -1 -1 1
pa(A) =det(A—AI)=det | 1 1-A 1 =(2—)\)det|: 1 1_)\:|.
0 0 2—AX
Logo

paN)=2-N(1-X*-1)=2-X2)-A-(A=2)==-A2-))>
Os valores préprios sdo A = 2 (multiplicidade algébrica 2) e A = 0, com multiplicidade algébrica 1.

Como A = 0 tem multiplicidade algébrica 1, o seu espago préprio tem dimensao 1. Além disso, da
alinea (b) temos dim(V2) = 2. Assim, a soma das dimensdes dos espagos préprios é

dim(E,) 4+ dim(Ep) =2+ 1 = 3,

pelo que existem 3 vetores préprios linearmente independentes. Logo, A é diagonalizavel.

2. Seja f: Dy C R? — R a fungao definida por

4—(z—4)2—y? In(y—z+4)

f(-’l?,y): \/y—s .

(a) Determine analiticamente Dy, o dominio da func@o f e represente-o graficamente.

(b) Determine analiticamente a fronteira e o fecho de Dy.

(c) Determine analiticamente o maior conjunto aberto contido em Dj.



(1 val.)

(1 val.)
(1Y, val.)

(d) O conjunto Dy é compacto? Justifique a sua resposta.

(a) Para f(z,y) estar bem definida em R é necessério:
4— (z—4)°—y>>0, y—x+4>0, y® > 0.
A dltima condigao equivale a y > 0 (e exclui y = 0). Assim,
Dy={(z,y) €R*: (z—4)>+y> <4, y>0, y >z —4}.

Graficamente:

2 4 6 T

(b) O fecho é
Dy={(z,y) eR®: (-4 +y* <4, y>0, y>z—4}.

A fronteira é
ODf ={(z,y): (x—4)*+y* =4, y>0, y >z — 4}
U{(z,0): (z —4)> <4, 0>z —4}
U{(z,y) iy =2—4, (x—4)7+y° <4, y>0}

—

(c) O maior conjunto aberto contido em Dy (o interior em R?) é
int(Dy) = {(z,y) ER’: (-4 +y° <4, y>0, y>z—4}.

(d) Dy néo é compacto: é limitado (estd contido num disco), mas néo é fechado (por exemplo, admite
sucessoes com y | 0 ou y | ¢ — 4 sem incluir os limites). Em R2, compacto é equivalente a fechado

e limitado; logo Dy nao é compacto.

3. Seja f : R? — R a funcao definida por

1+ 2+ 2

, caso contrario.

(a) Mostre que f néo é continua em (0,0).
(b) Calcule, ou prove que nao existe, d(1,1y.f(0,0), isto é, a derivada de f segundo o vector (1,1),
em (0, 0).

(a) Como f(0,0) = 0, estudamos o limite de f(z,y), por exemplo, quando (z,y) — (0,0) ao longo da
recta y = x. Para x # 0 tem-se 2y = 2 > 0, pelo que

f(x,x) _ (1+z)y/x2+a2 — (1+x)|x|\/§.

34 z(1+22)

Se z > 0, entao

flae)= 022 — V3,
z—0T




enquanto que, se ¢ < 0,
flx,z) = —% — —V2.
z—0"
Como os limites laterais ao longo da mesma recta y = x séo diferentes, o limite lim, ,)—(0,0) f (2, y)
nao existe. Logo, f ndo é continua em (0, 0).
(b) Pela definicao, d1,1)f(0,0) = lim; o w = lim; ;0 %ﬁ) Para t # 0, tem-se ¢ - t = t* > 0,
logo

Ft, 1) = (I+t)/t2+t2 _ (140) [tV2
(7 )_ 3+t = t(tZ+1)

Se t > 0, entdao f(t,t) = Anv2 /5 e portanto @ — 4o00. Set < 0, entao f(t,t) =

t2+1
_(1+H)v2
t2+1

— —+/2 e portanto @ — 400. Assim, o limite diverge; logo 0(1,1)f(0,0) ndo existe.

4. Considere a fungéo f(z,y) =3z —4y — 1.

(1 val.) (a) Mostre que f nao tem pontos criticos em R2.
(Y, val.) (b) Justifique a existéncia de minimo global e maximo global de f no conjunto S = {(z,y) € R? :
2?2 +y? <1}
(1Y, val.) (c¢) Determine o maximizador e o minimizador globais de f restrita ao conjunto S.

(a) Um ponto critico satisfaz Vf = 0. Como

3

Vf(m,y) = |:_4

|#0

~ e 2
f néo tem pontos criticos em R~.

(b) O conjunto S = {(x,y) : 2% +y* < 1} é fechado e limitado em R?, logo é compacto. A fungio f é
continua, pelo que, pelo Teorema de Weierstrass, f atinge maximo e minimo globais em S.

(c) Para determinar os extremos globais de f em S, basta procurar extremos na fronteira 2 43> = 1
(pois f é linear e ndo tem pontos criticos no interior). Considere-se a restrigao com multiplicadores
de Lagrange:

extremos de f(z,y) = 3z — 4y — 1 sujeitos a g(z,y) = 2> +3° —1=0.

Resolvemos
Vf=AVg.

3 2
Como Vf = |: 4:| e Vg = |:2x:| , obtemos o sistema
- Y

3 =2\z,
Slaa ] = 4=2)
—4| "2y T
2?2 +y?=1.
. - 3 -4 =2 - -
Das duas primeiras equagoes, * = ;Y=o = Substituindo na restricao:

()4 (R)=1 = Z+i=1 = =1 \==%I

Se A = g, entao

Se \ = —g, entao
(@y)=(-5.5), [f(=5.5)=—6

3

Logo, o maximizador global é (g, 7%) e o minimizador global é (f%, %)




5. Considere o conjunto R = {(my) ER?:y>0, y<az+1,y<1-— x} c R
(Y5 val.) (a) Represente R graficamente.
(1%, val.) (b) Calcule [[,(x* —2y) dedy.

(a) Asretasy =z +1ey=1—z intersectam-se no ponto (0,1). Além disso, as interse¢des com o eixo
z (isto é, com y = 0) sdo

y=z+1 =>z=-1 = (-1,0), y=1l-z = z=1 = (1,0).

Assim, R é o tridngulo com vértices (—1,0), (1,0) e (0,1), delimitado inferiormente por y = 0 e
superiormente pelas retas y = x + 1 (para z € [-1,0]) e y = 1 — z (para = € [0,1]).

(b) Particionando a regido em fungao do valor de x, obtemos

0 z+1 1 11—z
// (2® — 2y) dzdy = / / (x® — 2y) dy dz + / / (z® — 2y) dy dz.
R -1Jo o Jo

Para o primeiro integral:
@+l x+1 k;
/ (2% — 2y) dy = [mzy—yﬂo =lz+1)—(z+1)2 =2 -2 -1
0

Logo,

Para o segundo integral:

1—x 1—z .
/o (2 — 2y) dy = [ny—yQ]O =’1l-z)—(1-2)"=—-2"4+3c—-1.

Assim,

! 3 z* 322 1
/0 (—a: +3x—1) dac:[—4 —|—T—x] =

//R(:EQ—Zy)dxdy:—%—i—i:—%.

Somando,

6. Determine as solugbes gerais das seguintes equagoes diferenciais:

(1 val.) (a) v =2zy+y.
(1Y, val.) (b) y" — 2y +y = 8e3*.
(a) Temos
Y =02z+1)y < yy/ =2z +1.
Integrando,
2
Injyl=2’4+z+C < ylx)=Ce" .




(b) A equac@o homogénea associada é
" /
y -2y +y=0,

cuja equacdo caracterfstica é 72 — 2r + 1 =0, isto é, (r — 1)®> = 0. Logo,
yr(z) = (C1 + Caz)e”.
Para uma solucdo particular, tentamos y,(x) = Ae>”. Entdo
Yp = 346>, Yy = 946>,
e substituindo na equagao:
(94 —2-3A 4 A)e®" = 4A*" =8 — A=2.

Assim, a solugdo geral é
y(x) = (C1 + Cox)e® + 2€°".

7. Seja f : R? — R uma funcio de classe C*.

(a) Considerando a composicao f(uv?,v% + 1), calcule % em funcao das derivadas parciais de f
(nao considere a expressao de f na alinea (b)).
(b) Seja f(z,y) = 23 + 2% B a funcio L&Y (positivamente) homogénea ? Em caso afirmativo,

e

indique o grau de homogeneidade.

(a) Considere-se g(u,v) = f(uv?,v? + 1). Definamos 2 = uv? e y = v> 4 1. Pela regra da cadeia,

2 2
29 (u,0) = fo(w®, v +1) - 2820 4 £, (uo?, 0 4+ 1) - 25

Como 8%‘7;’2) =vle w = 0, obtemos
2 (v’ v + 1) = 0* fo(uo®,v* +1).
(b) Seja
3 2
F(z,y) = flzy) _ =z tay (z,y) # (0,0).

T Va2 a2

Para t > 0 temos

fltz,ty) = (t)” + (t)(ty)* = t*(2” + 2y”) = £ f(2, ),

(§]
Vi) + () = /e + o
Logo,
_ _ flazty)  voshom. t3f(zy) _ 2
Plte,ty) = 75y~ e LT @Y

Conclui-se que F' é positivamente homogénea de grau 2 (no seu dominio, isto é, em R*\ {(0,0)}).




