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Introdugdo



Motivacao

Exemplo (Adaptado de Mour3o et al.):

Na Fébrica PMat s3o produzidos dois produtos, P1 e P2, em duas Secgdes S1
e S2. Cada secg¢do tem uma capacidade semanal de produc3o igual a 60 h.m.
e 40 h.h., respetivamente. A produ¢do de uma unidade de P1 necessita de 3
h.m. em S1 e 1 h.h. em S2, e tem uma margem de lucro de 5 u.m.. Para a
producdo de uma unidade de P2 s3o0 necessdrias 2 h.m. em S1 e 2 h.h. em S2,
e tem a margem de lucro de 2 u.m.. Além disso, devem ser produzidas pelo
menos 10 unidades de P2.

Os CEOs da PMat tém objetivos distintos. O CEO A pretende ter um lucro
minimo de 75 u.m., enquanto a CEO B pretende que as h.m. semanais gastas
na Seccdo S1 sejam no maximo 50 h.m., para diminuir os custos de manutencio
das maquinas.

Formule o problemas do CEO A e da CEO B em programagao linear conside-
rando que o objetivo do CEO A é maximizar o lucro e da CEO B é minimizar
as h.m. gastas na Sec¢do S1 e resolva-os graficamente.




x; - quantidade de produto P; a produzir semanalmente, i € {1,2}

CEO A

Maximizar 5x1 + 2x

Sujeito a: 3x3 + 2x» < 60

x1 4+ 2x2 < 40
50 x1 >0, xp > 10
X2
40
30
20 3x1 + 2xp = 60
10 \‘\ AN xp i 10
’ \\ 0&%@ 3(‘110
10 20 30 40 ag
6.
%10 20 2%
x* = (535 e z* = 88°u.m. (gasta 60
h.m. em S1).

CEO B

Minimizar 3x; + 2x»

Sujeito a: 3x3 + 2x» < 60

x1 4+ 2x0 < 40
50 x1 >0, x> 10
X2
40
30
20 3x1 + 2xp = 60

.
N xp =10

10—
Ay + 2xp =40
] FO:3 \\k}a\ X!

10 20 30 40 50

x* = (0,10) e z* = 20 unidades (origina

um lucro de 20 u.m.).

B Otimizado os objetivos separadamente n3o conseguimos atingir as metas estabeleci-

das.



B Qual é a melhor soluc3o?

» Cada CEO tem uma preferéncia diferente.
» Os valores das func¢des objetivo sdo expressos em unidades diferentes.

» As solugdes sdo ndo comparaveis.

B Estamos perante um problema com dois ou mais objetivos conflituosos.



Motivacao

B Exemplos de problemas com dois ou mais objetivos conflituosos

>

Planeamento de produgdo: minimizar os custos vs. maximizar a utilizagdo de
recursos.

Selecdo de projetos: maximizar o retorno vs. minimizar o risco.

Localizag3o de equipamentos: maximizar a qualidade de servico vs. minimizar os
custos.

Distribuicdo: minimizar os custos de transporte vs. maximizar a quantidade de
artigos distribuidos.

Fornecimento de energia: minimizar os custos vs. maximizar a utilizacdo de
energias renovaveis.

Planeamento urbano: minimizar os custos e impactos ambientais vs. maximizar
a satisfacdo das populagdes.



Introducao

Existem varias metodologias para lidar com problemas com muiltiplos ob-
jetivos:

» Programag¢do Multi-Objetivo
— Existem varios objetivos. = Sem metas a atingir.
» Programacao por Metas %

— Existem metas a atingir.



Introducao

Na programacdo por metas, o decisor identifica quais as metas a atingir e:

» Penalidades associadas ao ndo cumprimento das metas; ou

— Metas Nao Hierarquizadas

» A ordem de prioridade das metas a atingir.

— Metas Hierarquizadas



Introducao

Exemplo (Adaptado de Mour3o et al.):

Na Fébrica PMat s3o produzidos dois produtos, P1 e P2, em duas Secgdes S1
e S2. Cada sec¢do tem uma capacidade semanal de produc3o igual a 60 h.m.
e 40 h.h., respetivamente. A produg¢do de uma unidade de P1 necessita de 3
h.m. em S1 e 1 h.h. em S2, e tem uma margem de lucro de 5 u.m.. Para a
producdo de uma unidade de P2 s30 necessdrias 2 h.m. em S1 e 2 h.h. em S2,
e tem a margem de lucro de 2 u.m.. Além disso, devem ser produzidas pelo
menos 10 unidades de P2.

Os CEOs da PMat tém &E@s distintas. O CEO A pretende ter um lucro
minimo de 75 u.m., enquanto a CEO B pretende que as h.m. semanais gastas
na Secgdo S1 sejam no maximo 50 h.m.,para diminuir os custos de manutengdo
das maquinas.




Introducao

As s
Ofdridss que os CEQ pretendem alcancar s3o os seguintes:

M e

Sretivo CEO A: bxp + 2x2 > 75 (lucro de pelo menos 75 u.m.)
Metug

Obretive CEO B: 3x; + 2x; < 50 (gastar no maximo 50 h.m. em S1)

Qode v
B Wk possivel satisfazer as duas metas. = Soluc3o de compromisso.

B A programacgao por metas encontra uma solugcdo de compromisso trans-
formando cada meta numa restricio que pode ser violada se necessario.

10



Introducao

Como transformar as metas em restricdes que podem ser violadas?

\ J

Ideia Geral:

Adicionar varidveis de desvio ndo-negativas as metas que represen-
tam os desvios acima e abaixo do lado direito da meta. Assim,

o lado esquerdo da meta pode estar acima ou abaixo do seu lado
direito.

11



Introducao

As metas dos CEO podem ser escritgs da seguinte forma equivalente:

Meta CEO A: 5x; +2x +s; —s; = 75 (lucro > 75 u.m.)
Meta CEO B: 3x3 +2x2 + 5, — s, =50 (h.m. em S1 < 50)

As varidveis s; , s, s, e sy’ n3o-negativas s3o as varidveis de desvio.

Nota: No mdaximo, uma das varidveis de desvio de cada meta tem valor
positivo.

12



Introducao

B Analisando o caso da meta do CEO A:

Caso s; ;Oesf:O: 5x1+2x2+ 5, =75 = bx1 + 2x < 75.
Caso s; :Oesl+ > 0: 5x1+2XQ—51+:75 — 5xy + 2% >/75.

Se s; =0, a meta do CEO A ¢é atingido. = Queremos que s; tenha
o menor valor possivel.

B Analisando o caso da meta do CEO B:

Caso s; ;0e52+:0: 3x1+2x +s, =50 = 3x; + 2x2 < 50.
Casos, =0es) >0:3xq+2x—s, =50 = 3x; +2x >50.

Se s;” =0, a meta do CEO B é atingido. = Queremos que s,” tenha

o menor valor possivel.

13



Introducao

Para obtermos uma solugdo de compromisso queremos:
» Minimizar s;°
» Minimizar s;°

Sujeitas as restantes restricdes do problema.

B Como resolver este problema?

» Metas Nao Hierarquizadas
— Apenas existem pesos associados as metas.
» Metas Hierarquizadas

— Ha uma relagcdo de prioridade entre as metas.

14



Formulagao em Programacdo por Metas

15



Formulacao em Programacao por Metas

Parte 1:

» Definir todas as varidveis de decisdo do problema (exceto as varidveis de
desvio).

» Identificar e formular as metas a atingir.

Parte 2:

» Restri¢des funcionais do problema.
» Restricdes de sinal - dominio das varidveis.

» Restricdes associadas as metas - com as varidveis de desvio.

Parte 3:

» Funcgdo objetivo = Minimizar as variadveis de desvio associadas as metas.
— Indicar os pesos de cada meta, ou
— Indicar a ordem de prioridades entre as varias metas.

16



Exemplo (Adaptado de Mour3o et al.):

Na Fébrica PMat s3o produzidos dois produtos, P1 e P2, em duas Secgdes S1

e S2. Cada seccido tem uma capacidade semanal igual a 60 h.m. e 40 h.h.,
respetivamente. A producdo de uma unidade de P1 necessita de 3 h.m. em
Sl el h.h. em S2, e tem uma margem de lucro de 5 u.m.. Para a producio
de uma unidade de P2 s3o necessdrias 2 h.m. em S1 e 2 h.h. em S2, e tem a
margem de lucro de 2 u.m.. Além disso, devem ser produzidas pelo menos 10
unidades de P2.

e bus
Os CEOs da PMat tém élsjetinss distintas. O CEO A pretende ter um lucro
minimo de 75 u.m., enquanto a CEO B pretende que as h.m. semanais gastas
na Sec¢do S1 sejam no maximo 50 h.m., para poupar as maquinas.
Formule o problema da PMat em programagdo por metas.




B Variaveis de decisdo:

x; - quantidade do produto Pi a produzir semanalmente, i € {1,2}
B Metas a atingir:
5x1 + 2x2 > 75 (lucro minimo de 75 u.m.)
3x1 + 2x2 < 50 (no méximo 50 h.m. gastas em S1)
B Formulagdo em programagdo por metas:
minZ =s; + 52+
s.a:3x; + 2xp < 60

x1 + 2x2 < 40

xp > 10

5x1+2x2 +s; — s =75

3x1 +2x2 +55 ,52+ =50

)q,sf,s;r,s;,s; >0
Nota: Em metas n3o hierarquizadas, a fungdo objetivo deve incluir os pesos. Num

problema de hierarquizadas, devem ser apresentados os varios objetivos e a sua ordem

de prioridades. 18



Metas Nao Hierarquizadas

19



Metas Nao Hierarquizadas

Considere um problema com r metas, onde a i-ésima meta é:

Minimizar\@ ie{l,... r}

Lafm(‘c% dus VosiGuis Qs Swswo do
s
A fungdo objetivo ponderada que combina todas as metas é: S

Minimizar Z = Z wiG = wi G +wG+ ...+ w, G,
i=1

Os pesos positivos wy, wy, . .., w, refletem as preferéncias do decisor.
» Quanto maior for o valor de w;, mais importancia tem o objetivo.

» Exemplo: Se w; = 1, todas as metas tém igual importancia.

Nota: A determinacdo dos pesos é extremamente subjetiva. 20



Metas Nao Hierarquizadas

[ Como resolver um problema com metas n3o hierarquizadas? ]

Apds formularmos a fungdo objetivo ponderada, estamos perante um pro-
blema de programacao linear com um Unico objetivo.

Que métodos de resolucdo que conhecem para problemas de pro-
gramacao linear com um tnico objetivo?

» Método do Simplex

— Software que resolve o método do Simplex - solvers

21



Exemplo (Adaptado de Mour3o et al.):

Na Fébrica PMat s3o produzidos dois produtos, P1 e P2, em duas Sec¢des S1
e S2. Cada seccdo tem uma capacidade semanal igual a 60 h.m. e 40 h.h.,
respetivamente. A produ¢do de uma unidade de P1 necessita de 3 h.m. em
Sl el h.h. em S2, e tem uma margem de lucro de 5 u.m.. Para a producio
de uma unidade de P2 s3o necessarias 2 h.m. em S1 e 2 h.h. em S2, e tem a
margem de lucro de 2 u.m.. Além disso, devem ser produzidas pelo menos 10
unidades de P2.

Os CEOs da PMat tém Wm& distintos. O CEO A pretende ter um lucro
minimo de 75 u.m., enquanto a CEO B pretende que as h.m. semanais gastas
na Sec¢3do S1 sejam no maximo 50 h.m., para poupar as maquinas.

Formule o problema da Fébrica PMat em programagdo por metas e resolva-o
com o peso 2 para a meta do CEO A e o peso 1 para a meta da CEO B.




B Varidveis de decisdo:

x; - quantidade do produto Pi a produzir semanalmente, i € {1,2}
B Metas a atingir:
5x1 + 2x2 > 75 (lucro minimo de 75 u.m.) = Peso 2
3x1 + 2x2 < 50 (no méaximo 50 h.m. gastas em S1) — Peso 1
B Formulagdo em programagao em metas n3o hierarquizadas:
min Z = 2s; + 152+
s.a:3x; + 2xp <60

x1 4+ 2xp < 40

x> > 10

5x1+ 20 +s; — s =75

3x1 +2x2 +55 752+ =15()

— ot o ot
X1,51 ;51,5 S, >0

23



B Passo 1: Escrever o problema na forma aumentada (todas as restricdes = e todas as
varidveis > 0):

min Z = 2s;” +15§'
s.a:3xy +2xp + x3 = 60
x1 4+ 2xp + x4 = 40
x2 — x5 = 10
5x1 +2x2 +5s; —s =75
3x1+2x2 +5s, —s5 =50

— o = o
X1, X2,X3,X4,X5,51 ;51 ;5 ,S) >0

B Passo 2: Determinar uma solugio bésica admissivel (SBA) inicial:

Considere-se (Xl,XQ,X3,X4,X5,Sl_,Sl+,S2_,S;) = (0, 10, 40, 20, 0, 55, 0, 30, 0).

24



Bl Passo 3: Escrever o quadro do simplex associado a SBA inicial e encontrar a SO:

X\ X2 X3 X4 X5 S 8§ Sy 52+ TI
V4 10 0 0 0 4 0 - 0 -1 110
X3 3 0 1 0 2 0 0 0 0 40
X4 1 0 0 1 2 0 0 0 0 20
X 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 10
s 5 0 0 0 2 1 -1 0 0 55
s, 3 0 0 0 2 0 0 1 -1 30

\O
CE = max{10,4}/— x| passa a VB

@SE= min{%7 %, %5, ?} =10 — s, passa a VNB

25



X1 X2 X3 Xa X5 s, 51+ Sy 52+ TI
V4 0 0 0 0 -8/3 0 -2 -10/3 7/3 | 10
X3 0 0 1 0 0 0 0 -1 1 10
X4 0 0 0 1 4/3 0 0 -1/3 1/3 | 10
X2 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 10
s; | 0 0 0 0 -4/3 1 -1 -5/3 5/3 5
X1 1 0 0 0 2/3 0 0 1/3 -1/3 | 10
X
CE = max{%}4—> s) passa a VB
CS:min{%,%,% =3 — s, passaa VNB
3 3

26



45 —

x| X2 X3 Xa X5 s s] S, 52+ TI
zZ 0 0 0 0o -12/15 -7/5 -3/5 -1 0 3
X3 0 0 1 0 4/5 -3/5 3/5 0 7
X4 0 0 0 1 24/15  -1/5 1/5 0 0 9
X 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 10
52+ 0 0 0 0 -4/5 3/5 -3/5 -1 1 3
X1 1 0 0 0 6/15 1/5 -1/5 0 0 11

Como a linha da FO n3o tem valores positivos estamos perante a SO.

Logov (X11X27X37X47X51Sl_vsf—vsz_asg—)* = (1171077797070707 07 3)

27



B Anilise da solucdo:

» A solugdo obtida consiste em produzir 11 unidades de P1 e 10 unidades
de P2.

» Como Z* > 0, podemos concluir que houve pelo menos uma meta
nao atingida.
— O lucro obtido é de 75 u.m., pelo que a meta do CEO A foi atingida
na igualdade (s; = s{” = 0).
— Foram gastas 53 h.m. na Sec¢do S1, pelo que a meta da CEO B nZo

foi atingida tendo sido gastas mais 3 h.m. do que o limite estabelecido
(s5 =3).

Nota: E expectavel que a meta atingida tenha sido a do CEO A, uma vez
que era essa a meta que tinha mais peso.

28



Metas Hierarquizadas

29



Metas Hie izadas

O decisor ordena as metas do problema de acordo com as suas prioridades.
Dado um problema com r metas, estas podem ser escritas da seguinte

forma:

Prioridade Maxima

Minimizar Bj#4/lipa 64

Prioridade Minima

Minimizar R4y b

B
B Onde g, com i € {1,...,r}, representa uma fung3o das varidveis de

desvio associadas a meta /. 30



Metas Hie izadas

Como resolver um problema com metas hierarquizadas?

\. 7

Ideia Geral:

Otimizando os objetivos (linicos) por ordem de prioridade e adicio-
nar restrigdes ao problema de forma a que as solugdes obtidas para
os objetivos com maiores prioridades nao piorem.

B Este método é chamado de método lexicografico.

31



Metas Hierarquizadas

1: Identificar as metas do problema e ordena-las por ordem de prioridade:

o

1 23
6-1_ 76‘) )-"36’7

2: Fazeri=1.

3: foralliec{l,...,r} do 6.

4: Resolver o problema que minimiza a meta i e obter pt; loréti do
das—varisveis de-desviv dametayp— 0 S VA5 dhvo oF

5: Adicionar a restri¢do gAY ao conjunto de restricdes do problema.

6: Fazeri=i+1. G ¢ a

7: end for

32



Exemplo (Adaptado de Mour3o et al.):

Na Fébrica PMat s3o produzidos dois produtos, P1 e P2, em duas Sec¢des S1
e S2. Cada seccdo tem uma capacidade semanal igual a 60 h.m. e 40 h.h.,
respetivamente. A produ¢do de uma unidade de P1 necessita de 3 h.m. em
Sl el h.h. em S2, e tem uma margem de lucro de 5 u.m.. Para a producio
de uma unidade de P2 s3o necessarias 2 h.m. em S1 e 2 h.h. em S2, e tem a
margem de lucro de 2 u.m.. Além disso, devem ser produzidas pelo menos 10
unidades de P2.

Os CEOs da PMat tém WW distintas. O CEO A pretende ter um lucro
minimo de 75 u.m., enquanto a CEO B pretende que as h.m. semanais gastas
na Sec¢3do S1 sejam no maximo 50 h.m., para poupar as maquinas.

Formule o problema da Fébrica PMat em programagdo por metas e resolva-o
considerando que a meta da CEO B tem mais prioridade que a do CEO B.




B Varidveis de decisdo:

x; - quantidade do produto Pi a produzir semanalmente, i € {1,2}
B Metas a atingir:
5x1 + 2x2 > 75 (lucro minimo de 75 u.m.) = Prioridade 2
3x1 + 2x2 < 50 (no maximo 50 h.m. gastas em S1) = Prioridade 1
B Formulagdo em programacgdo em metas hierarquizadas:
minZ = P1(sy) + Pa(s;)
s.a:3x; + 2xp < 60

x1 4+ 2xp < 40

x> > 10

5x1+ 20 +s; — s =75

3x1+2x2 +55 752+ =15()

— ot o ot
X1,51 ;51,5 S, >0

34



Exemplo - Resolucao grafica

Problema que minimiza
meta Pi:

minZ = 52+
s.a:3x; 4+ 2x <60
X1+ 2x2 < 40
xp > 10
3x1 +2x2 +s5 7524r =50

xl,s;,s;r >0

50 %

40 |

30

20 -

10

x2

3x1 + 2xp = 60

>0
xp = 10
3x7 -N2XN= 50
+2xy = 40
s, > Oe‘sz+ = ‘ X1
10 20 30 40 50

Existem vdrias solugdes que atingem a meta_de prioridade P1 = todas as solugGes
que estdo na regido vermelha tém valor 52+ WA O.

B Adicionar a restricdo 3x; + 2xp < 50.

» A RA do préximo problema é a assinalada a vermelho.

35



Exemplo - Resolucao grafica

Problema que minimiza 50
X2
meta Ps:
minZ = s 40 +
s.a:3x; 4+ 2x <60
x1 + 2x < 40 30 1
x2 > 10 xq + 2xp = 60
3x1 + 2% < 50 20 -+ s, =0esy >0
5X1+2x2+517751+:75 xp = 10
1
xa,s7,sf 20 ° R
+2x) = 40
s; > Oe‘sf ‘ X1
10 20 30 40 50

A melhor solucio é: (Xl,x2,s;,sl+,s;,52+) = (10, 10,5,0,0,0).

36



Exemplo - Resolucao grafica

A solugcdo consiste em produzir 10 unidades de P; e 10 unidades de P,
semanalmente.

» A meta de Prioridade 1 é atingida, pois 5; = (0),

— O ndmero de h.m. gastas em S1 é de 50, o que é inferior ou igual ao
valor maximo da meta das 50 h.m..

» A meta de Prioridade 2 ndo é atingida, pois s; = 5.

— O lucro é de 70 u.m., o que fica aquém do valor minimo exigido que
éde 75 u.m..

Nota: E expectavel que as metas de prioridade mais alta sejam as que s3o
atingidas.

37



Exemplo - Resolucao método do Simplex

B Passo 1: Escrever o primeiro problema na forma aumentada (todas as restrices = e
todas as varidveis > 0):

minZ:s;r

s.a:3xy +2xp + x3 = 60
x1 + 2x2 + x4 = 40
x2 — x5 = 10
3x1+2x +5s, —s) =50

= g
X1, X2, X3, X4,X5,S, ;S >0

B Passo 2: Determinar uma solugio bésica admissivel (SBA) inicial:

Considere-se (Xl,xz,X3,X4,X5,sz_,s;') = (0, 10, 40, 20, 0, 30, 0).

38



Exemplo - Resolucao método do Simplex

H Passo 3: Escrever o quadro do simplex associado a SBA inicial e encontrar a SO:

X] X2 X3 X4 X5 S, s;' TI
z 0 0 0 0 0 0 -1 0
X3 3 0 1 0 2 0 40
X4 1 0 0 1 2 0 0 20
X 0 1 0 0o -1 0 0 10
Sy 3 0 0 0 2 1 -1 1 30

Como a linha da FO n3o tem valores positivos estamos perante a SO.

39



Exemplo - Resolucao método do Simplex

B Passo 4: Adicionar a restricdo FO < Z*:
s;' <0 < 3x1+2x5+s, =30 <0 <= 3x1+2x5+s, <30 = 3x1 + 2x5 + x5 = 30
e escrever o segundo problema na forma aumentada em func¢3o da base étima do primeiro
problema:
minZ = s
s.a:3x; + x3 + 2x5 = 40

X1 + x4 + 2x5 = 20

xp — x5 = 10

3x1 + 2x5 + x5 = 30

5x1 +2x2 +5; —s; =75

X1, X2, X3, X4, X5, X6, S, 5] >0
B Passo 5: Escrever a FO e a novas restricdo em funcdo das VNB. VB: x3, xa, x2, %
es .
Restricdo 5: bxy + 2x2 + 57 — 51+ =75 <= 5x1 +2(10 + x5) + 5, — 51+ =210 =
5x1 +2x5 + 51 75;r =355
FO: Zy =s; <= Zy=D55+s —5x1 —2x; <= Zo+5x1 + 2x5 — 5] =55

40



Exemplo - Resolucao método do Simplex

B Passo 6: Escrever o quadro do Simplex associado a SBA corrente e encontrar a SO:

X1 X2 X3 X4 X5 Xe S S TI
V4 5 2 0 0 0 0 0 -1 ] 55
X3 3 0 1 0 2 0 0 40
X4 1 0 0 1 2 0 0 0 20
X2 0 1 0 0 -1 0 0 0 10
X6 3 0 0 0 2 1 0 0 30
s 5 2 0 0 0 0 1 -1 ' 55

CE = max{5,2} =5 — x; passa a VB

@SE= min{%7 %, ?, %} =10 — xp passa a VNB

41



Exemplo - Resolucao método do Simplex

X] X2 X3 Xa X5 X6 s si*' TI
Zz|lo 2 o o -43 %3 0 1|5
x3 | 0 0 1 0 0 Al 0 o0 |10
xx |0 0 0 1 43 -1/3 0 0 |10
xx |0 1 0 0 -1 0 0 o0 |10
x |1 0 0 0 2/3 13 0 0 |10
ss; |0 o o o0 -43 53 1 -11'5

Todos os coeficientes da linha da FO sdo < 0 — estamos perante a SO.

42



Notas sobre a Programacao por Metas

» Novo paradigma: Determinamos uma solu¢do de compromisso, em
vez da solug¢do dtima.

» Cada meta é transformada numa restricdo que pode ser n3o satisfeita
utilizando varidveis de desvio.

% As duas varidveis de desvio ndo podem ter valor positivo si-
multaneamente.

» Métodos de resolucdo:

— Metas nao hierarquizadas: os decisores atribuem pesos as metas.
— Metas hierarquizadas: os decisores estabelecem uma ordem de
prioridade entre as metas.

43



Referéncias bibliograficas

@ Mourdo, M. C., Santiago Pinto, L., Simdes, O., Valente, J., & Vaz
Pato, M. (2019). Investigacdo Operacional Exercicios e Aplicacées.
Escolar Editora.

[d Taha, H. A. (2017). Operations Research An Introduction. Pearson
Education Limited.

44



	Introdução
	Formulação em Programação por Metas
	Metas Não Hierarquizadas
	Metas Hierarquizadas

