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1. O conJuNTO C DOS NUMEROS COMPLEXOS

(z +iy).(2" +iy) = (w2’ —yy') +i(zy +2'y), zyeR  (11)

O complexo conjugado z de um niimero complexo z = x4+ 1y é definido
como

Z=c+iy =c —1y. (1.2)
Assim, a parte real de z é
Z+z Z2—Z
Rez = =z e Imz= =
2 2i

a parte imagindria. Na Figura 1 encontra-se esquematizado o plano com-
plexo.

Exercicio 1. Calcule 2z.
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Observacgao 1. Note que

e i2=0+9)0+1i)=—-1+i0=—1

e se z =2 entao Rez=Rez eImz =1Im2
e z=zssez€eR

e zZ=12

Exercicio 2. Prove as sequintes propriedades da conjugacao:

1.1. Estruturas métrica e topolégica de C. O valor absoluto (ou
médulo ou norma) de z = x + iy € C indica a distancia & origem

2 = Va4 (1.3)
como em R?. A distancia entre dois pontos é entao
d(z,2) =12 —7|. (1.4)
Estas norma e distancia em C coincidem com as de R?.

Observacao 2. Note que |z|2 # 22. De facto, |z|> é um ntimero real para
qualquer z = x + iy € C, enquanto 22 = 2% — y? + 2izy s6 é real se z é real

ou puro imaginario.

Exercicio 3. Mostre que
(1) 22| = |2] |

(2) 2| = |7

(3) |Rez| < z] e |Imz| < |z| -
(4) |2+ 212 = 2> + |7|> + 2Re(z7)
(

(

(

(

Schwarz)

Consideramos a estrutura topoldgica de C (conjuntos abertos, fechados,
interior, fronteira, exterior, fecho, conexo, compacto, etc.) a mesma de R2.
Isto é, tendo em conta o isomorfismo! entre estes dois conjuntos que associa
z = x+1iy ao par (z,y), temos uma correspondéncia biunivoca entre abertos
de C e de R?. Em particular, um aberto em C é um conjunto que contém
uma bola (disco)

Dy(z0) ={z€C: |z — 2| <71} (1.5)
para cada um dos seus pontos zg.

Um conjunto nao vazio A C C é desconexo se existirem Ay # ) e Ay # ()
abertos tais que AyNAs =0 e AC A; UAs. Ou seja, tem mais do que uma

1Um isomorfismo entre dois espagos A e B é uma bijeccdo f: A — B que preserva
alguma propriedade dos espacos. Por exemplo, entre espagos vectoriais queremos que a
linearidade sejam preservada (f e f~' sdo lineares); entre corpos que se se preservem as
operagdes de soma e produto (f e f~* sdo homomorfismos); entre espagos topolégicos que
se preservem as estruturas topoldgicas (f e f~' sdo continuos), etc. Os espacos A e B
dizem-se assim isomorfos, e escreve-se A ~ B.
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componente disjunta. Diz-se conexo se nao é desconexo, isto é, tem apenas
uma componente disjunta.
Chama-se regiao em C a um aberto nao vazio e conexo.

Proposigao 1.1. Seja BC ACCeA#0. Se A ¢ conexo e ANIB =),
entdo B=0 ou B = A.

Demonstragao. Supondo que B # () e B # A, temos que AN B¢ # (). Se
ANOIB =, entao Ay = B e Ay = AN B¢ sao disjuntos, nao vazios, abertos
e a sua uniao cobre A. Ou seja, A é desconexo. (]

1.2. Propriedades algébricas. A adicao de complexos é claramente co-
mutativa, associativa, 0 = 0+ ¢0 é o elemento neutro, e para cada z € C
existe o seu simétrico —z tal que z + (—z) = 0.

Exercicio 4. Mostre que:

(1) a multiplicagao de complezos € associativa, comutativa e distributiva
em relacao a adi¢ao;

(2) o unico elemento neutro da multiplicagdo é o 1;

(3) o unico elemento absorvente da multiplica¢ao € o 0;

(4) existe um tinico inverso z~' para cada z € C — {0} dado por

1z
Z ==
z |7
Apos resolver o exercicio acima o teorema seguinte fica demonstrado.
Teorema 1.2. C é um corpo.

Observacgao 3.

e O quociente entre dois nimeros complexos z e 2/ # 0 é z/2' =
2(2")~L

e Como C é isomorfo a R?, C ~ R?, nao pode ser ordenado. Logo sé
teremos 2z < 2’ se z e 2/ forem reais.

e O conjunto C pode ser interpretado como um espaco vectorial de
dimensao 1 (com base e.g. {1}) sobre os complexos (i.e. os escalares
estao no corpo C).

1.3. Interpretagao geométrica de C.

1.3.1. Representacgao polar.
e O médulo (ou norma ou valor absoluto) de z = = + iy é

2| = V2Z = /a2 + 2. (1.6)

e O argumento de z = x + iy é dado pela funcao arg: C —] — 7, 7|

com
arctan ¥, z>0ey>0
5 z=0ey>0
m+arctan?,  r<0ey>0
arg(z) = ¢ —m +arctan ¥, z<0ey <0 (1.7)

-3 r=0ey<0
arctan ¥, r>0ey<0
0, z=y=0.
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A fungao arctan: R —] — 7, 5[ é a inversa da fungdo tangente restringida a
m™ T
|- 5.5l
Podemos assim escrever qualquer niimero complexo na representacao po-
lar na forma
z = |z|e" 8%, (1.8)

targz _ Cos(arg Z) —+ 7 sin(arg Z)

onde e

Exercicio 5. Mostre que arg(zz') = arg z + arg 2’ + 2mn com n € Z tal que
arg(zz') €] — m, .

Fixemos um complexo 2’ = 2’ + iy’ qualquer. A multiplicacao z — 2’z
pode entao ser interpretada como a composi¢ao entre uma rotagao arg z —
arg z + arg 2/, e uma homotetia® z — |2/| z. Isto 6,

ZZ/ _ |Z| |Z/‘ei(argz+argz’). (19)

Vista em R? a operacdo de multiplicacio é dada pela transformacio linear
com a matriz na base candnica:

- Al

Esta pode ser decomposta em duas outras transformacgoes lineares: uma
rotacao por arg(z’) dada pela matriz

_ |cos(arg z’) —sin(arg?’)
Rarg 2 = [sin(argz’) cos(arg ') |’ (L.11)
e a homotetia com matriz:
(@) + (v')? [(1) ﬂ , (1.12)

Exercicio 6. Mostre que

o —

[y’ xg{] = V(@)? + () Rarg v
1.3.2. *Representacdo esférica. Para muitas aplicagoes é conveniente exten-
der C introduzindo um ponto no infinito. Assim, definimos o plano complexo
aumentado:

C = CU{o0}. (1.13)

Assumimos que z+00 = oo para z € C, e zoo = 0o se z € C—{0}. Contudo,
nao definimos oo + co nem 0oo.

Falta extender a nocao de vizinhanga do ponto co. Para isso definimos a
bola (disco) em redor de oo com raio r da seguinte forma:

Dy(00) ={z€C: |z| > r} U{co}. (1.14)
Um conjunto em C é aberto se contém um disco centrado em cada um dos
seus pontos. Uma consequéncia imediata desta definigao é que abertos em

C sao abertos em C.
Vamos agora ver que C pode ser interpretado como a superficie esférica

S? = {(w1,22,23) € R?: 2} + 23 + 23 = 1}. (1.15)

2Transforma(;€mo que preserva a direcgao.
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Primeiro definimos a transformacéo p: S? — C, conhecida como projeccio
estereografica,

x1+ixe 2
bl ) ) E S - O, O7 1
p(a1,22,23) = ¢ 17 (w1, 22, 73) H } (1.16)

o0, (LIT]_,I‘Q,LE?,) — (05071)
Exercicio 7. *Mostre que a projeccdo estereogrdfica € bijectiva.

Assim os espagos acima sao de certa forma semelhantes. Devido a este
facto, designa-se usualmente C por esfera de Riemann. Nao ha contudo uma
expressao simples para a soma e o produto na representacao esférica.

1.4. O espago complexo multidimensional C¢. Paralemente & gene-
ralizacao de R para mais dimensoes, também podemos definir o espaco
C? = C x --- x C. Assim, um vector complexo z € C% pode ser escrito
como

Z = (l‘l +iyla"'7xd+/iyd) - (xlv"‘vmd) +1’(y17)yd)
2. FUNCOES COMPLEXAS ELEMENTARES

2.1. Fungao exponencial. A funcdo exponencial real exp: R —]0, 4+o0],

x — €% é definida por qualquer das seguintes formas equivalentes:

T o__ +oo z"
* e = n=0 nl>

e a tnica solugdo da EDO f' = f com f(0) =1,
e a inversa da fungdo z — [ 1dt, z > 0.
Queremos generalizar esta fungdo para o plano complexo. Assim, a expo-
nencial complexa é definida como
exp: C—>C
exp(z) — o = eRezeiImz' (21)

Observacgao 4.

e Se z € R, entao Im z = 0 e recuperamos a fungao exponencial real.
e Para z = x + iy € C temos que |[e*| = e” e arge® = y.

Exercicio 8. Mostre que, para z,%z' € C,
(1) et = e%e?
(2) e #£0
(3) e = ¢ sse z =2+ 2min comn € Z
(4) exp € uma fungdo periddica®. Determine o periodo minimal *.
(5) €% = e*
Exercicio 9.

(1) Calcule e™/2, e, 137/2 127 |eiy|,
(2) Quais as solugoes de e* =17

Na Figura 2 esquematiza-se a transformagcao de rectas verticais e horizon-
tais em C pela fungdo exponencial.

3 f 6 uma funcéo periédica com perfodo w € C—{0} (ou w-periédica) se f(z+w) = f(z),
para qualquer z no dominio de f.

4T.e. o perfodo T € C tal que qualquer outro periodo P € C é da forma P = nT com
n € Z.
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exp

Im TN

ah

F1GURA 2. A accado da exponencial sobre rectas verticais e horizontais

2.2. Funcgao logaritmo. A funcao logaritmo real log: |0, +oo[— R é defi-
nida como a inversa da exponencial: loge® = z = €!°87. Para generalizarmos
esta funcao a C teremos que ter em atencao que a exponencial é periddica,
logo nao tem uma unica inversa. Restringimos assim a exponencial a faixa

A={z€C: Imz €] —m, 7|}

onde ¢ injectiva. Além disso, como a exponencial nunca toma o valor zero,
o dominio da funcao logaritmo nao podera conter zero. Porém, valores reais
negativos estarao incluidos no dominio do logaritmo complexo, contrastando
com o caso real. Assim, definimos

log: C— {0} - C

2.2
log(z) = log |z| + i arg z, (22)
com arg(z) €] — m,7]. Deste modo, se z = x + iy € C — {0},
elogz _ elog|z\eiargz _ |z’eiargz — 5
(2.3)

loge® = log|e®| +iarge” =loge” + iy = 2.
Finalmente, o contra-dominio é log(C — {0}) = A.

Observagao 5. Poder-se-ia definir outras funcoes logaritmo, bastando para
isso considerar a fungao arg com valores em [27n, 2w (n+1)[, n € Z, ou outros
intervalos de comprimento 27.

Exercicio 10. Prove que se z,z' € C—{0}, entdo log(z2') = log z+log 2’ +
2min com n € Z tal que Imlog(zz") €] — m, 7).

2.3. Funcgoes trigonométricas. As fungoes trignométricas reais de varidvel
real, o seno sin: R — [—1, 1] e o cosseno cos: R — [—1, 1] podem ser defini-
das das seguintes formas:

(1) sendo € o dngulo (no sentido anti-hordrio) entre o semi-eixo positivo
das abcissas e o segmento de recta com extremos na origem e no
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ponto (x,y) de R?,

sinf = L, cosf = $,
/m.2+y2 /m2_|_y2
(2)
dng =3 CUO e (2.4
= (e = (@2n)! ‘
(3)
il _ o—if 0t 4 =it
sinf = — cosf = — (2.5)

(4) a tnica solu¢ao da EDO f” + f =0
e com f(0) =0e f'(0) =1 é a fungao seno,
e com f(0)=1e f'(0) =0 é a fungao cosseno.
Queremos extender estas funcoes a C. Para isso usamos a definigao 3. Ou
seja,
) ez‘z o e—iz eiz 4 e—iz
sihnz=———— e cosz=—"—, 2z€C. (2.6)
29 2
Exercicio 11. Mostre que
(1) sin®z + cos?z = 1
(2) sin(z + 2’) = sin z cos 2’ + cos z sin 2’
(3) cos(z+ 2') = cosz cosz’ —sinz sin 2/
Exercicio 12. Determine se sin e cos sao periddicas e 0s seus periodos
Minimaas.
2.4. Poténcias complexas. Dado z € C — {0} e w € C, queremos definir
a poténcia complexa de um ntmero complexo como
2V = gwlos= (2.7)
de forma a generalizarmos a poténcia de reais. Logo, temos a seguinte
propriedade: (z122)Y = 2¥z¥. Porém, repare que, como €™ = 1 para
qualquer n € Z,
LW — (elog z+27rzn)w — oW log ze27rznw' (28)
Logo a poténcia de ntimeros complexos nao pode ser definida univocamente
para qualquer w.
Exercicio 13. Escreva os valores possiveis para i*.

Proposigao 2.1.

e Se w = p/q € Q onde p e q sao inteiros primos entre si, entao
#{e2minw € 7} = q, ‘
o Sew e C—Q, entdo #{e*™: n € 7} = .

Demonstragdo. Para simplificar escrevemos A, = {e?™": n € Z}. Come-
cemos com o caso w = p/q € Q. Cada n € Z pode ser escrito na forma
n=gm+rondemeZerec{01,...,¢g—1}. Entao

e271'znp/q _ e27r7,m627m7‘p/q _ eZ7rz7”p/q'

Como r pode assumir ¢ valores, temos que #A,, = q.
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Para provar a segunda afirmagao, procuramos uma contradi¢do ao assu-
mirmos que #A,, é finito para w ¢ Q. Assim, existem dois inteiros n # m
tais que

e27rmw — e27r7,mw'

Ora, isto implica que 2minw = 2mimw + 27ik para algum k € Z. Daqui
resulta que w = k/(n —m) € Q, o que contradiz a hipétese. O

Observagao 6. As fungoes polinomiais complexas na forma
co+crz ezt o+ cp” (2.9)

estdo bem definidas visto que cada termo tem uma poténcia com expoente
inteiro (racional com ¢ = 1).

Exercicio 14. Determine todas as solucdes de zP =1 com p € Z.

2.5. Polinémios e fungoes racionais. De acordo com o teorema funda-
mental da algebra um polinémio de grau N € N do tipo

N
P(z) = Z 2",
n=0

com ¢, € C e cy # 0, pode ser decomposto num produto

N
P(z) =cn H(z - zi),
n=1

onde P(z;) = 0 define os zeros de P. Os zeros nao sao necessariamente
distintos. A ordem de cada zero é assim o numero de repeti¢oes do mesmo.

Uma funcao racional R é entao definida como o quociente entre dois
polinémios P e Q:

Assumimos que P nao ¢é divisivel por @, i.e. ndo tém zeros comuns. Assim
definimos os p6los de ordem r de R como os zeros de ordem r de Q.

2.6. Limites e continuidade. Como a estrutura topolégica de C coincide
com a de R? (ver Seccido 1.1), as nogoes de limite e de continuidade de
fungbes também coincidem. Ou seja, f: A — C é continua em zy se para
qualquer £ > 0 existe 6 > 0 tal que com z € A e |z — 29| < J temos
que |f(z) — f(z0)| < e. O que significa que f(zp) = lim,_,,, f(z). Segue
entdo que a soma, produto, quociente (excepto onde o denominador é = 0)
e composicao de funcoes continuas sao funcoes continuas. Em particular,
os polinémios e as fungdes racionais sao continuos nos seus dominios (C no
caso dos polinémios e os pontos onde o denominador nao se anula no caso
das fungoes racionais).

Observagao 7. A fungao arg: C —] — 7, 7] é descontinua nos pontos Ry .
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2.7. *Esfera de Riemann. Retomamos o estudo da esfera de Riemann C
iniciado na Seccao 1.3.2.

Exercicio 15. *Prove que a projeccao estereogrdfica p é continua.

Como fungoes continuas transformam conjuntos compactos em compac-
tos, e S? é compacto em R?, deduzimos que C é também compacto. Este
facto é-nos de grande utilidade porque sabemos que sucessoes em conjuntos
compactos téem sempre uma subsucessao convergente (podendo ser para
oo € C).

Exercicio 16.
(1) *Seja J: C — C,
L zeCc-{0}

Pl

J(z) =00, 2=0 (2.10)
0, z=o0.

(a) Decida se J é continua em C.
(b) Diga se J é um homﬁeomoﬁrﬁsmo?
(2) *Considere a fungao f: C — C,

f(z)= {P(Z)’ zet (2.11)

onde P € um polinémio.

(a) Mostre que f € continua em oo.

(b) Mostre que f é um homeomorfismo sse o grau de P € 1.
(3) *Considere a distancia p em C:

o) = Ip7 ()~ ()
= (o =02+ (w2~ )2 + (2 — )2

onde ($1,1‘2,$3), (x/hxéaxg) € 527 ez = p($1,1‘2,1‘3) e? = p(xllﬂx/%xg)
estao em C. Mostre que:

(a) zn, — z em C sse p(zn,2) — 0

(b) zp, — 00 sse p(zp,00) = 0

(c) Se ad —bc # 0, entao

flz) =

é continua em oo.

(2.12)

az+b
cz+d

3. DIFERENCIABILIDADE DE FUNQ@ES COMPLEXAS

3.1. Definigao de derivada. Uma funcgéo f: A — C é diferenciavel em
zo num aberto A C C, se existe em C a derivada dada por
#(2) = lim M' (3.1)

Z—20 Z— 20

5Um homeomorfismo f é uma fungao injectiva continua com inversa também continua.
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A funcado f diz-se analitica (ou holomorfa) em A se existe derivada em
todos os pontos de A. Ser analitica em 2z significa que é analitica numa
vizinhanga de zg. Uma funcao diz-se inteira se é analitica em C.

Outras notacoes habitualmente utilizadas para a derivada sao:

F'(20) = D (z0) = L (29) = doy .

dz
Exemplo 1. (1) f(z) = z é inteira pois para qualquer zy € C,
lim =0 =1,
Z—20 2 — ZO
(2) f(z) = z nao é diferencidvel em qualquer ponto pois escrevendo
z=x 41y e zg = xg + iyp temos limites direccionais diferentes:
T—z —i(y —
lim 01 ¢ fm W) _ 4
T—T0,y=Yo T — T y—=yo,z=z0 (Y — Yo)

Proposicao 3.1. Seja A C C, aberto. Se f e g sdo funcoes analiticas em
A, entdo:

(1) af + bg € analitica em A com derivada af’ + bg', onde a,b € C.
(2) fg € analitica em A com derivada f'g+ fq'.

Demonstracao. Basta usar a definicao de derivada. O

Proposicao 3.2. Qualquer polindmio complexo é uma funcgao inteira. Uma
funcao racional é analitica em todos os pontos onde o denominador nao se
anula (em numero finito).

Demonstragao. Usando o resultado anterior, generalizando-o para o quoci-
ente entre fungoes analiticas definidas onde o denominador é diferente de
Z€ro, Provamos a proposicao. O

Teorema 3.3 (Regra da cadeia). Sejam A, B C C abertos, f: A — C e
g: B — C analiticas nos respectivos dominios e tais que f(A) C B. Entao
go [ € analitica em A com derivada

(9o f)(2) =9 (f(2).f'(z), =ze€A (3.2)
Demonstracao. Queremos provar que existe

lim go f(z) —go f(z0)

Z—20 zZ— 20

sabendo que existem as derivadas

f(z) = f(20) g(w) — g(f(zo))_

Observe que

go f(2) —go fz) _

onde
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Como h e f séo continuas, lim,_,,, ho f(z) = 0. Logo,

lim gof(z) —gof(x) _ lim [ho £(2) + ¢'(f(z0))] f(2) = f(20)

Z—20 Z— 20 Z—20 Z — 20

=9'(f(20)).f'(20)-
]

Exercicio 17. Prove que se f ¢ diferencidvel em zg, entdo € continua.
3.2. Equacoes de Cauchy-Riemann.

Observagao 8. Recorde que uma funcao g: D C R™ — R™ é diferencidvel
em xg € D se existir uma transformagao linear Dg(xo) que verifica

9(x) = g(wo) + Dg(xo) (x — wo) + o[z — wo]))- (3-3)

A derivada de g(x) = (g1(2),...,gm(z)) com x = (z1,...,x,) € R", é entado
essa transformacao linear dada pela matriz m x n:

0 o)
gy (@) - H(x)
Dg(z) = : : (3.4)
8 m 8 m
ao(@) - F(x)

Observacgao 9. Denotamos o isomorfismo linear entre C e R? por h: z —
(Rez,Imz). Segue que ||h(2)]| = |z| e |h™ (z,y)| = ||(z,y)|. Por outro
lado, uma funcdo f em C tem sempre uma funcio g correspondente em R?
dada por g = ho foh™': C — R2. Também temos que a multiplicacio de
complexos pode ser vista em R? por:

=2 ]

- C. f=u+1iv € di-
(u,v) € diferencidvel em

Teorema 3.4. Seja A um aberto de C e f
ferencidvel em zy € A sse g = ho foh™!

(zo,y0) = h(z0) e verificam-se nesse ponto as equagoes de Cauchy-
Riemann: 5 5 5 5
u v u v
== Z=_Z 3.5
or Oy ¢ oy oz (3:5)
Além disso,
of  of
, [ R, S ——
f(z0) = B Z@y' (3.6)

Demonstragao. Comecemos por escrever h(z) = (z,y) e

| (2) = f(20) = f'(20)(2 = 20)| = [A™" (g 0 h(2) = g 0 h(20) — h(f'(20)-( — 20))) |

~ote = st 3 1] [
(3.7

onde definimos f’(z9) = a + ib. Se f é diferencidvel em zp, o limite da ex-
pressao acima quando z — zp, ou equivalentemente quando (z,y) — (xo, yo),
é zero. Ora, isto significa que g é também diferencidvel com derivada

Qu Ju a —b
Dytenmn) = |5 %[ =3 ).
or Oy



NOTAS DE ANALISE COMPLEXA 13

As equagoes de Cauchy-Riemann seguem por comparagao das entradas das
matrizes anteriores. Para obter a férmula (3.6) basta notar que f/(z9) =
a+ib= G4 4+igt =9 %L O

Exercicio 18. Seja f: C — C dada por

_ %, z#0
1) {O, z=0.

(1) Mostre que nao existe limite quando z — 0 de f(z)/z.

(2) Seu=Ref ev=1Imf, prove que u(z,0) =z, v(0,y) =y, u(0,y) =
v(x,0) =0.

(3) Conclua que as equagoes de Cauchy-Riemann verificam-se em (z,y) =
(0,0), mas f'(0) nao existe. Este facto contradiz o teorema?

(4) Repita a alinea anterior com f(z) = +/|zy|.

Teorema 3.5. Seja A um aberto de C e f: A — C. Se g = (u,v): h(4) —
R? tem derivada continua e verificam-se as equacoes de Cauchy-Riemann
(3.5) em h(A), entao f € analitica em A.

Demonstragao. Como u e v sao diferencidveis, usando o teorema do valor
médio para (z,y), (zo,yo0) € h(A), existe n entre (x,y) e (zo,yo) tal que
u(z,y) — u(zo,y0) = Vu(n) - (x — 2o,y — yo)
v(z,y) — v(zo,y0) = Vu(n) - (x — 0,y — yo)-
(Recorde que Vu = (%Z’ g—;‘) é o gradiente.) Note que se (z,y) — (xo,Y0)
entdo n — (zo,yo). Simultaneamente, Vu(n) — Vu(zg,yo) e Vou(n) —

Vu(zg,yo) por serem continuas. Mais, as equagdes de Cauchy-Riemann
implicam que Vu = (%7_%) e Vv = (%,%). Finalmente, para z =

h‘il(xvy) € 20 = hil(w()?y())?
F(2) = flz0)  Ft(m)a— 22(m)B+iZL(n)o+i%L(n)B

(3.8)

zZ— 20 a8 (3.9)
_ GE(me® + G () + iGE(m)a” + G ()5
a? + 32 ’
onde (o, 8) = (x — zo,y — yo). Logo, existe para todo zy € A,
— ou ov
f (ZO) Zi)nzlo Z— 2 o (IB(], yO) + 7’8:1: (xov yO) (3 0)
U

Exercicio 19. Para que f: C — C seja analitica, determine a forma da
sua parte imagindria quando temos

(1) Re f(z,y) = 2% —ay —y*.
(2) Re f(z,y) = a® +1°.
Exercicio 20.
(1) Determine o dominio de analiticidade da fun¢do racional
3
22 +2z+1
fz) = 2+1
(2) Mostre que as sequintes fungdes nao sao analiticas:
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(a) £(z) = Rez
(b) f(z) =] B

(3) Seja A C C aberto e A = {z € C:z € A}. Mostre que se f €
analitica em A e g(z) = f(Z), entio g ¢ analitica em A.

(4) Suponha que f: A — C € analitica numa regiago A, e |f| é constante
em A. Mostre que [ € constante em A.

Exercicio 21. Deduza as equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas
polares:

ou_1ov  10u_ov
or rob’ r0§  Or
Exercicio 22. Defina os simbolos 0 e 0 por:
_1(of _,of Fr—1 (9 ,;0f
8f_2<8m Z@y) 8f—2<ax+zay . (3.11)

(1) Mostre que as equagées de Cauchy-Riemann se reduzem a Of = 0.
(2) Mostre que se f € analitica, entao f' = Of.

(3) Calcule 8(z), 0z, 0(Z) e 0(%).

(4) Mostre que O e O obedecem as regras de derivacdo de somas, produto
e multiplicacdo por escalar.

Teorema 3.6 (Derivada da fungao inversa). Seja f: A — C analitica e
injectiva num aberto A. Se f' é continua e f'(z) # 0 para z € A, entio f~!
é analitica em f(A) e

() =5 24 (3.12)

Demonstragdo. Seja g = ho foh™' = (u,v) de classe C'. Pelo teorema
da fungao inversa no caso real e usando as equagoes de Cauchy-Riemann,
temos que (para simplificacdo de notagao omitimos o ponto onde a derivada
é estudada):

ou  oul ! 1 du  _du

-1 _ 0. 0 o 0. 0

A wzncdl
o 0. ou ou O 0.

Y N (896) Jr(@y) Y v

verifica as equacoes de Cauchy-Riemann. Logo f~' = h™log~'oh é analitica.
A férmula (3.12) pode ser obtida pela regra da cadeia (3.2). O

3.3. Derivadas de funcgoes complexas elementares.
Proposigao 3.7. A funcdo exp: C — C ¢ inteira e exp’ = exp.

Demonstrag¢do. Como e = e®(cosy+isiny), temos que d(e*) = 0 e d(e*) =
e”. O

Note que a fungao log nao é continua no seu dominio, porque arg nao é
continua. Porém, se restrigirmos o argumento arg: C —| —m, 7| ao conjunto
C — R, , obtemos uma funcao continua.

Proposicao 3.8. A funcao log: C — Ry — C € analitica e (logz)' =1/z.
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Demonstracio. Em coordenadas polares z = re, logz = logr + if para
qualquer (r,0) € RY x]m, 7[. Escrevendo u(r,6) =logr e v(r,0) = 6 e tendo
em conta que estas sao funcgoes com derivada continua no seu dominio, as
equagoes de Cauchy-Riemann

Ou 1 10v 10u _Ov

or r 1ol ¢ r 00 - Or
garantem a analiticidade de log no seu dominio. Derivando a expressao
z = el%8% obtemos 1 = e!°8%(log z)". Logo, (logz) =1/z. O

=0

Proposigao 3.9. As funcoes sin: C — C e cos: C — C sdo inteiras, sin’ =
cos e cos’ = —sin.

Demonstracao. Basta usar a definicao de seno e cosseno complexos, tendo
em conta o facto que a exponencial é inteira. O

Proposicao 3.10. Qualquer polindmio na forma P(z) = Zﬁfzo 2™ € uma

fungdo inteira com P'(z) = Zgzo nep 2"t

Exercicio 23. Demonstre a Proposicdo 3.10.

Proposicao 3.11. Qualquer fun¢ao racional R = P/Q ¢é analitica em C
menos nos seus polos, com R' = (P'Q — Q'P)/Q?.

Exercicio 24. Demonstre a Proposicdo 3.11.

Exercicio 25. Mostre que se f: A — C € analitica em A e f(z) # 0 para
z € A, entao f ndo € analitica. Aproveite para estudar a diferenciabilidade
de €xp.

Exercicio 26. Mostre que log ndo é analitica.

3.4. Aplicagao a funcoes reais harmoénicas. Seja um aberto A C R2.
Uma funcio u € C%(A) ¢ diz-se harménica se for solucdo da equacdo de
Laplace:

u  0%u
Ox2 + Oy?
Ao operador diferencial A = V? dé-se o nome de Laplaciano.

Viu = = 0. (3.13)

Proposicao 3.12. Se f = u + v € analitica num aberto A C C, com
u,v € C?(A), entio u e v sdo harmdnicas em A.
Demonstragdo. As equagoes de Cauchy-Riemann implicam que
0%u 0% 0%u 0
— = e —=—-——.
0x2  0x0y Oy? Oyox
Logo, como as derivadas cruzadas de v sao iguais,
0?u 0%
—+ == =0.
0x?  Oy?
O mesmo para v. O

Nas condigoes acima dizemos que u e v sao harménicas conjugadas.

6C* (A) é o espaco das fungdes u: A — R de classe C*, i.e. com derivada continua de
ordem k.
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Proposicao 3.13. Se f = u + iv é analitica num aberto A C C, com

u,v € C?(A), entio Vu - Vv = 0.

Demonstracao. Basta observar que pelas equacoes de Cauchy-Riemann:
Vu - Vo = uzvp + uyvy = —Uzly + uyty = 0,

onde usamos a notacgao u, = % e Uy = %Z‘ O

Exercicio 27. Esboce as curvas de nivel de u e v para cada uma das fungoes
f=u-+iv, e verifique que Vu L Vu:

(1) f(z) = 2"
(2) f(z) =¢?
(3) f(z) =logz
(4) f(z) =1/z

3.5. Transformacgoes conformes. Uma funcao f: A — C é conforme
em A C C se é analitica em A e f/(z) # 0 para qualquer z € A.

Observagao 10.

e Em cada ponto, uma funcao conforme “roda” e “alonga” da mesma
forma vectores tangentes as curvas. De facto, a aplicagao linear
tangente num ponto z € A, f'(z): C — C, é dada por

w e f(2)w = rew
com r = |f'(2)] e 8 = arg f'(z). Desde que a derivada nao se anule,
temos uma rotagao por # e uma contracgao/expansao por r > 0.

e Uma funcao conforme preserva angulos (medidos entre vectores tan-

gentes as curvas).

Exercicio 28. Seja A ={z€ C: Rez > 0,Imz > 0}. Mostre que f: A —
C, z — 22, é conforme e injectiva. Determine f(A).

Proposicao 3.14. O conjunto das fungées conformes e bijectivas € um
grupo’ (para a operagio de composi¢io de funcoes).

Demonstragao. E claro que a identidade é a funcao identidade z +— z.
Basta verificar que a inversa e composicao de fungoes conformes e bijectivas
também é conforme e bijectiva. Esse facto segue da derivada das fungoes
inversa e composta. U

3.5.1. Transformacdes de Mébius. Nesta seccao apresentamos um exemplo

de fungoes conformes, as fungoes racionais na forma
az+b
f(z) = ot d onde a,b,c,de C,

chamadas de transformacgoes de Mdobius.

Exercicio 29. Mostre que se ad — bc = 0 entdo a respectiva transformagao
de Mobius € constante.

TA um conjunto G e uma operagao a.b entre elementos a e b de G chamamos grupo se:
(1) a operagéo é associativa (2) a.b € G para quaisquer a,b € G (3) existe a identidade
e € G tal que a.e = e.a = a (4) para cada a € G existe o inverso o~ € G tal que

aa t=ala=e.
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Proposigao 3.15. Qualquer transformacao de Mobius € conforme e bijec-
tiva no seu dominio.

az+b
cz+d

seu dominio C — {—%l a fungdo ¢é analitica. Além disso, f~1(z) =

com ¢ # 0 (o caso ¢ = 0 é trivial). No

—dz+b
cz+a

Demonstragao. Seja f(z) =

¢ também analitica em C — {—2}. E simples de verificar que fo f~! =

frof=1d e f(z) = 2t 4o, 0

Exercicio 30. Mostre que uma transformacdao de Mobius f pode ser decom-
posta na forma f = fyo f3o foo f1 onde
z

A =240 R =1 B =(be-ady, fiz) =2+l (3.14)

Proposicao 3.16. Uma transformacao de Mébius transforma rectas e cir-
cunferéncias em rectas ou circunferéncias.

Demonstragdo. Usando a decomposigao (3.14), note que fi, f3, f1 s@o linea-
res logo transformam rectas em rectas e circunferéncias em circunferéncias.
- T, Ty . = :
O caso fa(z) =u+iv = 2712 — iz ¢ mais complicado. Se z =z + iy
pertence a uma recta ou circunferéncia, entao verifica uma equacao do tipo
Y D
2t 0 s s = s

e +y ety s +y

com coeficientes A, B,C, D € R. Assim, A+ Bu — Cv = D(u? +v?), i..
(u,v) pertence a uma recta ou a uma circunferéncia. O

A2’ +y*)+Br+Cy=D < A+ B

4. CAMINHOS EM C

Seja A C C e os nimeros reais a < b. Um caminho em A é uma fungao
continua 7v: [a,b] — A. A imagem desse caminho é a curva I' = y([a, b]) C
A. Um caminho regular é definido como um caminho + de classe C'. Nestas
condigoes, 7/(t) é um vector tangente & curva I' no ponto ~(¢).

Exemplo 2. O caminho () = ¢*™ t € [0, 1], define a circunferéncia
I ={z € C: |z| = 1}. Além disso, 7/(t) = 2mie*™ é um vector tangente a
I" no ponto ~(t).

Um caminho é fechado se y(a) = v(b). Um caminho fechado ~: [a,b] — C
diz-se simples se v for injectiva em [a,b[. A um caminho fechado e simples
chama-se caminho de Jordan e a curva respectiva é uma curva de Jordan.
Um caminho constante corresponde a um ponto (ver Figura 3).

O comprimento de uma curva parametrizada por um caminho regular
v: la,b] = C é dado por

b
o) = / /(1) dt.

4.1. Operagoes entre caminhos. Seja 7: [a,b] — C um caminho regular.
O caminho simétrico é —v: [a,b] — C definido como

(=7)@) =~v(a+b—1). (4.1)
O caminho simétrico percorre o mesmo percurso de <, mas no sentido
contrario.
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Y1(b)
¥3(a) = v3(b)
~1(a) yao(a)  v2(b)

Ficura 3. Exemplos de caminhos: 1 e 73 sao simples, v3 é fechado.

Uma reparametrizagao de um caminho regular v: [a,b] — C é um novo
caminho regular 7: [«, 5] — C definido por

F(t) = v(p(1)), (4.2)

onde ¢: [a, 8] — [a, b] é um difeomorfismo® tal que p(a) = a e p(3) = b. Isto
significa apenas que estamos a fazer um rescalamento (nao necessariamente
linear) do tempo, mantendo o sentido.

Considere dois caminhos regulares 7; : [a,b] — C e v2: [b,¢] — C tais que
v1(b) = 72(b) (i.e. o ponto final de 71 é o ponto inicial de v2). Podemos
assim construir um dnico caminho (caminho soma) que poderd nao ser di-
ferencidvel em t = b. A soma de v; e 72 é o caminho (1 + ¥2): [a,¢] = C
tal que

7 (t), tE€Ea,b]
(1 +72)(t) = (4.3)
w(t), € bd.

O caminho soma serd regular por trogos, onde os trogos correspondem aos
caminhos regulares originais.

4.2. Homotopias. Seja A C C aberto. Uma homotopia entre caminhos
7:[0,1] = Aen:]0,1] = A
(1) com mesmos pontos final e inicial (79(0) = 71(0) e yo(1) = 71(1)) é
uma fun¢do continua H: [0,1] x [0,1] — A tal que, para t,s € [0, 1]:
(a) H(0,t) = 70(t)
(b) H(LE) = (1
(c) H{(s,0) = 70(0)
(d) H(s.1) = 70(1)
(2) fechados (0(0) = 70(1) € 71(0) = 71(1)) é uma fungao continua
H:[0,1] x [0,1] — A tal que, para t,s € [0, 1]:
(a) H(0,t) =0(t)
(b) H(1,1) = n(t)
(¢c) H(s,0)= H(s,1)
Um caminho fechado + diz-se homotdpico a um ponto zg se existir uma
homotopia entre v e o caminho constante ¢t — zp.

Exemplo 3.

. , ~ .o . . ’ 1
8Um difeomorfismo é uma funcdo C! bijectiva com inversa também C*.
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(1) Conside os caminhos com pontos inicial e final comuns:
Yo(t) =t(1414), yi(t) =t +t%.
Uma possivel homotopia é a funcio H(s,t) = t+t'+%i. Outro exem-
plo ¢ H(s,t) = (1 — s)y0(t) + s71(t)-
(2) Considere os caminhos fechados:
T0(t) = ¥, (1) = 22
Um exemplo de homotopia é H(s,t) = (1 — s)y0(t) + sy1(t).
Podemos usar a definicao de homotopia para obter um conceito topoldgico.
Um conjunto conexo A C C é simplesmente conexo se qualquer caminho

fechado em A é homotépico a um ponto (caminho constante). Isto significa
que o conjunto A ndo contém “buracos”.

5. INTEGRAGAO EM C

O integral de uma fungdo complexa h definida num intervalo real, i.e.
h: [a,b] — C onde [a,b] C R, é tomado como

/bh(t)dt—/bReh(t)dt—i—i/bImh(t)dt. (5.1)

De seguida tratamos o caso de uma funcao complexa definida num subcon-
junto aberto de C.

5.1. Integral de caminho. Sejam um aberto A C C, uma funcao f: A —
C continua e um caminho regular v: [a,b] — A. Definimos o integral de f
ao longo de v (integral de caminho ou integral de linha) como

Af:ﬂﬂawzlﬂwwwwﬁ. (5.2)

Exercicio 31. Calcule os integrais:

(1) f7 Re zdz para o caminho (t) =t +it com t € [0,1]. (Note que a
fungao f assume valores reais, porém o valor do integral nao € real.)

(2) f7 23dz para vy o caminho (com sentido anti-hordrio) sobre a elipse
22 +4y* =1 entre 1 e i/2.

(3) f7 exp zdz sendo v o caminho que descreve:
(a) o segmento de recta de 1 a i.
(b) o arco de circunferéncia centrada na origem (com sentido anti-

hordrio) e raio 1 entre 1 e i.

5.2. Propriedades do integral.

Proposicao 5.1. Sejam f e g fungdes continuas num aberto A C C, v, 7
e vo caminhos requlares em A tais que o ponto final de v coincide com o
ponto inicial de y2, e c1,co € C . Entdo:

o [(afteg)=c [ f+ef,g

N

° f71+72 f - f’Yl f + fw f

° fﬁ f= fv f onde vy € uma reparametrizacao de ~y.
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Exercicio 32. Demonstre a Proposicdo 5.1.

Observagao 11. Fazendo uso da Proposi¢ao 5.1, podemos definir o integral
de caminhos regulares por trogos, uma vez que estes caminhos sao somas de
caminhos regulares. O integral sobre um caminho regular por trogos sera
entao a soma dos integrais dos correspondentes caminhos regulares.

Exercicio 33. Calcule os sequintes integrais para o caminho y (com sentido
anti-hordrio) que circunda o quadrado com vértices nos pontos 0, 1,1 e 1+i:

1) f7 Rezdz
(2) [ (2 +1)dz
(3) f,y?dz

A proposicao seguinte permite-nos estimar integrais de dificil computagao.

Proposicao 5.2. Sejam A C C aberto, f: A — C continua e v: [a,b] - A
um caminho reqular. Entdo

(/V DI Oldt < sup )] ), (5.3)

onde £() € o compm'mento da curva T' = v([a, b]).
Exercicio 34. Demonstre a Proposi¢do 5.2.

5.3. Teorema fundamental do cdlculo. Uma primitiva de uma fungao
complexa é definida de forma idéntica ao caso real. Ou seja, uma primitiva
F de uma funcao complexa f é analitica e satisfaz F’' = f. As primitivas de
f diferem apenas de constantes, pois se F] e F5 sao ambas primitivas de f,
entao G = F} — I3 tem derivada nula logo é uma constante.

Teorema 5.3 (Teorema fundamental do célculo). Sejam A C C aberto,
um caminho regular v: [a,b] = A e uma func¢do continua f: A — C com
primitiva F em A. Entdo,

/fzﬂ%W—FWW) (5.4)
8l

Observagao 12.

e Se o caminho for fechado, i.e. y(b) = f f=0.

e Se o caminho for regular por trogos, aphcando—se o teorema a cada
troco e somando os respectivos integrais, podemos generalizar o re-
sultado acima.

e Note que o integral ao longo de v apenas depende dos seus pontos
inicial e final. Logo, serd o mesmo para outros caminhos com os
mesmos extremos.

Demonstragao. Escrevendo F(v(t)) = u(t) +iv(t), temos que f(y(t))v'(t) =
F'(y(t)'(t) = (Foy)'(t) = v/ (t) + @' (t). Assim, pela definicdo de integral

de caminho:
b b
/}—/fwwwmﬁ—/ww+www
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Pelo teorema fundamental do cédlculo integral em R,

b
/ [ (t) + i/ (t)]dt = u(b) — u(a) + i[v(b) — v(a)] = F(y(b)) — F(v(a)).
O

Exercicio 35. Encontre dois caminhos requlares y1 e o com pontos inicial

e final iguais, tais que
1 1
/ —dz # / —dz.
n Y2 #

Ezxplique porque isto € possivel e ndo viola o teorema fundamental do cdlculo.

Teorema 5.4. Seja f: A — C continua numa regiGo A C C. Entao, f tem
uma primitiva em A sse f7 f =0 para qualquer caminho fechado reqular por

trogos 7 [a,b] — A.

Observagao 13. f,y f = 0 para qualquer caminho fechado ~ sse o integral
entre dois pontos de A é independente do caminho. De facto, se v = 71 + 72
onde v; e 2 tém por extremos esses dois pontos, entao fw f= f—w f, ou
seja o valor do integral apenas depende dos extremos. A implicacao inversa
é 6bvia.

Demonstragao.

e (=) Se f tem uma primitiva F, entao pelo teorema fundamental do
cdleulo [ f = F(y(b)) — F(v(a)) = 0.

e (<) Assuma agora que para qualquer caminho fechado 7 o integral
de f anula-se. Fixe um ponto w em A e considere um caminho com
extremos w e zp € A a que chamamos p,,. Considere entao a funcao
F(z) = prO f, bem definida pois o valor do integral apenas depende

dos pontos extremos do caminho e ndo do caminho em si (recorde
que w ¢ fixo pelo que nao consideramos a funcao dependente deste
ponto). Queremos verificar que F' é a primitiva de f, bastando para
isso provar que é diferencidvel e que F’ = f.

Como A é uma regiao, em redor de zy podemos inscrever um
disco D, (zp) com raio r (suficientemente pequeno). Para z € D,(2)
definimos o caminho n,(t) = 2o + t(z — 20), t € [0, 1], que une z a z
por um segmento de recta denominado I',. Logo, fnz dz=2z—2zpe
t(n:) = |z = 2ol

Finalmente, como F'(z) — F(zp) = fnz f, usando a Proposigao 5.2:

INGRYEN e e
= S su — 20)|,

|z — 20| ger,

F(z) = F(z)
Z— 20

—f(ZO)‘

e pela continuidade de f, lim,—,., supgep_ [f(§) — f(20)| =0 e

F(z)-F
lim F(z) -~ F(z) f(z0) = 0.
Z—20 zZ— 20
Concluimos que F é diferencidvel em qualquer ponto zg € A e F/ =

f.
O
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Exercicio 36. Calcule:

1

(1) flz|:1(2)_1dz e mostre que z — (Z)™" ndo € primitivavel.

(2) fv(z —w)"dz onde n € Z ey determina a circunferéncia de raio r
centrada em w € C.

Exercicio 37. Mostre que para qualquer caminho fechado reqular por trogos
v: [a,b] = C com w & y([a,b]) temos que

rot(y, w) 1/ dz €Z. (5.5)
v

21 Z—w

Note que o nimero acima rot(y,w) (chamado nimero de rotagdo de v em
torno de w) indica o niumero de “voltas” dadas pelo caminho em redor do
ponto w.

Sugestao: Considere a func¢do

M”:;mlﬂg@w“’temw

Queremos entdao provar que h(b) € 7Z. Para isso verifique que [y(t) —
wle=2™ (1) ¢ constante.

Exercicio 38. Descreva condi¢des sobre v para que f7 log zdz = 0.

5.4. Teorema de Cauchy. Nesta altura é importante realgar o facto da
primitivacao de funcées complexas ser um problema mais subtil que a pri-
mitivacao de funcgoes reais. Tal reflecte a restricao imposta pelas equagoes
de Cauchy-Riemann. Para as fungoes reais terem primitiva é suficiente que
sejam continuas. Pretendemos agora obter também uma condicgao suficiente
de simples verificagao para funcoes complexas. Na préoxima sec¢ao iremos
provar que de facto é uma condicao necessaria e suficiente.
Nesta seccao iremos demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.5 (Cauchy). Seja f: A — C analitica numa regiago A C C sim-
plesmente conexa e um caminho fechado v em A regular por trocos. Entao,

Asz (5.6)

Observagao 14. Usando o Teorema 5.4, se f é analitica numa regiao A
simplesmente conexa, entdo é primitivavel em A.

Comegamos com versoes do Teorema de Cauchy em regioes especiais.

Teorema 5.6 (num rectangulo). Seja A C C aberto, f: A — C analitica e
p: la,b] = A um caminho rectangular com lados paralelos aos eizos. Entao,

J,f=0.
Demonstragao.

e Dividimos o rectangulo circundado por p em 4 novos rectangulos
iguais como indica a Fig. 4. Definimos entao os caminhos rec-
tangulares p(9, 1 < ¢ < 4, com sentido anti-hordrio. Desta forma

/] f‘
P

/pf

<4
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FiGgura 4

onde p; é o caminho entre os p(¥ que maximiza ‘fp@ f‘

Por outro lado, se o perimetro e o diametro de p (i.e. do rectangulo
circunscrito por p) sao dados por, respectivamente, P e A, entao,
para pi, temos que P, = P/2 e Ay = A/2.

e Podemos repetir este procedimento n vezes até obtermos

/pf /nf r A

EE T
e Escolhemos o ponto zg que se encontra no interior de todos os rectangulos
definidos por p,, (como lim P, = lim A,, = 0 é simples verificar que
20 é tnico). A fungao f é, por hipdtese, analitica em zy. Isto implica
que para qualquer € > 0 encontramos ¢ > 0 tal que para z € Ds(2)
verifica-se

|f(2) = f(20) — ['(20)(z — 20)| < €|z — 20].
e Finalmente, notando que [, dz = [, (z = z)dz = 0 pois 1 e z sdo
primitivaveis,

[ol=e]] -

< 4"6/ |z — 20| |dz| < 4"eA, P, = cAP.
Como a desigualdade anterior é véalida para qualquer € > 0, temos
que fp f=0.

§47L ) Pn

<4"

/[ﬂ@—f@w—f@w@—amw
pn

O

Teorema 5.7 (num disco). Seja zo € C, r > 0, f: D,(z9) — C analitica, e
um caminho fechado 7y: [a,b] — Dy (z0) regular por trogos. Entao,

/Vf _0 (5.7)

Demonstragdo. Vamos mostrar que se f é analitica num disco, entao tem
primitiva. Usando o Teorema 5.4 podemos entao deduzir (5.7).
Seja

F(z)—/[ S zeD)
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onde [zp, z] denota a soma do caminho horizontal desde zy até zp+Re(z — z0)
com o caminho vertical desde zy + Re(z — z9) até z. Sendo assim, para
w € Dy(2p),

F(w) — F(2) :i/er ) (5.8)

com p o caminho rectangular com vértices em z e zp + Re(w — 29). Como,
pelo Teorema 5.6, temos que fp f=0,

e (| e ) B IO
w—z lw — z| [2,]
1
= — f(2)ld
| e — s
< SUP¢e[z,w] ‘f(g) - f(z)lg([z w])
<2 sup [f(&) — f(2)]-
SSERY
Como f é continua, limy; Supgep ) [f(§) — f(2)| =0e
i | =T s =0
ie. F'(2) = f(z) para todo z € D,(z). O

Exercicio 39. Prove (5.8).

Demonstracao do Teorema de Cauchy.

e Considere a homotopia H: [0,1] x [0,1] — A entre ~: [0,1] — A

e um ponto, e os nimeros 0 = s5g < s1 < - < 8, = 1e 0
to < t1 < -+ <ty =1 que definem partigdes de [0,1]. O quadrado
[0,1] x [0,1] pode ser decomposto em n? subquadrados na forma
[si, 8i+1] X [tj,tj41], com 4,5 =0,...,n— 1. Note que para cada par
(7,7) temos um ponto H (s;,t;) em A.

Se n for tomado suficientemente grande cada conjunto H ([s;, Sit+1] X
[tj,tj+1]) estd contido num mesmo disco em A (ver Fig. 5). Isto é de
facto possivel pois H é continua num conjunto compacto, logo uni-
formemente continua. Além disso, podemos aproximar os caminhos
continuos s — H(s,t;), s € [s;,8i41], e t — H(sj,t), t € [tj,t541],
por caminhos em A regulares por trogos. Sejam 7); ; esses caminhos
regulares por trogos e fixamos 19 ; =y em [t;,t;41]. Entao,

n—1
[1=] ¢ (5.9)
Y

1,j=0"".j

e Como 7; ; ¢ um caminho dentro de um disco onde f é analitica, para

provar (5.6) usamos o Teorema 5.7 que garante que fm]_ f=0.
O

Exercicio 40. Prove (5.9).
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FIGURA 5. As curvas H(s;,-), H(-,t;) e n; ;.

Exercicio 41. Prove o teorema de Cauchy no caso de uma fun¢do analitica
com derivada continua, usando o teorema de Green.

5.5. Férmula integral de Cauchy.

Teorema 5.8 (Férmula integral de Cauchy). Seja A C C uma regiao sim-
plesmente conexa e f: A — C analitica. Entao:

(1) Todas as derivadas de f existem em A.
(2) Para qualquer caminho fechado ~: |a,b] — A regular por trogos,
ke NU{0} e z € A\ v([a,b]), temos que

k! f€)

F®) (2).rot(y, 2) = / Wd{. (5.10)
g

© 2mi

Observacgao 15.
e Note que 0! = 1 por convencéo, e que f(O) = f.
e Se v é um caminho de Jordan (fechado e simples) e z encontra-se no
interior da curva (rot(y, z) = 1), entao a férmula de Cauchy reduz-se

f®(z) = i /mdg. (5.11)

= -
2mi )., (& — 2)k+
e Aprecie o resultado acima, nomeadamente o facto dos valores da

fungdo f e das suas derivadas poderem ser determinados através
apenas dos valores de f sobre uma curva.

Demonstragao. Seja

f(&)

F(§) = -

analitica em A \ {z}. Considere o caminho ¢ = v+ XA + 7. — A, onde
Ye(t) = z+ee com € > 0 suficientemente pequeno para que a circunferéncia
esteja no interior de 7, e A é um caminho linear que une as duas curvas
anteriores. Temos assim que F' é analitica no interior de o e fg F =0 pelo
teorema de Cauchy. Ou seja,

2
/F—/F—i f(z+ee™)dt
2l e 0
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Fazendo € — 0, usando o teorema da convergéncia dominada e o facto de f
ser analitica, obtemos

[/ F = 2mif(z)

que corresponde a férmula integral de Cauchy para n = 0. Os restantes
casos, n > 1, seguem da aplicacao da regra de Leibniz que permite a troca
da derivada com o integral. O

5.5.1. *Demonstra¢ao do Teorema 5.8 sem conhecer o teorema da convergéncia
dominada e a regra de Leibniz. Para provar o resultado necessitamos da se-
guinte variante dos Teoremas 5.6 e 5.7.

Teorema 5.9. Os teoremas e 5.5, 5.6 ¢ 5.7 sdo wvdlidos mesmo se f for
analitica no seu dominio com excepgdo de um ponto zg onde € apenas continua.

Exercicio 42. *Demonstre o Teorema 5.9.

Considere a funcao

f(&)—f(z)
F(é-) — ) 5—2 ) f # z
f (Z), 5 =z,
analitica para £ # z e continua para todo £ € A. Podemos entdao usar o
Teorema 5.9 para deduzir que

0=AF=Lg(§Zd§—f(z)L§izdf,

quando z ndo estd na curva dada por 7. Pela definigao de rot(vy, z) dada em
(5.5), provamos (5.10) para k = 0. Mais, f é analitica por hipdtese.

O seguinte lema serd suficiente para provar a existéncia de todas as deri-
vadas e as restantes igualdades (5.10) para k € N.

Lema 5.10. Se ¢ é uma fun¢ao continua em I' = ~y([a,b]), entdo

_ [ _#(©) e A
Fn(z)—/v(g_z)ndﬁ, €A-T,

é analitica com derivada F), = nF,41.

Demonstragao.

e Seja zg T e § > 0 tal que Ds(20) NT' = 0. Se z € Ds/9(20), temos
que |£ — z| > 0/2 para todos os pontos £ na curva I'. Logo,

R = =

2|z — 2|

de¢ (5.12)

[F1(2) — F1(20)] < sup [@(&)[ £(7)-

0% ger
Tirando o limite quando z — zg temos que F} é continua em zg.

e Podemos repetir o procedimento anterior para a funcao @(§) =
©(€)/(€ — z0) em vez de ¢, o que implica que a funcao

B0, [ el
6 = | 23 = [ e ey
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é continua em zy. Ou seja, por (5.12),

Fi(z) — Fi(z
lim A) = A) = lim G1(z) = Fa(z0).
Z—20 Z— 20 Z—20
Assim, F| = F5. O mesmo para G usando a fung¢ao ¢, i.e. G| = Ga.
e Iremos provar por inducao as restantes igualdades paran > 1 ¢ a
existéncia de todas as derivadas. Assim, assumimos que Fj,_1 e

e e(§)
Grale) = [ el = [ et

sao continuas em zg, e que F)_; = (n—1)F, e G),_; = (n — 1)G,,.
Note que Gp—1(20) = Fp(20) €

1 _ E—z4+2z—2 _ 1 . zZ— 20
=2 (E—2)E—20) (E—2)"H—20) (E—2)"(—20)
e Entao,
B 1 _ 1 Z— 20
Fnl2) = Fulin) = / T e R e e e

= Gut(9) — Guoaz0) + (2 —20) | o6 g

¥ (5 - Z)n(€ - ZO)

Como G,—1 é continua em zp e pelo mesmo argumento de (5.12), o
limite da expressao acima quando z — 2y é zero. Simultaneamente,

Fn(2) — Fn(20) _ Gr-1(2) — Gn-1(20) o(§)
zZ— 20 B zZ =20 +L(§—Z)n(f—20)d§
. Fn(z) _Fn<20) . . 5 90(5)
Jim PO = )G + [ e

= (n — 1)Fn41(20) + Fot1(20)
= nFn+1(Zo).

Le. F} =nF,+1. O mesmo para G}, = nGp41.

Exercicio 43. Termine a demonstragao do Teorema 5.8.
5.6. Aplicagcoes do Teorema de Cauchy.
Exercicio 44. Mostre que se f € analitica em D,(z), entio f(z0) € igual

a média de f na circunferéncia 0D, (zy). Le.

1 2

F20) = o i f(z0 +re'tydt. (5.13)

Exercicio 45. Por comparacdo com a formula de Cauchy, calcule
(1) le|:1 C.Ozszdz
(2) Jjopmr Z7d2
(3) f|z|:1 %d’z
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Teorema 5.11 (Estimativas de Cauchy). Seja f: A — C analitica numa
regiao A C C e~y o caminho em redor de D,(zy) C A. Entao, para k € N,

k!
11 ®) (20)] < ﬁiléglf(Z)l- (5.14)

Demonstragao. Exercicio. O

Teorema 5.12. Uma funcdo analitica e limitada em C sé pode ser cons-
tante.

Demonstracao. Use o Teorema 5.11. U

Exercicio 46. Mostre que um polindmio P: C — C de grau > 1 tem pelo
menos um zero (teorema fundamental da dlgebra). Sugestao: Prove por
absurdo que se nao tem zeros, entdo 1/P(z) seria analitica e limitada em

C.

Uma fungéo f: C — C é periddica se existe w € C\ {0} tal que f(z4+w) =
f(2) para qualquer z € C. Por exemplo, para f(z) = e* temos w = 2mi,
e para f(z) = sinz temos w = 27. Uma fungao é duplamente periédica se
existem wy, we € C\ {0} tais que wy/wy € Re f(z+wi) = f(z+wz) = f(2)
para qualquer z € C. Note que a condi¢ao wy/wy ¢ R significa que w; e wy
geram rectas linearmente independentes.

Teorema 5.13. Uma func¢dao analitica em C e duplamente periodica é cons-
tante.

Demonstragao. Note que para qualquer z € C existem c1,ca € R tais que
z = cqwy + cows. Escrevendo ¢; = n; + A; com n; € Z e \; € [0,1], pela
periodicidade dupla,

[(z) = f((n1+ A)wr + (n2 + A2)wa) = f(Arwr + Aowo).
Ou seja, a fungao repete os valores que toma no paralelogramo
C = {)\111)1 + Xwy € C: \; € [0, 1[}

Como |f| é continua no compacto C, existe um méximo nesse conjunto.
Logo, |f(2)| < maxs|f| e f ¢ limitada em C. Sendo também analitica, s6
pode ser constante. O

Para finalizar esta secgfo, fazemos um sumério dos principais resultados
obtidos até agora.

Teorema 5.14. Seja f: A — C definida numa regiGo A C C simplesmente
conexa. FEntdo, as proposicoes sequintes sao equivalentes:

(1) f € analitica em A.

(2) f € primitivdvel em A.

(3) f,y f =0 para qualquer caminho v fechado regular por trocos em A.
(4) f tem todas as derivadas em A.

Demonstragcao. A equivaléncia entre 2 e 3 é dada pelo Teorema 5.4. O
Teorema de Cauchy garante que 1 implica 2. Finalmente, pelo Teorema 5.8,
a primitiva F' (que é analitica com F’ = f) é infinitamente diferencidvel.
Assim 4 é valida, em particular f' = F” existe em A. O
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6. SERIES DE POTENCIAS DE FUNGOES ANALITICAS

6.1. Convergéncia de sucessoes e séries. Uma sucessao z, em C con-
verge para z € C, i.e. limy 100 2, = 2z OU 2, — 2, se dado € > 0 podemos
encontrar uma ordem N € N a partir da qual (n > N) temos |z, — z| < €.

A série ZZ:O? ¢, (ou simplesmente > i), com ¢, € C, converge se a
sucessao das somas parciais

n
Sn = Z Cl
k=1

converge. Nesse caso,
n

+o00
Z cp = lim Z Cl-
k=1 A
De particular utilidade é o conceito de convergéncia absoluta, pois redu-
zimos o problema ao estudo de séries positivas em R para as quais existem
vérios critérios de convergéncia. Uma série ) ¢; diz-se absolutamente
convergente se Y |c;| converge. Pela definicao é simples verificar que se a
série converge absolutamente terd que convergir (o contrario nao é verdade,
e.g. S(=1)"/k).
Considere agora uma sucessao de fungoes f;,: A — C onde A C C. Temos
entao duas formas de convergéncia:
(1) fn converge pontualmente para f se |f,(z)— f(z)| — 0 para cada
z € A;
(2) f. converge uniformemente’ para f: A — C se ||f, — f|la — 0.
A convergéncia uniforme de func¢ées continuas implica que o limite também
é uma funcao continua.

Proposicao 6.1. Se f,: A — C € uma sucessio de fung¢des continuas e
lfn— flla — 0 para alguma f: A — C, entdo f é continua.

Demonstragdo. Fixe zg € A. Comecemos por notar que para z,zg € A,

£ (2) = f(z0)| <1 (2) = fu(2)[ + [fn(2) = fu(20)] + [fn(20) — f(20)]
Como || fn, — flla — 0, dado ¢ > 0 existe N € N tal que para n > N,
If(2) — fu(2)| < €/3 e |fu(z0) — f(20)] < €/3. Como f, é continua existe
d > 0 tal que se |z — 29| < d temos | fn(2) — fu(20)] < g/3.

Concluindo, para qualquer € > 0 existe § > 0 tal que se |z — 29| < 0 entao

1f(2) = f(20)| <e.

Le. f é continua em qualquer zy € A. O

Podemos entao definir séries de fungdes > fx. A convergéncia é dada por:

(1) > fx converge pontualmente em A se >, fr(z) converge para
qualquer z € A;

(2) >° fx converge absolutamente em A se ) ;_, |fx(z)| converge para
qualquer z € A;

(3) > fr converge uniformemente em A se > ;'_; fi converge uniforme-
mente em A.

9A norma uniforme definida para fungdes f é ||f||a = sup,c4 |f(2)]-
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Proposicao 6.2 (Critério de Weierstrass). Se . || fxl]la converge, entdo
> fx converge absoluta e uniformemente em A.

Demonstragao. Como > |fi(2)| < D ||fxlla converge, a série converge ab-
solutamente em A. Agora, para qualquer z € A,

oo n [e.e] [e.e]
ka(z) - ka(z) < Z |fi(2)] < Z | fell
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1
converge para zero quando n — 4o00. O

Observagao 16. De modo semelhante a Proposicao 6.1 podemos demons-
trar que se f,, sao fungdes continuas e » | fi converge uniformemente em A,
entdo Y f é continua em A.

Exercicio 47. Determine a convergéncia de > 2 /k em D,(0).

Exercicio 48. Mostre que ), 2" converge em D1(0) para a fungao f(z) =
1/(1—=2). Prove que a convergéncia € uniforme e absoluta em qualquer con-

gunto Dy(0) com r < 1.

Proposigao 6.3. Seja A C C uma regiao, um caminho 7: [a,b] — A regular
por trogos e uma sucessao de fungoes fn: vy([a,b]) — C continuas tal que

| fn — fll — 0. Entdo,
A L

Além disso, se > fi converge uniformemente em vy, entao

Azmzzﬂm

Demonstragdgo. Como f, — f uniformemente, dado € > 0 existe N € N tal
que para n > N temos que || f, — f|l, < e. Logo,

Ah—Lf

Le. fv frn — fv f.

A mesma ideia para a série. O

[~ f)‘ < W= Tl €1) < ££(3).
i

6.2. Convergéncia de sucessoes e séries de funcoes analiticas. Se
tivermos uma sucessao de fungoes analiticas, mostramos de seguida que o
seu limite também é uma funcdo analitica desde que a convergéncia seja
uniforme. A série dessas fungoes também vai ser analitica.

Teorema 6.4. Seja A C C aberto e uma sucessao de fungoes fp: A — C
analiticas.

(1) Se || fn — fllp — O em qualquer disco fechado D em A, entdo f é
analitica e f], — f' pontualmente em A e uniformemente em D.

(2) Se > fr converge uniformemente em qualquer disco fechado em A,
entao Y fi € analitica e (3 fr)' = > fi. pontualmente em A e uni-
formemente em qualquer disco fechado em A.
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Demonstragao. Como f, — f uniformemente e f, é analitica em D, para
qualquer caminho fechado v em D regular por trogos temos que f7 fa=0
pelo teorema de Cauchy e que fv fn— fv f pela Proposicao 6.3. Ou seja,
fv f = 0. Pelo Teorema 5.14, f é analitica em D.

Consideremos agora que D é um disco de raio r centrado em z e que 7
determina uma circunferéncia concéntrica de raio p > r de tal forma que
ainda estd em A. Assim, pela formula de Cauchy,

/ gt _i fn(é)_f(é)
)= 110 = g | PR
Como [§ — z| > p—r para £ € y([a,b]) e z € D,

7r(p—?“)2 (p—1)?
Do facto ||f, — f|ly — 0 provamos que f, — f’ uniformemente em D. A
prova da convergéncia pontual em A fica como exercicio para o leitor.
A mesma ideia para a série. O

Exemplo 4. Um exemplo simultaneamente simples e importante é dado
pela série geométrica: )y 2". Para calcular o seu valor vamos proceder
por indugao a demonstracao da igualdade:

1— 2kt
ZZ 11—z

Como se verifica para k = 0, assummdo a igualdade para um qualquer k € N,
resta demonstrar que é valida para k + 1. Assim,

+1

k+1 k
E:Zn — §:Z”+Zk+1
1— Zk+1
— + Zk—i—l
1—=2
1— Zk+2
N 1—2

Fazendo o limite k£ — +o0 quando |z| < 1 obtemos

neN

Exercicio 49. Considere a funcio zeta (¢) de Riemann!®

—Y 0

neN
(1) Mostre que ¢ é analitica em A= {z € C: Rez > 1}.

10Riemann (1826 - 1866) observou que a frequéncia dos ntimeros primos entre os na-
turais é muito parecida com o comportamento da fungdo . A famosa “Hipétese de
Riemann” conjectura que todas as solugoes de ((z) = 0 encontram-se na recta vertical
{z € C: Rez = %} Isto foi verificado para as primeiras 10'3 solucbes. Porém, uma
demonstracao formal para todas as solugoes nao é conhecida. No caso de ter alguma boa
ideia, gostara de saber que ha um prémio de 1 milhao de délares para quem resolver este
problema. Veja em: http://www.claymath.org/millennium-problems
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(2) FEscreva (' sob a forma de uma série.

6.3. Convergéncia da série de Taylor. Vamos ver de seguida que a série
de Taylor de uma funcao analitica converge.

Teorema 6.5 (Taylor). Seja A C C aberto, f: A — C analitica e zy € A,
r >0 tais que Dy(z9) C A. Entdo,
(n)
f(z) = Z fn(‘zo)(z —20)"  (série de Taylor) (6.2)
n>0
para todo z € D, (2p).

Demonstracao. Seja v o caminho que descreve uma circunferéncia de raio
o < r e centrada em zy. Assim, para z € Dy (zp),

() = 1 /f(f) de.

T 2o E—z

Como podemos escrever

1 z—20\" f(§)
= 2 /vnzz (5— Zo> §— Zodé'
Ou seja, usando o Lema 6.3,

(m) (s
1O =X =) 5 [ TS =S L
. 20 n!

n>0 2 (5 n>0

O resultado segue do facto de esta igualdade ser valida para qualquer o <
. U

Exercicio 50. Determine a série de Taylor da func¢do ( de Riemann em
redor de zy = 2.

Corolario 6.6. Seja A C C uma regigo. Uma funcdo f: A — C € analitica
sse para cada zg € A existe r > 0 tal que Dy(z9) C A e f € igual d sua série
de Taylor em D, (zp).

Observacgao 17. Poderiamos ter definido inicialmente fungoes analiticas
desta maneira. Note que esta é a definicao em R.

Demonstracao.

e (=) Segue do teorema de Taylor.
e (<) A série de Taylor é analitica em D, (zp) pois converge. Como
isso é valido para qualquer zy € A, temos que f é analitica em A.

O
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6.4. Continuacao analitica. O facto de uma funcao analitica ser igual a
sua série de Taylor tem varias consequéncias importantes. Em particular,
se a fungao se anula em pontos que “acumulam” no dominio, entao terad que
se anular em todo o dominio (desde que este seja conexo).

Teorema 6.7. Seja f: A — C analitica numa regiao A C C. Se existe
uma sucessao z, € A convergente para zg € A tal que z, # zZm, N £ m, e
f(zn) =0, n € N, entdao f(z) =0 para todos os pontos z € A.

Demonstracao. Como f é analitica, podemos escrever para zg € A a série
de Taylor definida num disco D,(z0) C A. Se f%*)(zy) = 0 para qualquer
k > 0, entao o teorema estd demonstrado nesse disco. Assumimos entao que
existe p tal que f®)(z5) # 0 e f*)(29) = 0 para k < p. Assim,

(k+p) (4,
f(z) = (2 —20)Pp(z) onde (2 Z ()

k
(z — 20)".
k>0 (k+p)!

A fungao ¢ é também analitica pois corresponde a uma série de Taylor
convergente. Em particular, ¢(z) = f®(z0)/p! # 0. Como ¢ é continua,
existe uma vizinhanca Dg(z9) de zp com 0 < R < r, tal que p(z) # 0 se
zeD R(ZO)-

Vamos entao provar que f(z) = 0 em Dpg(zp). Assumimos que existe
z* € Dpg(z) tal que f(z*) # 0. Porém, f(z*) = (2* — 20)Pp(2*) = 0, logo
z* = zp. Ou seja, ndo existe uma sucessao nas condigoes do enunciado. O
teorema é vélido para Dg(zp). Falta mostrar para os restantes pontos de A.

Considere o conjuntos de pontos de A onde todas as derivadas de f sao
nulas:

B={ze A: f"(z)=0,n>0}.
Este é um conjunto nao vazio pois zg € B.

Tomando uma sucessao w, € B convergente para z, pela continuidade de
f™ obtermos que 0 = f™(w,) — f(™(2z) = 0. Ou seja, z € B.

Seja w € B. Pela analiticidade f é dada pela sua série de Taylor em w
num disco Dp(w) C A. Assim, £ = 0 nesse disco para qualquer n > 0.
Ou seja, Dg(w) C B.

Os dois factos anteriores implicam que AN 9B = (). Como A é conexo,
pela Proposicao 1.1 temos que B = A. O

Imediatamente obtemos o seguinte resultado.

Coroléario 6.8 (Continuacao analitica). Sejam f: A — C e g: A — C
analiticas numa regidgo A C C. Se existe uma sucessdo z, € A convergente
para zo € A tal que zp, # zm, n #m, e f(z,) = g(zn), n € N, entdo f =g
em A.

Observagao 18. A continuacdo analitica significa que existe uma tnica
funcao analitica que toma determinados valores num conjunto de pontos que
acumulam noutro ponto da regido. Por exemplo, se para z, = 1/n temos
que f(z,) = eY/", entdo a tnica possibilidade da funcio f ser analitica é se
for a exponencial f(z) = e*.

Exercicio 51. Prove que se f: A — C e g: A — C sdo analiticas numa

regigo A e f € igual a g ao longo de um caminho em A, entdo f = g em
todo o A.
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Exemplo 5. A funcao f(z) =sinz, z € C, é a dnica funcao analitica que
nos reais é igual ao seno, i.e. f(z) =sinz, x € R.

6.5. Principio do médulo maximo.

Teorema 6.97(Princ1'pio do médulo maximo). Seja uma regigo A C C
limitada e f: A — C analitica em A e continua em A. Entdo, |f| tem
mazimo num ponto da fronteira de A ou € constante.

Demonstragdo. Como f é continua em A (limitado e fechado = compacto),
entdo existe maximo em A. Seja a € A um maximizante. Se a pertence &
fronteira, o teorema estd demonstrado. Resta considerar o caso a € A.

Comecemos por uma versao local. Seja zp um maximizante local. l.e.
|f(2)] < |f(20)| para z € Dgr(z9) para R > 0 suficientemente pequeno.
Queremos mostrar que f é constante'! nesse disco. Supondo (por absurdo)
que existe z; = zg + re?? € Dg(z0), 7 < R, tal que |f(21)| < |f(20)|.- Como
f é continua, existe £ > 0 tal que | f(zp + re!@*0)| < w para cada
0 <t <e. Assim, usando (5.13) e o facto de | f(zo)| ser um méximo local,

2

fz0 + ret @) dt‘

<%[ ”;V“”’ el

:U@wkjiﬂﬂ%M—U@ﬁD<U@wh

chegamos a uma contradicgao.
Pela continuacao analitica, a funcao é globalmente constante. O

6.6. Série de Laurent. Se sabemos que uma fungao é analitica num disco
excepto num ponto, o teorema seguinte permite escrevé-la como uma série
de poténcias (incluindo poténcias negativas), chamada de Laurent.

Teorema 6.10 (Laurent). Seja zop € C e uma fungao f: Dy(z0) \{z0} — C
analitica. Entao,

+o0
f(z) = Z en(z — 20)",  (série de Laurent) (6.3)

n=-—o00
para todo z € Dy(z0) \ {20}, com
1 / f(&)
on=— | —1S e pez, 6.4
" omi ), € (o4
onde v = 0D, (2).
Demonstragao. Escolhemos os caminhos 71 e 79 descrevendo as circunferéncias

concéntricas em zg de raios r; < ro < r, ¢ A um arco unindo v; a y2. O
caminho

c=-mn+rn+Ar+ (=N

L A nteriormente ja provamos que uma func¢do analitica é constante sse o seu médulo é
constante.
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é fechado e homotépico a um ponto em D,(z9) \ {20} onde f é analitica.
Pela férmula de Cauchy, para z tal que z estd no interior da curva o (logo
r1 < |z — 20| < r2),

f(z):;m/éf(_g)zdngl(z)‘f'fQ(z)

I A (DN B (P
£1(2) A £ e fol2) [y ¢

onde

271 £E—z 2w E—z
Os integrais acima nao dependem dos caminhos 71 e 72 pelo teorema de
Cauchy. Assim, variando esses caminhos de forma a evitar que z esteja
sobre as suas curvas, temos que f1 e fo sdo analiticas em D,(29) \ {20}
Observe que se & € 7i([a,b]), |€ — 20|/]z — 20| < 1. Usando a série
geométrica (6.1),

-1 1 1 11 Z<§—zo)"
-2 z—20— (£~ 20) Z—Zol—g’ﬂ 2= 20 =\ %~ 20

—20

De forma semelhante para & € ya([a, b]), temos |z — zo|/|§ — 20| < 1 e

1 z—20\"
5—2_5—202(5—20)

n>0

Entao, para z € D,(20) \ {20},

fl(Z):i /(&) Z(g_z())ndg

21 Z— z zZ— z
pa! OnZO 0

1 n_ 1
=25 | TOE 0" o e

n>0

_ i — 5 n—1 1
—;[m [ st -] =

folz) = 217”/7 Zf_(fiﬂ T <§:Z>nd§

n>0

~ X5 [ el

n>0 72

Exercicio 52. Escreva a série de Laurent de

(a) 0< |z <1
(b) |z] > 1.
(c)0<|z—1<1
(d) |z—1]>1
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7. TEOREMA DOS RESiDUOS

7.1. Classificagao de singularidades e residuos. Seja A C C aberto,
z0 € Ae f: A\ {20} — C analitica. Chama-se a z; singularidade isolada
de A 2. A expansio de f em série de Laurent em torno de zg é entdo dada
por (6.3), i.e
“+oo
f(z) = Z cn(z — 20)".
n=—oo
e Se k = max{n € N: c_,, # 0} existe, entdo zy diz-se um pélo de
ordem k 13,
e Se existem infinitos n’s tais que c_,, # 0, entao 2y é uma singulari-
dade essencial (k = ).

Observagao 19. Pela defini¢ao anterior, devemos ter

00, n<k
li_)m (z—20)"f(z) =Qck#0, n=k
’ 0, n> k.

O residuo de f em zy é o coeficiente c_1 da série de Laurent de f em
torno de zg e escreve-se

Res(f, z0) = c—_1. (7.1)
E entdo facil verificar que:
e se zg € um podlo de ordem 1,

Res(f,20) = c—1 = lim (z — z0) f(2).
Z—20
e se zg ¢ um polo de ordem 2,

c_g = Zli_)rrzlo(z —20)2f(2)

Res(f.20) = e = lim (x — 20) | £(2) — -2 .

Z—r20

e se zg ¢ um polo de ordem k € N,

c_p = Zli_glo(z — 20)%f(2),

k
_ C—j _
c,i—zlglgo(z—zo) f(z) — Z o) i=1,...,k,
Jj=i+1
e Res(f, z0) = c_1.
Exercicio 53. Calcule Res(f, z9) para
(1) f(2) = ezz_l, 20 = 0.
(2) f(2) = 5575 20 = 0.
(3) f(z) =tanz, todas as singularidades.
(4) f(Z): (z— 12:20_1-

125 fungdo f diz-se entdo meromorfica em A.
Bum polo de ordem 0 também é chamado de singularidade removivel pois significa
que para todo n € N temos c—,, = 0.
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(5) f(2) = ity 20 = 1.
2

(6) f(z) =<5, 20 =1.
(7) f(2) =S5, 20 =0.

s z

7.2. Teorema dos residuos.

Teorema 7.1 (dos residuos). Seja A C C uma regidgo simplesmente conexa,
uma singularidade zy € A, f: A—{z0} — C analitica, e um caminho fechado
v: [a,b] — A regular por trogos tal que zy & v([a,b]). Entdo,

/f = 2mi Res(f, z0). rot (7, 20)- (7.2)
gl

Observagao 20. Podemos facilmente generalizar o teorema dos residuos
para regides A contendo um numero finito de singularidades isoladas. Bas-
tando para isso considerar unides de curvas fechadas em regioes contendo
apenas uma singularidade.

Demonstragao. A série de Laurent de f em redor de zp em {z € C: 0 <
|z — 20| <} C Aé

f(2)=> enlz = 20)"

nez

onde os coeficientes ¢, sao dados por (6.4). Logo,
/f /Z dz—{—/ch(z— 20)"dz.
T'n>0

Como a func¢ao dentro do dltimo integral acima é analitica, pelo teorema de
Cauchy o integral é zero. Assim, obtemos

C_
f _ / 7’”(12 = 0_127F’i I‘Ot(’)/’ ZO);
v v Z (z —20)"

onde utilizdmos o teorema fundamental do cdlculo para determinar o se-
guinte integral:

1 2mirot(y, 20), n=1
/ ———dz = { [(sesgi-n]?®)
v (2= 20)" [#} =0, n#l.
v(a)

Exercicio 54. Calcule
(1) fA/(z +1)73dz com v = 0D2(0) e v o quadrado com vértices em
0,1,1+14,i.
(2) f7 22+2Z+5d2’ com v = 0D1(0).

®3) J, ;E;%dz com v = 0D5(0).

4) [, ¢ —dz, com y(t) = acost +ibsint, a,b >0 e t € [0, 2n].
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7.3. Aplicacao do teorema dos residuos a integrais em R. Vamos in-
troduzir a aplicacao do teorema de residuos ao calculo integral em R através
de exemplos.

Exemplo 6. Queremos calcular o integral
+oo
/ 5w g, (7.3)
e (B2 H1)

Considere o caminho A, que percorre o segmento de recta entre ir e —ir, com
r > 1, e o caminho o, correspondendo a curva {z € C: Rez <0, |z| = r}.
Podemos entao definir um caminho fechado simples ~, = A+ 0, com sentido
positivo. Para a funcao

temos que
1
Res(f,—1) = % © Res(f,1) = 0.

Logo, pelo teorema dos residuos,

Note que os integrais sao iguais para qualquer escolha de r > 1 e que

/ 3 f (iy)idy =i /_ COS((Z)ziils)i;I ) dy

Além disso,

wr

2z, e = G

Jm [ g=0

Queremos calcular o integral (7.3) da fungdo continua em R dada por
y — cos(y)/(y* + 1)2. Esta funcio é integrdvel em R pois o seu valor
absoluto é limitado em [0,1] por 1, em [1,+oo[ por 1/y* e f1+°°(1/y2)dy
converge. Logo,

cos(y) . " cos(y) :
V) gy = lim V) gy = lim Im
/(y2+1)2 SRS NN (RIS ER R €8 ATf

= lim Im [z’wel — / f} = e L.
r—-+00 or
Observagao 21. Note que uma fungao continua f: R — R é integravel em
R se existem os limites

a 0
aggloo/o f ¢ bgmoo/b f
0
=1 li
/ a—}I-&I-loo/ f + b—iI—noo/b f

Nesse caso,
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e em particular temos que o chamado valor principal do integral

. = i
oo [ 1= [

éigual ao ~mtegral fB f .NPor vezes é possivel calcular o valor principal mesmo
para funcoes que nao sao integraveis.

Lema 7.2. Seja f analitica com um pdlo de ordem 1 em 2y, e um caminho
or(t) = 20 +re'l, t € [a,b]. Entdo,

hm/ f=(b—a)iRes(f,20). (7.4)
r—0
Demonstracao. Podemos escrever a série de Laurent de f em torno de zg
como (f. )
Res(f, zo
f(z) = ———+N(2),
Z— 20

onde h é analitica. O integral de h sobre o, pode ser estimado por

/ h‘ < sup |h(2)|4(o;) = (b—a)r sup |h(z)] = 0 quando r — 0.

zEo, zZEoy,

Finalmente,
Res(f,z0) ;.

po— = (b—a)iRes(f, z0).

Or

Exemplo 7. Determinar o valor de'*
. R ginx

lim
R—+oc0 0 i

Considere a fungdo f(z) = e*/z definida em C \ {0}. Observe que

I f(z) =

O ponto z = 0 é um pdlo simples com Res(f,0) = 1.
Sejam 0 < r < R. Como nao podemos integrar a fungao sobre um
caminho que cruze o ponto z = 0, escolhemos entao um caminho

dz.

sinx

X

Y= Arr + Vs + Ay + 0R
onde temos os segmentos de recta sobre os reais,
Arr(t) = —R(1—t)—rt e Ag,(t)=r(1—1t)+ Rt
e as semicircunferéncias centradas em 0,
v (t) =re e og(t) = Rem,

com t € [0, 1] (ver Figura 6). Claramente, f7 f=0.

—im(1—t)

HMNote que esta funcdo nio é integravel & Lebesgue em RT. De facto,

o +oo 2rn+3n/4
dxz > /
/ 2.

n=0 ntm/4
e esta série diverge.

sin sinx

T

Z 2 2 27rn+37r/4



40 J. LOPES DIAS

FiguraA 6. Os caminhos que compoe +.

Para a curva exterior temos

1
/ f= iﬂ'/ efRsin(Trt)+iRcos(7rt)dt7
OR 0
0 que implica

1
f‘ < 7_{_/ fRsm(Trt)d

1/VR 1-1/vR 1 R
- / / / e sm(m‘)dt
1-1/VR

1
+e —Rsm(ﬂ'/\ﬁ) ) — 0 quando R — +oo.

(v U

([ )+ [0

Em particular, reparando que f é par, provamos a convergéncia de

R
lim Smx :—Im/ f.

R—+o0 /)

<7

Entao,

para qualquer r > 0. Usando o Lema 7.2 e tendo em conta o sentido do
caminho, lim,_,q fy f = —im. Podemos entao concluir que

. R ging
lim
R—+o00 0 X

dx =m/2.

Exercicio 55. Calcule
(1) +o0 cos(ax) dx

—oco  1+z2

(2) [T gy

—o0o 1+ix

) (%) [ e

8. ANALISE DE FOURIER

Vamos ver agora como fungoes reais definidas num intervalo compacto
podem ser escritas como séries de fungoes trigonométricas (somas de senos
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e cossenos). Este facto ird ser tutil na determinagao de solugoes de equagoes
diferenciais.

8.1. Polinémios trigonométricos. A funcao seno pode ser parametrizada
da seguinte forma:

f(z) = Hsin 2nwz + ¢), x€R,
onde H > 0 é a amplitude, w € R a frequéncia e ¢ € [0,27[ a fase. Esta
funcdo é periddica, i.e. f(x +T) = f(x), com perfodo T = w™!. A fase
indica que o valor inicial da func¢ao (em =z = 0) é H sin ¢.
Como sin(a + b) = cosa sinb + sina cosb 1°, podemos escrever
f(z) = Acos(2mwx) + Bsin(2rwz)
com A= Hsin¢g e B= H cos¢. Além disso,
f(l') — CeQTrwi:v _|_E€—27rwi:v
onde ¢ = % — Zg.
Consideremos agora uma fungao que é a soma de dois senos com frequéncias
distintas wi,ws € R\ {0},
g(x) = Hisin(2nwiz + ¢1) + Hosin (2mwoz + ¢2)
— 61627rw1i:1: + 616727rw1ix 4 CQeQﬂWQix + é26727rw2i:1:.
Esta funcao pode ja nao ser periddica, dependendo da relagdo entre as
frequéncias.
Proposicao 8.1. g € periddica sse wi/ws € Q.

Demonstragao. A periodicidade significa que g(x+7T') = g(x) para qualquer
z € R, onde T > 0 é o periodo. Ou seja, e2™il =1 e wiT € Z,j=1,2.
Entao existem inteiros ni,ngy tais que T' = nj /w; = ng/wy e que wy /wy é um
numero racional. O

Um polinémio trigonométrico é uma fungao na forma
m
_ L 2Tiw, X
h(z) = che I (8.1)
j=1
Exercicio 56. Encontre condigcoes nas frequéncias wi, . ..,Wm pPara que um

polinémio trigonométrico seja periodico.

Exemplo 8. Um fenémeno que depende de forgas periédicas com efeito
aditivo é a variagao da altura da maré h(t) no instante ¢. Esta é influenciada

pela rotagao da Lua em redor da Terra (com periodo 1/w; = 27 dias),
pela rotagao da Terra em torno do seu eixo (periodo 1/ws = 24 horas)
e pela translagdo da Terra & volta do Sol (periodo 1/ws = 1 ano), entre

outros factores periédicos. Este modelo simples foi considerado por Lord
Kelvin no século XIX para determinar as oscilacoes das marés. Temos assim
uma fungao na forma (8.1). Para prever as marés é necessario conhecer as
amplitudes ¢; correspondendo a cada uma das forcas presentes. As que
tém valores superiores em mdédulo, as mais influentes, darao uma maior
contribuicdo para a periodicidade do fenémeno. O lema seguinte permite
calcular esses valores através de dados recolhidos ao longo do tempo.

15Basta desenvolver a expressao e'(@TY) = givgit,
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Lema 8.2. Sejam wy,...,wy, € R\ {0} distintos e

m
_ § :CjeZMt.ujm.
=

Entao, para qualquer a e R e j =1,.

cj = lim / f 727r1wjxd
b—>+<>o —a

Demonstragao. Calculando o integral

b m b
/ f(x>e—27riwjx dr = Z Cj’/ 627ri(wj/—w]-)m dr

a j'=1 a
- —a)e + Z 2mi(w

J'#j

b

)
a

. [62“(%-/*%)39}
Jj T Wi

chegamos a conclusao que

1 b
‘b_a/a f(.’E 27r7,wjxdw_cj

quando b — +o0. O

lcjr]
Z’WJ : -0

/—w]’

Considere agora um nimero infinito de termos com frequéncias wy, = k,

k € Z na forma
l‘) _ Z CkeQTrzkx
keZ

Esta fungao, se a série converge, é periddica com periodo 1. E chamada série
trigonométrica. Observe que converge absoluta e uniformemente se ), |ci|
converge. Nesse caso sera uma funcao analitica simples de derivar e integrar
termo a termo.

Exercicio 57. Mostre que

ZC eQﬂ—lkw = 2 + Z A (610} 27Tnx) + B Sln(Qﬂ-n’:U)
kEZ neN

comcn:A—;—i% €Cop="0Cp,n>1, eco=Ay/2.

Exercicio 58. Mostre que

1
/ f(x)e 2™ dg = ¢,
0

A questao central da préoxima seccao é saber que fungoes se podem escre-
ver na forma de uma série trigonométrica.

8.2. Séries de Fourier. Seja f: [0,1] — R. Dizemos que

e f é continua por trogos se tem um numero finito de descontinuidades
ai,...,a, € [0,1], e f(aj) e f(a;) sdo finitos para qualquer i =
1,...,n.

e [ é diferencidvel por trogos se f e f’ (onde estiver definida) forem
continuas por trocos.
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o f € LY([0,1]) se é integravel (3 Lebesgue relativamente & medida de
Lebesgue em [0, 1]). i.e. fol |f(x)] dz < +o0.
o feL2([0,1)) se [y |f(x)]?dz < +o0.

Observacgao 22. E simples verificar que se uma funcao é diferenciavel entao
é continua, logo também continua por trogos. Se é continua por trogos em
[0,1], também é L' e L? em [0, 1]. Note que se a funcio tivesse domfnio nio
compacto, poderia ser L' mas ndo L2. Por exemplo, f(z) = z~/? em 0, 1]
é integravel, mas f(z)%2 = 27! j4 ndo o é.

Seja f € L(]0,1]). O coeficiente de Fourier de f de ordem k € Z é o

numero complexo dado por

1
fi= [ F@e
0
A série de Fourier de f é

Sp(x) =Y fre®™™*,  xe0,1].
keZ

Exemplo 9.
(1) f(z)=1. Parak =0, fy = fol f(z)dx =1. Se k # 0, entao

1
fe = / e~ 2R dy = 0.
0

Logo, Sy(xz) = 1. Note que Sy = f.
(2) Dado n € Z, seja f(x) = €™, Assim,

1, k=n
fe=
0, k#n.

Temos entao Sy = f.
(3) f(z) = z. Usando integragao por partes obtemos

Assim,

_ 1 1 2mikx
Si@ =g+ 3 g™
kez\{0}

Observe que Sy nao converge absolutamente porque » | 27r1ik ezmm‘ =

i >k |—,1€| diverge. No entanto pode convergir pontualmente. Por

exemplo, Sy(3) =3 — ij(glg: converge.

Note ainda que S;(0) = S¢(1), logo nao podemos ter Sy = f pois
f(0) # f(Q1).
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8.3. Outros intervalos. Podemos agora generalizar as séries de Fourier
para fungbes em outros intervalos compactos. Basta notar que podemos
transformar uma funcao g: [a, 5] — R, com a < f, noutra definida em
[0, 1]:

fl@)=gla+z(f —a)), x € [0,1].

Isto é equivalente a

r—«

s =f(5=2). el

Temos assim a série de Fourier de g dada por um rescalonamento da de f:

Sya) = 57 (520 ) = et 5,

keZ

onde

1 A A
gk:fk:B_a/a g(z)e ™ E=a d

apés mudanca de varidveis.

Exercicio 59. Mostre que a série de Fourier de g: [, f] — R pode-se
escrever na forma:

a 2mnx . 2mnx
—20+%ancos <5—04) + b, sin <ﬁ—a>

B
an, = Bia/a g(x) cos <§7r_n.z> dz,

B
b = 5= | g(x)sin@”fg;) dz.

Exercicio 60. Escreva a série de Fourier de g definida em [—L, L]. Mostre
que se g € par entdo by, = 0 para qualquer n € N, e se é impar temos a, = 0.

com

8.4. Teorema de Fourier. O nosso objectivo agora é determinar condigoes
para que as séries de Fourier sejam iguais as fungoes.

Proposicao 8.3. Seja f € L?([0,1]).
(1) (Desigualdade de Bessel)

Sk < [ 5@ d
e,

(2) (Lema de Riemann-Lebesgue)

lim f; =0.
|k| =400

ke

Demonstragdo.
(1) Seja para cada n € N,

x) — Z fk627rik:p'

[k|<n
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Temos entao,
1 1
i 2 — i —
0 < [r-siPaa= [ (r-8)G=5)ds
1 T I
= /Offdx—/D(Snf—i-Snf)dx—i—/ SpSp dx.

0
Agora, note que

1 1
o _ 7 —2mikz — 2
/Osnfdx— §:fk/0 f@)e ke dy = 3 |fi]

lk|<n kl<n

(§]
/1 SuSpdr =Y Y fk'fk’/l PRI qp = N | il
0 0

k| <n |K'|<n |k|<n

Finalmente, juntando as relacoes anteriores com a desigualdade acima,

1
og/o FRde— 3 1fil?

lk|<n

para qualquer n € N. Fazendo n — 400 obtemos a desigualdade de
Bessel.

(2) A desigualdade de Bessel implica imediatamente que |fx|*> — 0 uma
vez que a série é convergente.

O
Teorema 8.4 (Fourier). Se f:[0,1] — R ¢ diferencidvel por trogos, entao
R s e
—=—, xc{0,1}
O teorema de Fourier acima é demonstrado na seccao 8.5.

Corolario 8.5 (Fourier). Se f:[0,1] — R € continua, diferencidvel por
trogos e f(0) = f(1), entdo

(1) Sy = 1.

(2) Sy converge absoluta e uniformemente.
Demonstragao.

(1) Como a funcao é continua, o Teorema de Fourier garante que é igual
a série de Fourier.
(2) Vamos primeiro calcular os coeficientes de Fourier de f’:

1
fi= / f/(:c)ef%ikx dx = 2mik fy,.
0

Temos assim,

mikx f,
Z‘fw? = Skl =l + D 27rkk:
keZ K kA0

1
< Ifo!+Z|f;él2+ZW,
kA0 kA0

onde usdmos a desigualdade |f},/k| < max{|f}|?, 1/|k|*}.
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Como f’ é continua por trocos, é também L?. Assim, pela desigualdade de
Bessel a soma acima é convergente. Logo, Sy converge absoluta e uniforme-
mente. U

8.5. Demonstracao do Teorema de Fourier. Queremos determinar o
limite de S, quando n — 4o00. Podemos desenvolver a soma na seguinte
forma:

Sn ($) — Z Ck€27rik:;t

Ik|<n

1 . .
— Z </ f(u)e—szku du) e?mkac
0

[k|<n

_ /1 fu) Z e2rik(z—u) 4.,
0

Ik<n
1

— [ #Due - wdu
0

onde a fungao periédica D,, com periodo 1 é dada por

2n
Dn(x) _ Z eZm'k:x _ Ze2wi(k’—n)x
k=0

[k|<n

_ 2mi(2n+1)x
_ 67271'1'7123 1 € ( )
- 1 — e2mix

e27ri(n+1):p _ ¢~ 2mina

627ri:c -1

Temos também

1/2

1
1
/ Dp(x)de=1 e D, (z)dx = .
0 0 2

Consideramos a extensio periédica de f dada por f ao intervalo [—1,2]:

i flx+1), zel-1,0]
f(z) =4 f(2), z €[0,1]
flx—=1), z€]1,2].

Pela mudanga de variavel v = x —u e usando a periodicidade de D,, obtemos
0 ~
Sp(x) = / f(w)Dy(x —v)dv
-1
z+1
= / f(x —v)Dy(v) dv
$1 )
= / flx —v)Dy(v) dv.
0
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Falta mostrar para cada x € [0, 1] que a seguinte expressao converge para
zero quando n — 4o00:
Flat) + Flam vz L
su(w) ~ LI [ ) fam Do) do
0

1
~.’L’—'U —N.’IT+ v v
+/1/2[f( ) — f(@)|Du(v) d

1
_ / g(v)[627ri(n+1)v o e—27rinv] dv,
0

onde definimos a fungao

fla—v)—f(z~) 1
g(?)): { 627”3’71’ OS’U§§
1

v
flatl-v)—fz") 1-v 1
1—v e2miv_1" 2 <wv S

Ambos os ramos correspondem a fungoes continuas por trogos excepto pos-
sivelmente nos pontos 0 e 1. Verificando nesses extremos do intervalo [0, 1],

_Fe)

v—0t 211 v—1— 211

Como f’ é continua por trocos, g é continua por trocos, L? e L', com coefi-
cientes de Fourier gi, k € Z. Assim,

fat) + f@)

Sn () — 5 = g—(n+1) — In-

Pelo lema de Riemann-Lebesgue, g,,9—, — 0 com n — 400.

8.6. Transformada de Fourier. Quando temos uma fungdo definida em
R, também podemos fazer uma analise de Fourier usando integrais e frequéncias
nao inteiras. O papel dos coeficientes de Fourier é tomado pela transformada
de Fourier. A série de Fourier corresponde aqui a transformada de Fourier
inversa.

Seja f € L'(R). A transformada de Fourier de f é a funcio fiR—C
dada por

flw) = / f(z)e*™ ™ dg.
R
Frequentemente iremos usar também a notacao

Ffi=f
tal que F é visto como um operador entre espagos de fungoes.
Note que f existe sempre pois f é integravel, i.e. [ |f(z)e?™*?|dx <

J1f] < oo
Exemplo 10. Seja

fla) = {1’ o=

0, |z|>1.

Temos assim,

f(w) — /_1 e—27rz'wx dr = {Sigwﬂ w e R\ {0}

2, w =0.
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Observagao 23. f pode nao ser L' como no caso do exemplo 10 (recorde
o exemplo 7).

Exemplo 11. Considere f(z) = e~ *l, 2 € R. Logo,

' 2
H@) = G

Note que f € L'(R).
8.7. Propriedades da transformada de Fourier.
Proposicio 8.6. f € CO(R) e ¢ limitada.

Demonstracao. Basta usar o facto de f ser integravel para mostrar que f é
limitada. Para obtermos a continuidade escrevemos

hm f(w + h) — }ILH%/ f —27r7,wx —2mhx _ 1) dr.
N

O valor absoluto da funcao integranda é majorado por |f(z)|. Pelo teorema
da convergéncia dominada, o limite comuta com o integral. Logo, a fungao
f € continua. O

Teorema 8.7 (Lema de Riemann-Lebesgue). lim,_ 4o f(w)=0.

Demonstragao. |...] O

Proposicao 8.8. Se g(z) := xf(z) é LX(R), entdo f ¢ diferencidvel e
(Ff) () = (f)(w) = —2mig(w).

Demonstragdo. O

Exercicio 61. Dada f € L'(R), calcule a transformada de Fourier de:

o ful2) = f(z—a).
o gla) = " f(a).

Exercicio 62. Mostre que F: L'(R) — C°(R) € uma transformacado linear.

8.8. Transformada de Fourier inversa. Uma funcao definida em R é
continua por trogos se tem um numero finito de saltos finitos para qualquer
intervalo finito.

Teorema 8.9. Seja f € LY(R) continua por trocos e limy 400 f(7) = 0.
Entao,

2 A—+o00

f(x—i_) + f( — lim / f 2mwz dw z cR.

Observacao 24. Se f € L*(R), temos f(x fR e2mWT (.
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Demonstragao.

A A
/ f(w)eZﬂ'iwm do = / / f(u)efQﬂ'iwu du 627riw:1: dw
—A —AJR

_ /Rf(u) /_i e?ﬂiw(x—u) dw du
1 sin[2m A(z — u)]
= 7 /R f(u) T —u du

1 in(2r A
= 7r/I[{f(ac—v)SHl(:U)dv.

Usando o teorema dos residuos, sabemos que para qualquer a > 0,

/+°° sin(av) T
v=_.
0

v 2
Assim,
" ' o T ’ sin(2m Av
/—A fle)etm du - f()—;f() - % /_ [f(z—v) = f(z1)] (2’le dv

oo sin(27 Av
1 [ =) - s 22 g,

™ [

Resta analisar os termos do lado direito para mostrar que convergem para
zero quando A — +oo.
Comegamos com o segundo termo (para o primeiro usa-se a mesma ideia):

too sin(27 Av B
/ [f(z—v) = f(z7)] sin(2m Av) dv = / g(v) sin(27 Av) dv
0 0

v
+/+°° f(x_v)sin(Qﬂ'Av) do

B v
toe in(2m A
_/ f(x_)sm( TAv) o
B v
onde B>0e
flx—v)— f(a™
oty = 1= = 1)
¢ uma funcao limitada para v €]0, B[. Note que
B ~ ~
A)—g(—A
/ g(v)sin(2w Av) dv = M
0 21
Pelo lema de Riemann-Lebesgue, converge para zero quando A — +o0o. O
mesmo para os restantes integrais. O

Exercicio 63. Encontre as transformadas de Fourier:
(1) f(SU) e (27‘()_1/26—$2/2’
F —(27w)?
flw)y=e (2mw)*/2.
(2) f(x> = (27T)71/2€*552/2+27riax7

A~

f(w) — e—(27r)2(w—o¢)2/2.
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(3) f(z) = e~ l#l/242miaz

8.9. Aplicagoes.

8.9.1. Teorema de Amostragem de Shannon. O ouvido humano sé capta
frequéncias menores que cerca de 20kHz. Se tivermos um sinal sonoro f tal
que f estd limitado num intervalo [—c, ¢], entdo o teorema seguinte permite
obter f conhecendo apenas alguns dos seus valores (amostragem). Na pas-
sagem para a gravacao digital, este resultado foi a garantia de que a musica
nao se perdia por apenas guardarmos amostragens do sinal.

Teorema 8.10. Seja f € CO(R)NL (R) tal que f(w) = 0 se |w| > ¢. Entdo,
sin[27(cx — k/2)]
Zf <26> 2r(cx — k/2)

€ a convergéncia é umforme em R.

Demonstragao. Considere a série de Fourier de f em [—c, ¢] dada por

A w) _ Z Ck€27rik(w+c)/(2c)

kEZ
onde
L[ arik(wte)/(20)
= g flw)e dw
1 . c .
— %67271'%/2 f(w)efZWka/(Qc) dw
_ 1 o—2mik/2 n
N 2c f( 2c>
Logo,
pooy L N\ _orikw/(2¢)
flw) = 202f<20)€ '
keZ
Finalmente,
flx) = ’1f( )

_ Zf( )/ o—2mikw/(20)+2miwe g

- Z / (20) Sn;jﬂc(afm _kf2/)2)]
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