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Notacao

B O problema de roteamento de veiculos pode ser modelado num grafo orientado
G = (V,A), onde:

» V={0}UN.

— 0 é o depésito; e
— N é o conjunto dos clientes, que tém procura/oferta.

» A é o conjunto dos arcos, que representam as ligagdes entre os clientes.
— A={(ij):ijEVei#j)
» d; é a procura do cliente i € N.
— D é a procura total, ou seja, D = ZieN d;.
» K é niimero de veiculos homogéneos disponiveis.
» @ é capacidade de cada veiculo.
> cjj é o custo de atravessar o arco (/,j) € A.
B Queremos determinar o conjunto de circuitos de custo total minimo que: (i) comecem

e acabem no depésito; (ii) satisfagam a procura de todos os clientes em N; e (iii) a
procura total de cada rota n3o exceda a capacidade dos veiculos.
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Formulacao genérica

-

1,se o arco (i,j) € A é usado em alguma das rotas

0, caso contrario

min E CijXij

sujeito a:

(i.))eA
ZXOi =K (sai um arco do depésito para cada veiculo)
ieN

iji =1 Vj € N (um arco sai do cliente j)

iev

ZXij =1 Vj € N (um arco entra do cliente j)

iev

N&ao contém subcircuitos

Satisfaz a capacidade dos veiculos

xj € {0,1} V(i,j) €A
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Formulacao genérica

M Considerando K =2 e Q = 4.

(a) Excede capacidade veiculos. (b) Contém subcircuitos.

Figura 10: Solugdes n3o admissiveis para o VRP.

B Existem conjuntos de restricdes que modelam as restricées de eliminag¢do de subcir-
cuitos e de capacidade.

» Adaptacdes dos modelos de eliminacdo de subcircuitos para o TSP.
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Formulacao MTZ

B Formulagdo de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ)

uj - procura distribuida pelo veiculo quando sai do nodo i € V' \ {0}.

min E Cij Xjj

sujeito a:

(i.j)EA

S =

ien

> %i=1

iev

D %=1

iev

up—uj+ Qx; < Q —dj

(sai um arco do depdsito para cada veiculo)
Vj € N (um arco sai do cliente j)
Vj € N (um arco entra do cliente j)

V(i,j) € A:i,j#0 (aprocura distribuida com que o veiculo
sai de j é a com que saiu de i mais o
que distribuiu em j, se foi de i para j)
Vi € N (a procura distribuida quando o veiculo sai de i estd
entre a procura de i e a capacidade veiculo)
V(i,j) € A
46



Formulacao MTZ

B Consideremos K =2 e Q = 4.

Figura 11: Solugdes n3o admissiveis para o VRP.
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Formulacao MTZ

B Considerando K =2 e Q = 4.

Figura 12: Solugio admissivel para o VRP.
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Formulacao SCF

B Formulagdo de fluxo tdnico - Single Commodity Flow (SCF)

fij - fluxo que atravessa o arco (i, j) € A, que corresponde a procura total por satisfazer
quando o veiculo atravessa arco (/,j) € A.

min E Cij Xjj

sujeito a:

(ij)eA
ZXO,' =K
ieN

> %i=1
iev

ZX,'J' = 1l

iev

> fi=D

ievV\{0}

Y ofi= ) fi+d;

JeVi#i  jevi#i

0<f; < Qxj
Xij S {0,1}

(sai um arco do depésito para cada veiculo)
Vj € N (um arco sai do cliente j)
Vj € N (um arco entra do cliente j)
(D & a procura total por satisfazer quando os veiculos saem do depésito)

VieN

(procura por satisfazer quando entra em i

é a com que sai de i mais a que foi satisfeita em i)
v(i,j) € A
v(i,j) €A 49

(limites capacidade disponivel)



Figura 13: Solugdes nio admissiveis para o VRP.
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Formulacao SCF

B Consideremos K =2 e Q = 4.

Figura 14: Solugio admissivel para o VRP.
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Formulacao SCF

B Os limites das varidveis f podem ser melhorados.

» Quando saimos de i qual é a procura maxima por satisfazer?
— Como o i ja foi visitado, ja |a ficaram d; unidades de fluxo. Logo, a
procura por satisfazer é menor ou igual que Q — d;.
» Quando entramos em j qual é a procura minima por satisfazer?
— Como o veiculo ainda vai visitar o j, tem pelo menos a procura do j
para satisfazer. Logo, a procura por satisfazer é maior ou igual que
d;.

B Podemos substituir as restricdes limites capacidade disponivel por
dixij < fij < (Q — di)xi, V(i,j) €A
Nota: Para simplificar a apresentacdo das restricbes consideramos que

dp = 0.
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Formulacao RCC

B Formulag3o de cortes de capacidade arredondados - Rounded capacity cuts (RCC)®

min E CijXjj

(i))eA
sujeito a: ZXO,- =K (sai um arco do depésito para cada veiculo)

ieN

ij,- =il Vj € N (um arco sai do cliente j)

iev

ZX,-J- =} Vj € N (um arco entra do cliente j)

eV

Zfes d; p p -
Z ZX,-J- > T VSCN:S#0 (o niimero de veiculos necessérios

ievV\Sjes
para satisfazer a procura de um subconjunto de clientes é a
soma da procura a dividir pela capacidade do veiculo
arredondada para cima [varidveis inteiras])

x;j € {0,1} V(i,j) €A

5 Laporte, G., Mercure, H., & Nobert, Y. (1986). An exact algorithm for the asymmetrical capacitated vehicle routing problem.
Networks, 16(1), 33-46.
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Formulacao RCC

- esdi |~ . .
B As restricOes 3o\ s D jes Xij = Z% sdo em ndmero exponencial.

» Esta formulagdo deve ser resolvida com recurso a um algoritmo de
branch-and-cut.

— As restricdes em nimero exponencial podem ser utilizadas como de-
sigualdades validas para as outras formula¢des apresentadas
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Formulacao RCC

B Consideremos K =2 e Q = 4.

=1 d3=1

Figura 15: Solugdo n3o admissivel para o VRP.

B Considere-se S = {1,2,3}. Temos > ,cs = di +da+d3 =2+3+1=26e
[6/4] = [1.50] = 2 e apenas existe um arco com inicio em V \ S e fim em S.

» Um corte RCC para esta solugdo é xp1 + x02 + x03 + xa1 + Xa2 + xa3 > 2.
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Formulacao RCC

B Consideremos K =2 e Q = 4.

Figura 16: Solugdo n3o admissivel para o VRP.
B Considere-se S = {3,4}. Temos 3, cs =d3+ds=1+1=2e[2/4] =[0.50] =1
e n3o existe nenhum arco com inicio em V' \ S e fim em S usado na solugo.
» Um corte RCC para esta solugdo é xp3 + xpa + x13 + x14 + X203 + x04 > 1.
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Relaxacoes do problema do roteamento de veiculos

B Qualquer formulag3o valida para o problema do roteamento de veiculos garante que

1. cada nodo tem um arco a entrar e um arco a sair;

2. nao existem subcircuitos; e

3. a procura de cada rota ndo excede a capacidade do veiculo.

min E Cij Xij

(i.))eA
sujeito a: EXOi =K (sai um arco do depésito para cada veiculo)
ieN
ZXﬁ =il Vj € N (um arco sai do cliente j)
iev
inj =il Vj € N (um arco entra do cliente j)
ieVv
N&o contém subcircuitos
Satisfaz a capacidade dos veiculos
xij € {0,1} V(i,j) €A
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Relaxacoes do problema de roteamento de veiculos

B Podemos obter relaxacdes removendo cada conjunto de restricdes da
formulagdo genérica, contudo

» Se mantivermos o conjunto de restricdes Ndo contém subcircuitos ob-
temos o problema de do caixeiro viajante mdltiplo, que é um problema
dificil.

» Se mantivermos o conjunto de restricdes Satisfaz a capacidade de

veiculos obtemos o problema de empacotamento, que é um problema
dificil.

B Apenas vamos considerar a relaxacdo em que relaxamos ambos os con-
juntos de restricbes simultaneamente.
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Relaxacoes do problema de roteamento de veiculos

B Relaxando as restricdes de eliminacdo de subcircuitos e de capacidade

de veiculos obtemos:

(REL1) = min Z G

sujeito a:

(ij)eA
>_xi =K
ieN
>_xi=1
iev

2 %=1
ieVv

Xij € {0, 1}

(sai um arco do depésito para cada veiculo)
Vj € N (um arco sai do cliente j)

V_] € N (um arco entra do cliente j)

V(i j) € A
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Heuristicas para o problema do roteamento de veiculos

B Heuristicas construtivas
» Heuristica de Clarke & Wright.
M Heuristicas de decomposicao

» Agrupar — Rotear
1. Particionar do conjunto de clientes N em K subconjuntos que
satisfacam as restricdes de capacidade.
2. Determinar uma rota admissivel em cada um dos subconjuntos —
Resolver um TSP.
» Rotear — Agrupar
1. Determinar uma rota que inclui todos os clientes — Resolver um
TSP.
2. Dividir a rota em K subrotas que satisfagam as restri¢Ges de
capacidade.
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Heuristica de Clarke & Wright

B E uma heuristica gulosa para o problema do roteamento de veiculos®.

Heuristica de Clarke & Wright

1:
2
3
4
5%
6
7
3
9

10:
11:

12:
13:

14:
1155
16:

L ren (% Cricx oma
for all Cliente i € N do _é“__.gﬂ'“—-

:  Calcular a rota R; = (0, i,0). wh peu Culor volo e
: end for s m‘\m& oS YOl’lﬁ')
: for all Par de clientes i,j € N : i # j do a - Obh( uma. QA .

Calcular a poupanga sj; = cjo + coj — Cjj-

: end for
: Fazer R=0ei+ 1.
. while A solucdo ndo é admissivel do

Seja (i*,j*) o par que origina a i-ésima maior poupanca.

if /* e j* n3o s3o visitados then
Criar a nova rota (0, i*,j*,0) se dj« + djx < Q e eliminar Rj» e Rj«.

else if Existem arcos (0, i*), (0,/*), (i*,0) ou (j*,0) em R U (u}ﬁ'lRi) then
Juntar as rotas da seguinte forma (0, ...,i*, j*,...,0) se a procura da nova
rota ndo exceder Q.

end if

Fazer j < i+ 1.

end while

6

Clarke, G., & Wright, J. W. (1964). Scheduling of vehicles from a central depot to a number of delivery points. Operations research,
12(4), 568-581. 61



» Calcular a poupanca para cada par de clientes. 0 A B c D E

0 B 28 | 31 | 20 | 25 | 34
— Exemplo par (1,2) : s;p = ¢ 2 — C12 =
plo par (1,2) : s» 10 + Co2 12 A IEm e
28 + 31 — 21 = 38. B 31 21 = 38 20 | 32
c [20 [ 29 | 38 | - 30 | 27
ss A B C O E D [25 [ 26 | 20 | 30 | - | 25
A | - |@E8D 10 [ 27 |@2 E [[3& | 20 | 32 [ 21 | 25 | -
B [ - 5 13 | 3 | 33
c E = - 15 27 Q = 100 A B c D E
D[ - - - o [ [ 3 [ 3 [ 30 [ 2 |32 ]

Nota: Como a matriz de custos é simétrica temos

Sij = Sji-

» Ordenar pares de clientes pela maior poupanca: (B, C), (C,D), (A, C), (A,D), (B,E),
(D,E), (B,D), (A,B) e (A E). Fazer R=0e i<+ 1.

» R é admissivel? Nao.
Considere-se o_par [(B/Bi) (,Al E)
— Clientes ee sdo n3o visitados? Sim.
¢ Como dg+dg = 69 < 100, vamos criar uma nova rota. <R = {(O,A, €.0)}.
— i i+1=2.
» R é admissivel? N3o.
— Considere-se o par (A
— Clientes ﬁe B ndo sdo visitados? Nao.
— Clientes Aou 8 estdo adjacentes ao depdsito no conjunto das rotas? Sim.
e Como dg + dA+ (@ = 104 > 100, ndo adicionamos um novo nodo a solugdo.
— i+ it+1=3. 62



» R é admissivel? N3o.

— Considere-se o par (41/H)- C&)D)
— Clientes @)e 0 n3o sdo visitados? Meoa

7Gm-#w66tmdjmpem

(o)

e Como dg + d9+”h
vamos aditieonar~um—Revo hedo~a—rota

emR_ja-existermte—e—efiMinara—~Ra——
ilortoC 4ty Gagr umo vova 0t > R=

i+ i+1=4.

» R é admissivel? N3o.

— Considere-se o par (Oé

— Clientes ée D n3o sdo visitados? N3o. wANCamoraprbos ws chientes_sédq wisitados,
- (uenkes Ce D sk 0450Lnhs 0o -

RederMes saltac.

i+ i+1=5.

» R é admissivel? N3o.
— Considere-se o par (B, E).
— Clientes B e E n3o sio visitados? N&o.

— Clientes B ou E estdo adjacentes io depésito no conjunto das rotas? Sim.
e Como dg + dc + dp + de “m> 100, n3o vamos adici
juke o8 ot

selugie.
i<~ i+1=6.

s?

Sim.

60
94 < 100,

0 A B C D E
0 - 28 | 31 | 20 | 25 | 34
A [ 28 - 21 | 29 | 26 | 20
B [31 [ 21 - 38 | 20 [ 32
¢ [[20 [ 29 [ 38 - 30 | 27
D [[25 [ 26 | 20 | 30 - 25
E [ 34 [ 20 [ 32 ] 27 | 25 -
Q = 100 A B C D E
[ & [ 37 [ 3 [ 3 [ 25 [ 3

] (O.A €,0),
(0B D0)]

7 Sia

¢ CA tie tio *5-0 > 100 ;| W yun e

0s yohul .

S.

Lo
vo-TTotuo-a
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(C é Qm()al'cl pbaﬁu

> R & admissivel? N3o~ lonSi Sewm-Se 0 Q“

— Clientes

— i+ i+1=7.

S oo
Ce€ odyukenhs
C"o’ (‘%lr?\g d¢+ dE4;_¥AW < 100&Pva— K %

e E n3o s3o visitados? A %

? $£ﬂ\ 420

28 31 25 34 1‘
B 21 29 2% | 20 éyplh
31 | 21 - 38 | 20 | 32
29 | 38 B 30 | 27
26 20 30 25 m| )
34 | 20 | 32 | 27 | 25 D}
A B c D E

d;

[ 37 ] 3 [ 30 [ 25 [ 32 |

a&(wnw(‘,. & b (0. A 601 ¢
assm Q-1 (0 AiEiC,0), (080

» R é admissivel? Sim. FIM.

Osol cdo fbtlda com a heuristica do Clarke & Wright é {(0nB/a&#0Y);
} que tem valor C0A+ Cre + Cé,z+ Cgo + coe+ c%+ cpo =
AN ANA2AS B 0.

(OA € C0)

Q8+t 204+ 122 Foo
+ 34 +20 + 2s = (3¢

64



da =37dg =35 day=37dg =35

de = 32dp =25 de = 32dp = 25
Figura 17: Inicializag3o. Figura 18: Iteracdo 1.

dy = 37dg =35

de = 32dp = 25

Figura 19: Iteracdo 3. Figura 20: Iteragdo 7. 65



VRP Spreadsheet Solver

B O VRP Spreadsheet Solver é uma ferramenta desenvolvida em Visual Basic for Ap-
plications (VBA) que permite obter solucdes admissiveis para diversas variantes do
problema de roteamento de veiculos.

» Os procedimentos implementados no VRP Solver s3o heuristicos. = Nao
podemos garantir que a solugdo obtida pela ferramenta seja a étima.

B O download da ferramenta pode ser feito em

» https://people.bath.ac.uk/ge277/vrp-spreadsheet-solver/

B Detalhes sobre a ferramenta podem ser encontrados em

» Erdogan, G. (2017). An open source spreadsheet solver for vehicle routing pro-
blems. Computers & Operations Research, 84, 62-72.
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otas sobre o problema do roteamento de veiculos

» Encontrar solucdes admissiveis para o problema do roteamento de
veiculos pode ser um problema de dificil resolucao dependendo da
instancia.

— Resolver um problema de empacotamento.

» Existem inGmeras variantes do problema de roteamento de veiculos,
como por exemplo:

— Problema do roteamento de veiculos com janelas temporais.
— Problema do roteamento de veiculos com uma frota heterogénea.
— Problema do roteamento de veiculos com backhauls.

Problema do roteamento de veiculos periddico.

Problema do roteamento de veiculos com split delivery.
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