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Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta

A fungdo f(x, y) é uma fungdo densidade de probabilidade conjunta das varidveis

aleatérias x e y se:

1. f(x,y)=0p/ todos (x,y)
2. [T f(xy) dx dy =1

3. P[(X,Y) e A]= [[f(x,y) dx dy para qualquer regido A no plano xy.




Funcao Densidade de Probabilidade Gonjunta: Exemplo

Uma fdbrica de doces distribuiu caixas de chocolates com mistura de creme, toffees e

améndoas, envolta em chocolate branco e marrom. Para uma caixa selecionada ao acaso,

seja x ey, respectivamente, a propor¢do de chocolate branco e marrom existente no

creme e suponha que f.d.p. conjunta é:

A funcao f(x,y) € uma fdp conjunta?

f(x.y)= %(2x+3y) 0<x<1,0<y<t

outros valores

0,



Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta: Exemplo
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A funcao f(x,y) e uma 3 Ibepis dy [ [ & @x+3y)dxdy
fd p conju i = integra em relagdo a "x"; depois em relagdo a "y".
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Funcoes Densidade de Probabilidade Marginais

g(x)=> f(x,y) e h(y)=> f(x.y) varidvel discreta

g(x) = Tf(x, y)dy e h(y)= j:'f(x, y)dx | varidvel continua

www.cearidus.ufc.br/Arquivo




Funcoes Densidade de Probabilidade
Marginais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) apresentada abaixo. Determine

a fdp marginal de X definida por g(x):

Por defini¢do a distribuigdo de probabilidade marginal de x é dada por:

o) = [f(x,y)dy

fx,y)= x¥)=| 2 (2x+3y) 0<x<1,0<y<1
0

1
outro valor = [Z(@x+3y)dy== {ny
0

www.cearidus.ufc.br/Arquivo




Funcoes Densidade de Probabilidade
Marginais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) apresentada abaixo. Determine

a fdp marginal de Y definida por h(y):

h(y) = [E(ey)x = [ @x+3y)ix

2 2 |y 1
fix.y) = xy) =15 (@x+3y) 0<x<1,0<y<1 =212 el = 2[4 3y]
5 2 o 0 5
0 outro valor 2+ 6y
- 5 ou seja:

www.cearidus.ufc.br/Arquivo “

p/0<y<l (




Funcoes Densidade de Probabilidade Condicionais

Sabemos que: 9(")=__£ fx,y)dy e h(Y)=__£,f(X,y) dx varidvel continua

P(ANB)

PB/A)=""" ,P(A)>0
P(A) Temos que:
Definindo:
PY =y /X =x)= fxy
A —> o evento onde X = x 9(x)
ou ainda

B> oeventoondeY =y

PX=x/Y=y)= -




Funcoes Densidade de Probabilidade
Condicionais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) = 10xy?
a) Determine as fdp s marginais de X e Y definidas por g(x) e h(y),

respetivamente.
b) Determine a funcao densidade condicional de Y|X.
c) Calcule P(Y>0,5| X=0,25)

a) 1
- [f(x, — [10xy3d - < 10y2 X2 [x =y
9(x) J:D f(x Y):IY )_([ Xy dy h(y) = [’m f(x, yHx = x!:oxyzdx = YT -0
_10xy® |t _10x o x)= 10X 10x* = 5y2(y? - 0)=5y*
-3 | 3 - 3

—(—x3), O<x<1

dx)=37 =3

Www.cearldus.urc.or/Arquivo
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b)

Funcoes Densidade de Probabilidade
Condicionais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) = 10xy?
a) Determine as fdp s marginais de X e Y definidas por g(x) e h(y),

respetivamente.

b) Determine a funcao densidade condicional de Y|X.
c) Calcule P(Y>0,5| X=0,25)

f(y/x)

- _ flx,y)  10xy?
por definigdo f(y/x) = 500 ~ 10 x(1_ x3)
3

www.cearidus.ufc.br/Arquivo

T 310xy? 3y
C1ox{t-x3) {t-x3) O<x<y<l




Funcoes Densidade de Probabilidade
Condicionais: Exemplo

Considere-se a fdp conjunta f(x,y) = 10xy?

a) Determine as fdp s marginais de X e Y definidas por g(x) e h(y),
respetivamente.

b) Determine a funcao densidade condicional de Y|X.
c) Calcule P(Y>0,5| X=0,25)

C
) 1
P(y>5\x=0,25] Pla<y<b/X=x)= ff(y/x}dy
o ~ 3y . 3 20, _ 3 Y1
Por definigdo: / a Il*’2(1—x3]dy " (1-0,25°) Y= (1-025°%) 3 |1/2
Pa<y<b/X=x) ffy/xldy y. ) (1 1) (I_I/BJ 5 7 764 53 8
2 r Y - _i__ 22 z2 o
“por definiglo f(y/x) = fgz,))f)=1010(xy ) [1_0:253] 8 1-1/64 E - 63 8 63 B 3 B 9
i X Exlt-x® 64
3 6

_ 310xy? 3y

_ - 1
oxli—x) oxs) «  O<x<v<




Funcao de Distribuicao Conjunta

Ty
FX,Y(QJ,'y) - P(X <z,Y < y) :f / fx,y(a?,y) dz dy

Distribuicbes Conjuntas de Probabilidade | Resumos LEIC-A



https://resumos.leic.pt/pe/distribuicoes-conjuntas/#pares-aleat%C3%B3rios-cont%C3%ADnuos

Funcoes de Distribuigao Marginais

Fe(a) = P(X <) = [ " fe(w)du  Fyly) = P(Y <y) = / " fr(w) du

Dristribuicc”)es Cbniuntas de Prrobabilidade Ir Resumos LEiC-A



https://resumos.leic.pt/pe/distribuicoes-conjuntas/#pares-aleat%C3%B3rios-cont%C3%ADnuos
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5.13 Considere a varidvel aleatéria bidimensional continua (X, Y) com funcdo densidade
de probabilidade conjunta:

]2 ,0<x<y<l1
fxy(xy) = { 0 , caso contrdrio
(a) Calcule o coeficiente de correlacao entre X e Y.

(b) Calculea V(X|Y =y).
(c) Verifique que E(X) = E[E(X|Y)].




Exercicio 5.13 (a): Coeficiente de Correlacao entre X e Y

* Correlagdoentre Xe Y

* Par aleatério Uma vez que se pretende calcular
5% corr(X,Y) = M
V(X) x V(Y)

* Ed.p. conjunta E(XY)-E(X)xE(Y)

VIE(X2) - E2(X)] x [E(Y?2) - E2(Y)]

Ferlne 2, O0<x<y<l
LYE Y= 0, caso contrdrio.
€ necessdrio calcular diversos momentos...

¢ Contradominio de (X,Y), R
ntrado ode (X,Y),Rx,y * Valor esperado, 20. momento e variincia de X

E[X}:f xx fx(x)dx

,’.r/ Rx.y +o0 +co
=f xxf fxy(x,y)dy| dx
0 1 -0 -0
1 1
* Grifico da f.d.p. conjuntade (X, Y) =-L X x -dey dx
[ 1
_ 1
_jt; xx[(Zy)'I] dx
1
=f xx2(1-x)dx [fx(x)=2(0-x), 0<x<l]
0
_(xz 233"
= 3,
1




Exercicio 5.13 (a): Coeficiente de Correlacao entre X e Y

¢ Valor esperado, 20. momento e variincia de Y

+00
E(Y)=f yxfr(ydy
-0

+00 +co
=£ nyL fxy(x,y)dx|dy
1 ¥
oo =]; yx[j; 2dx|dy
EX% = f X2 x fy(x)dx 1
-fo =]; yx[(Zx)Ig] dy
_ _ 1
= szx2[1 x)dx =f0 yx2ydy [frin=2y, 0<y<l]
- (e 1 2p)
3 4 /iy _[T]o
1 =
+o0
VX) = EXH-EXX) Bo= [y vy
1 12 1
- 6_(5) =]l;y2x2ydy
. (5]
BT “Ladl

V(Y)=E(Y?-EA(Y)
_1_[2]2
"2 \3
1

Slides Professora Sofia Naique 18




Exercicio 5.13 (a): Coeficiente de Correlagao entre X e Y

» Valor esperadode X Y
E(XY)

400 p+00
f f xyx fxyx,ydydx

ffxyxzdydx
o
[ (71 ax

f x(1-x*)dx
0

Slides Professora Sofia Naique

441
EXY) = [f—x—)
1 4|,
1
T4
* Covari4nciaentre X e ¥
cov(X,Y) = E(XY)-E(X)xE()
1 1 2
= ——— X =
4 373
!
T 36
* Correlagio pedida
X, 7) cov(X,Y)
corr(X, —_—
VV ) % V(Y)
%% 1
1
= 5

¢ [Obs.
o corr(X,Y)=0.5#0logo X e Y sdo v.a. DEPENDENTES.

o corr(X,Y)=0.5>0donde X e Y tenderdo a variar no mesmo sentido.

o Ovalorde |corr(X,Y)| = 0.5 estd relativamente afastado de 1 donde se possa adiantar que as v.a. X
e Y nao estdo correlacionadas linearmente.)




Exercicio 5.13 (b): Variancia Condicional

* Ed.p.de X condicionala Y = y

fxy(x,y)
-y(x) = y
Taw=y fr)
_ 22—}, = %, O<x<y
0, caso contrario,

onde y é uma constante no intervalo (0, 1).

* Varidncia de X condicionala Y =y

VIX|Y=y) = EX?|Y=y)-EXX|Y=y)
+00 +00 2
= [f szfm}':y[xldx —f xx fxjy=y(x)dx
-0 —-0a
2
- [fyxledx—fyxxldx
0 y 0 y
1 (A [1 2\
- L
y 3l |y 2]
_ YRy
- 2-0)
_ )
= D<y<l1

Slides Professora Sofia Naique



Exercicio 5.13 (c): E(X) = E(E(X]Y))

1
¥
E[E(X|Y = f = x Vd
Verifique que E(X) = E[E(X|Y)]. [EXI] 0 2 frndy
1
* V.a. de interesse @ fn % x2ydy
E(X| Y) é uma v.a. que toma valores yg 1
_ Y = |=
EX|Y=y) = o 0<y<1 3 /o
com densidade fy (y). Assim, _ !
3
2 Ex.
* [Obs.

E[E(X]Y)] = E(X) para qualquer par aleatdrio (X, Y)...]

Slides Professora Sofia Naique
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Pares Aleatorios Continuos: Exercicios
do Murteira et al (2015)

Distribuicao Conjunta, Marginais e Condicionais;
Independéncia; Covariancia e Correlacao

Cap 4 do livro: 14, 16, 20, 24. 25



14. Considere que o vector aleatério (X,Y) tem fungdo densidade

Sey(xy)=2 (0<x<1;0<y<1/2).

a) Verifique que é uma funcao densidade.

b) Obtenha as fungdes densidade marginais de X e de Y, e analise a independéncia.
c) Calcule P(X >1/2,Y <1/4).
d) Calcule P(Y > X).
e) Calcule a média e a varidnciade Xe de Y.
Obtenha o coeficiente de correlacdo entre X e Y.




Exercicio 14 (a)

{x.\, (‘;3) =4 (b-ﬁ Xed ; DLye ‘f:.) — Wkt :

. g,',f{‘a,‘j) PN meﬂas‘-ﬂ v

-0z

. I“" j:j:‘m-f-m(x,y) = clj = J,%-J12. dx A‘j = 5:'1 [aa.—]‘ dy =

Vo )
= [?.'j] = 1:.5'2 = 1 \/
o

Loﬂaﬁr f‘ (*,:ﬂ) A U0, {u-n?&) J.t\\%&é&dl |I



Exercicio 14 (b)

Fungdo dinsidada mao‘im\ de X

+ o "y .
Felo = j Fp ) dy S 2 dy = [2y] :

1‘”‘5"; MO ER (ocxu)

-.Fuh.q&.b dunaidede m&nal‘-ﬂﬁl du V

4(35 f -F (-uj) an = J. d % [zx]

loge, f ()= 2  (oeyeth)




Exercicio 14 (h)

Porqut Q"Y (xy):=2 = :fx(*) f?(ﬂ = Ax2 =22 , poc}uwws onclur oque. X & Y

) lrd,glrﬂ.\‘\slm': .



Exercicio 14 (c)

P(xa‘/;,v‘-m).‘-?

S

LO%D)




Exercicio 14 (d)

e (oemey) 2 (oeyenn)

ov

(ocxey) & (xeyeth).



16. Seja

fey(xy)=x+y (O<x<l;0<y<I).
a) Calcule P(X >1/2,Y >1/2).
b) Determine as fungdes densidade marginais, e analise a independéncia das varid-

veis.
c) Obtenha as funcdes densidade condicionadas.




Exercicio 16 (a)
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Exerclclo 16 (h)

e
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Exercicio 16 (c)
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20. Uma pessoa pretende viajar diariamente num comboio que parte entre as 7:20 e as
7:30. A varidvel aleatéria que representa o periodo de tempo (em minutos) que de-
corre entre as 7:20 e o momento da partida, X , tem funcao densidade

10—x
fx(x)—s—o (0<x<10).

A hora de chegada da pessoa a estagdo é também aleatoria, entre as 7:20 e as 7:30.

A variavel aleat6ria que representa o periodo de tempo (em minutos) que decorre
entre as 7:20 ¢ o momento da chegada da pessoa a estacio, Y , tem distribuicdo dada

por:

1
fy(y)—ﬁ (0<y<10).

Admita a independéncia entre as duas varidveis aleatorias.

a) Determine a fun¢io de densidade conjunta da variavel (X,Y).

b) Calcule a percentagem de dias em que a pessoa viaja nesse comboio.

¢) Qual a probabilidade de a pessoa ter que esperar mais de 2 minutos até a partida
desse comboio?




Exercicio 20 (a)
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SR S S L ‘“._" * .:-'_* _(04. 9 L‘\O\’
_.19:

rrrrr

xwy s M_ﬁ :*"_:@f“_ g *t:j :j: KT
gerTEEEe = :::mi::t:t::: e
_@‘i :;, _; :..;@mmum wo L ;—_:; N

i _’_;—5—‘5-—"-—1:5 ,-—-—-(0‘-'1*-153 04!_:-_10\—__:_:-




Exerclclo 20 (h)
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Exerclclo 20 (c)
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24. Uma empresa dedica-se ao comércio de diversos artigos, cujas vendas tém compor-
tamentos aleatorios. As vendas mensais dos artigos A e B, expressas em unidades

monetdrias, constituem um vector aleatorio (X,Y) com fungdo densidade
fry(x,y)=1/2 (0<x<2,0<y<x).

a) Calcule a média e a varidnciade X, e de Y.

b) Estude a independéncia das varidveis e determine o coeficiente de correlacao.
¢) Obtenha a média da varidvel Y, condicionada por X =1.

d) Determine a média e a varidncia do total das vendas dos dois artigos em causa?




Exercicio 24 (a)

:X_."__, jin_&s._msai;:cl;_._mk%o __A; _Ben Akl . 5_3_ o — '—t—f';5 g% |
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Exercicio 24 (a)
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Exercicio 24 (a)
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Exerclclo 24 (b)
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Exercicio 24 (h)
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Exercicio 24 (c)

____n.___.__._ - - T S Y

emx W Tu f.,,, ) dy_ j ; s)a3 j g, g““s\) Fra

fs' ‘mﬁu& j 9 I 3&5 [-L]“_‘:_-}-_-;Bs




Exercicio 24 (d)

;___hxu,___-*_ ha\ a,_smaﬁ mg“; NI
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