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72 semana (31/10 a 02/11)

T12 - Teste de hipdteses

Testes em universos normais com amostras emparelhadas. Exemplo. Teste de hipdteses para
grandes amostras. Aplica¢do ao universo de Bernoulli (média e diferenga de médias). Exemplos.
T13 - Modelo de regressdo linear

Introdu¢do; modelo linear e linearizavel; exemplos; Hipdteses basicas; estimagdo dos
coeficientes da regressao pelos Minimos Quadrados. Exemplo.

82 semana (07/11 e 09/11)

T14 - Modelo de Regressdo Linea (MRL)r
Interpretacdo dos parametros da regressdo; exemplos; Residuos MQ_ e regressao ajustada;
Propriedades dos estimadores MQ dos coeficientes da regressdo; Estimador ndo enviesado
da variancia da variavel residual; Exemplo.

T15 - Modelo de regressao Linear

Coeficiente de determinacgdo e sua interpretacdo. Hipétese adicional (H6) e inferéncia

a

e reom lo; Inferénci re um parametr . Exempl

92 semana (14/11 e 16/11)

T16 - Modelo de Regressao Linear

Mais exemplos de inferéncia sobre um parametro beta; Inferéncia sobre uma combinaca
linear de betas; exemplos.

T17 - Modelo de Regressao Linear

Teste de nulidade conjunta de varios coeficientes; exemplo; Teste F a significancia global ®
da regressao; Teste de um conjunto de restri¢bes lineares; exemplo.




Modelo de Regressao Linear Simples

Coeficientes da reta de regressao

Revisao



Modelo de Regressao Linear

Modelos de Regressao

Sao modelos utilizados para compreender a relagdo entre
@ uma varidvel resposta Y
e

@ uma ou mais varidveis explicativas (X ou X1, X>, ...

Um problema de andlise da associacao entre duas variaveis
quantitativas comeca pela recolha de uma amostra de pares de
pontos:

{(XlaYI)a SRR (x,-,y,-), ceey (xna_)/n)}a

apos o qual se deve proceder a representacao grafica desses
pontos, usando os|diagramas de disperséoi
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Diagramas de Dispersao

Possiveis Padroes para Diagramas de Dispersio.

Y

Loggnda
{a) - Elevada comelagéo positiva

(b) - Moderada correlagao posittiva
{ ¢) - Ausoncia de corrolagio
(d) - Moderada correlacan negativa

(e ) - Flavada correlacdo negativa




Diagramas de Dispersao

Quando duas varidveis nao estao
relacionadas, este grafico
representard uma mancha de pontos
aleatdria:

Quando existe uma relagdo entre
duas variaveis, o diagrama de
dispersao mostrarda uma mancha de
pontos nao aleatoria e poder-se-a
verificar se a relacdo entre x e y
podera ser modelada por uma reta
ou sugerir alguma outra relacdo.
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Modelo de Regressao Linear Simples

Y é av.a. dependente,
Modelo de Regressao Linear Simples (RLS) resposta, explicada

Yi= 0o+ Prxi+ei, i=12....n X é av.a.independente,
onde de controlo, explicativa,
Y.: varidvel aleatéria (vanidoel Clpuwclic Ov AspesTe) regressora

, —_
. (Voriduel ~cRepe—cesie o c"ﬂé’lt.c_:--qn 9)
x;: valor fixo (medi¢do sem erro ou com erro desprezavel)

o: parametro (ordenada na origem) —> a estimar
1: parametro regressor (declive, coeficiente angular) —> a estimar

gj: erro aleatdrio associado a i-ésima prova, verificando:
@ E[e;] = 0 (valor esperado nulo);

o Var[e;] = o2 (variancia constante); —> a estimar

o Covlej,gj] =0,V (i #j) (ndo correlacionados);

A
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Modelo de Regressao Linear Simples

Equacao da Regressao Linear

Para se estimar o valor esperado, usa-se de uma equacao, que determina a relagdo entre ambas as variaveis.
yi=a+BXi+e

, onde:

y;: Variavel explicada (dependente); representa o que o modelo tentara prever -
Av.a. X, denominada variavel regressora,

«: E uma constante, que representa a interceptacéo da reta com o eixo vertical, explicativa ou independente, é considerada
uma variavel controlada pelo investigador e

[3: Representa a inclinag&o (coeficiente angular) em relagao a variavel explicativa; . g
medida com erro desprezivel

X, Varidvel explicativa (independente);

e, Representa todos os factores residuais mais os possiveis erros de medic&o. O seu comportamento é aleatério, devido a naturez

dos factores que encerra. Para que essa formula possa ser aplicada, os erros devem satisfazer determinadas hipéteses, que sao:
erem distribuicao normal, com a mesma varidncia 02 , independentes e independentes da variavel explicativa X, ou seja, i.i.d.

(independentes e identicamente distribuidas).

Regress3o linear - Wikipédia, a enciclopédia livre (wikipedia.org)



https://pt.wikipedia.org/wiki/Regress%C3%A3o_linear

Modelos de Regressao Linear Simples
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Modelo de Regressao Linear Simples

gj: erro aleatério associado a i-ésima prova, verificando:
o E[z] =0 (valor esperado nulo); (7 )
o Var|[g;] = o? (varidncia constante); —> a estimar ()
e Covl[z;,g;] =0.¥;; (i #j) (ndo correlacionados); ¢+ i)

@)
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Modelo de Regressao Linear Simples
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Modelos de Regressao Linear Simples
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Modelos de Regressao Linear Simples

Observacoes:
@ Como E [g;] = 0 entdo
E[Y|xi] = Bo + Bixi (recta de regressio)

Ou seja, para cada valor x; o ponto sobre a recta tem
ordenada E [Y|x;] = Bo + P1x;.

@ Interpretacao dos parametros g e f1:
o fo=E(Y|x=0) — ordenada na origem;

o f1=E(Y|x=x*+1)— E(Y|x=x*),V,» — declive;
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Modelos de Regressao Linear Simples
(MRLS)

O modelo RLS diz-se:

@ simples, pelo facto de apenas existir uma varidvel explicativa,
(x), na relagdo.
(O modelo Y; = o + Sixii + B2xei + €i € um exemplo de um modelo de

regressao linear miltiplo, ja que envolve duas variaveis explicativas x; e
X2.)

@ linear, referindo a linearidade nos pardmetros (g, 31 - - - ).
ou seja, modelos que em vez de x e Y aparecam fungoes
destas varidveis também s3o considerados modelos de
regressao linear, por exemplo, os modelos

Y =060+ 51X2 +E
ou
log Y = 3o + P1logx + ¢
sao modelos de regressao linear.
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Método dos Minimos Quadrados: MRLS

Estimacao de 3y e /3
Como as observacoes estao afetadas de erros nao é possivel saber qual o

valor exato dos coeficientes [y e 31, mas é possivel estima-los...usando,
por exemplo, o método dos minimos quadrados.

Para cada valor de x; o ponto
sobre a recta tem ordenada

E(Y|x:) = Bo + f1xi.

Y E(Y|z) = fo + fiz

Seja

Q (B0, B1) = D (Yi— Bo — p1xi)°

" i=1

E(Y|z1)
Pretende-se entio determi-
- nar Jo e (31 que minimizam

Q(JBOHBI)-
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Meétodo dos Minimos Quadrados: MRLS

Estimacao de (3, e 33

Amostra, {(xi,yi),i = 1,..., n}, pretende-se ([3’0, 51) = argmin Q (So, 51)

(99
9Po

0Q

!

como solugdo as

> xi

=2 Z(Ys —Bo—Bixi) =0

— = —22()/; — fo — Pixi) xi =0
i=1

= A

' nfo +ﬁlzxs = Zy;
i=1 i=1
ﬁon; + B Zx,-z = Zx;y
. i=1 i=1 i=1

trata-se de um sistema de duas equagdes lineares a duas incégnitas que tem

estimativas dos minimos quadrados:

i XiYi — DXy

I
i=1 Xi — X

Tl vi

com X = , ¥ =
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Método dos Minimos Quadrados: MRLS

0I5 PO AV = U4 ST O S—
o A dle onclecedte Ao clackiee, o
Yi=Po+ prxi+ei Bo=Y-prx pr="F—"
Y x;—nk

2=L2i V), Vi = Pot Prxi

Bo—Bo
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Uma nutricionista estd a investigar a relacio entre o indice de colesterol total (x, em miligramas por
decilitro) e o indice de massa corporal (¥, em quilogramas por altura ao quadrado). Numa amostra de
10 utentes de um centro de satide, obtiveram-se s seguintes resultados:

10 w 10 1w 10

3 x;=2459, 3 x/=620155, ) y;=263.63, ) y;=7091.388, } x;); = 6553071,

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

onde [ming=y,_plx;), max;=y _jolx)] = [200,310]. Admita que x e ¥ estdo relacionadas de acordo com o
modelo de regressiio linear simples, ¥'= i, ¥ ¥+ ¢. Obtenha a reta de minimos quadrados com base nos
dados fornecidos; além disso, calcule o coeficiente de determinagéo e interprete o seu valor.




Exemplo: Estimagao dos Coeficientes da

Reta de Regressao

Estimativas de M(Q dos parimetros desconhecidos fiy e §;

b=

Y’:
L

£l

Lityxiyi—10 59 ‘5"“"(;! P-‘M

I K210+ 52 NAA _an,.....,t“ )
65530.71 - 10 % 245.9 = 26.36

620155 — 10 * 245.92
704.093
15486.9
0.0454,

7Pk
26.36—0.0454 #2459
15.196.

15.196 4+

|
BUSYXR; € T 2 e Lo (~s?)

VR ER 1,.5@"'2"'5:0“ < xi  RANeddD

2:¢ [200 310]
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Exemplo: Estimacao dos Coeficientes da
Reta de Regressao

neTa - C'aa\r--« cle ~elomes Bo Senwnclos
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L
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Método dos Minimos Quadrados: MRLS

Observacoes:

© Pode mostrar-se, pelo determinante da matriz Hessiana, que se
existir solucdo ela corresponde sempre a um minimo.

. ~ . n 2 =2 n LT 2
@ Existe solucdo se esése >, xF —nx*=>_._,(x; —X)* #0, ou
seja, se na amostra existirem pelo menos dois valores distintos de x.

e — ~ ~
y =E[Y[x] = o+ frx

€ a estimativa de minimos quadrados da reta de regressdo. A
estimagdo pontual de E(Y|x) deve restringir-se ao dominio dos
valores observados na amostra da varidvel explicativa x.

O As diferencas
el':yi_yf: f:1,...,ﬂ

chamam-se residuos. A andlise dos residuos permite avaliar se o
modelo assumido é adequado.
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Método dos Minimos Quadrados: MRLS

Os correspondentes estimadores dos minimos quadrados de 3y e 31 sao,

respetivamente:

Bo=Y — pr1x
>(xi-x)(Yi=Y) Y xYi—nxY
Bl — i=1 _ =il
> (i — )_()2 > x? — nx?
i=1 =il
onde . .
Do Xi > Y
X = i=1 e \‘/ — i=1
n n

Y, = E[Y|x] = o+ Bixi

€ o estimador de minimos quadrados da reta de regressado.
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Estimador da Variancia

Recordar que no modelo apresentado aparece mais um parametro:
Var [e;] = 02. Essa estimagdo faz-se usando os residuos (& = y; — ).

Estimagdo de 02 = Var [g/]

n

. L= 1 .
o = n_2§e?:n_ZZ(Y;—Y;)

fi=Il

- A [(Sv-w) - ) (S| @

=1

2

onde V; = Em] = Bo + P1x.

Nota: e A 5 chama-se erro padrao dos residuos;

e 52 é também um estimador da variincia de Y.
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Inferéncia na Regressao Linear Simples

Intervalos de Confianca e Testes de Hipoteses

Revisao

26



Inferéncia na Analise de Regressao

Intervalos de confianga

Testes de hipéteses:

Assumimos omodelo: Y, =8, + B X, +¢,  i=1..,n

By e B, sdo os parimetros;
X, sdo constantes conhecidas, fixas.

——= & sdo independentes com distribuigao N(0, o?).

, free download - 1D:3374089 (slideserve.com)



https://www.slideserve.com/avent/regress-o-linear-simples-powerpoint-ppt-presentation

Inferéncia sobre os Coeficientes da Reta RLS

Para se fazerem inferéncias em RLS (i.e, realizar testes de

hipéteses e calcular intervalos de confianca) é necessario
admitir que:

os erros tenham distribuicao normal

As suposicoes do modelo de RLS sao ent3o:
o E[¢]] =0,
o Var[ej] =0% e
o e Covlej,g] =0,V (i#))

e com a nova hipdtese de trabalho tem-se agora que

y 2
i N (0,0°)
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Inferéncia sobre os Coeficientes da Reta RLS

Resultados importantes

Mostra-se que:
Bo — Bo
~ Y(n-2)
- ;
Ly =2 52
> x2—nx?
=1
e A
p-B_ .,
= (n—2)
n
> x?—nx?
=1
Estes resultados permitem realizar testes de hipdteses e calcular
intervalos de confianca relativos a 3 e (31, respectivamente.
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Inferéncia sobre os Coeficientes da Reta RLS
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| Pergunta 10 2 valores

O interesse crescente na utilizacao da Internet para fins comerciais tem levado muitas companhias a vender
os seus produtos através deste meio. Um estatistico levou a cabo um estudo para determinar até que ponto
o grau de escolaridade e o uso da Internet estao ligados entre si. Para o efeito considerou uma amostra
selecionada aleatoriamente de 20 adultos, para os quais registou o nimero de anos de escolaridade (x, com
valores observados entre 8 e 14 anos) e o niimero de horas despendidas na Internet, ¥, na semana anterior
ao decorrer do questinnmbtivera m-se 05 seguintes resultados:

20 20 20 20
Y xi=228, ) x7=2696, ¥ y; =157, Y y'=1671, ) x;y;=1852.
i=1 i=1 izl

Admita a validade do modelo de regressao linear simples, ¥; = fy + f1x; +¢€;,i = 1,...,20. Para individuos
com 14 anos de escolaridade, obtenha um intervalo de confianga a 90% para o ntiimero esperado de horas

—_—
semanais despendidas na Internet. ,_____‘___/ﬂ

Pectese: 3. (T30
0.90

O\ S,&-«C x-C; e"]”- 2) (Bo+ Brxo) = (Bo+ Br.xo) ~tmeay
© asto\en ¢ v flenel v/ L,
@ DeTerrimen ©5 §0—TiS v

@ MveaTea es Qe sy s CcleclrS

@ eof\w-ﬁ:‘)'m) F/ o5 VJEN.S cA——D S reL S




Exemplo: Intervalos de Confianga dos Coeficientes
da Reta de Regressao

« Hipéteses de trabalho

No modelo de RLS, Y; = o + f1x; +€;, consideraremos  €; ke normal(0,0%),i=1,...,n.

Pretende-se um intervalo de confianga a 90% para E[Y|x = 14].
Observar que x = 14 € [min(x;), max(x;)] = [8, 14]

* Varidvel aleatéria fulcral

{ : 0-0% -2
T= (ﬁu*-ﬁu’o)- po+ﬂ|xo) . o
= ~ s, ) 7 i
(%"'1&;‘_—"&)&2 4 v J' —
'l:'ﬁ_nil ~ -\ = L.3 3
.33y =F (0.05) 7 (0.55) v
omeit Ty ((§)

* Intervalo aleatério Como 1-a = 0.9 entdo a = 0.10 e a = F 1y (1-%) = Fl;(1-0.05 =
Fp1)(0.95) = 1.734

Como a distribui¢ao da t-Student é simétrica vem:
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Exemplo: Intervalos de Confianga dos Coeficientes
da Reta de Regressao

@ L3y 2 @‘a*ﬁ *bw"'(@a"ﬂ x>) s L3>3y

1_-'2.’;;.’)9— "2-
( ¥ % 2- Wi
1'1’031 "2.
I.04 (pc-e(blwg ][’ % -tqzﬁd( C—qz’:,,
0.9

') 2. ﬂ
5+ 3V E .- xb 2-

n
dom vy wzzo (B e

— a2
X - - - G =
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Exemplo: Intervalos de Confianga dos Coeficientes
da Reta de Regressao

\ YYo= 7y

* Concretizagao: Precisamos de calcular as estimativas de f§, e f8;, que serdo dadas por:

Il Xiyi—nky
I, 5 -n¥
1852 — 20 x 228/20 x 157/20
2696 — 20 x (228/20)2
0.6426;

h =

J-Pixx
157/20—0.6425 x 228/20
0.5244,

Po

mnm nn n

e também a estimativa de o

02

(£ v-n7)- 07 (£ 5-n7)

1
T [438.55 - 0.6425% x 96.8]
22.1432.

D intervalo de confianca, a 90% de confianca é dado por:

== 2
ICyo% (Bo+prx14) = ((0.5244 +0.6426 x 14) + 1.73\/ (% + mﬂ/:%) 22.1432 )

(6.6961,12.3454).
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| Pergunta 10 2 valores |

0 interesse crescente na utilizacdo da Internet para fins comerciais tem levado muitas companhias a vender
os seus produtos através deste meio. Um estatistico levou a cabo um estudo para determinar até que ponto
o grau de escolaridade e o uso da Internet estdo ligados entre si. Para o efeito considerou uma amostra
selecionada aleatoriamente de 20 adultos, para os quais registou o niimero de anos de escolaridade (x, com
valores observados entre 8 e 14 anos) e o niimero de horas despendidas na Internet, ¥, na semana anterior
ao decorrer do questiondrio. Obtiveram-se os seguintes resultados:

F=— =S
20 20 20 20 20 £S5es\ e cfecha
Y xi=228, 3 x?=2696, ) y;=157, Y y'=1671, Y x;y;=1852. (914
i=1 i=1 i=1 i=1 -1 - )

Admita a validade do modelo de regressao linear simples, Y; = fp + f1x; +€;,i = 1,...,20. Para individuos
com 14 anos de escolaridade, obtenha um intervalo de confianga a 90% para o niimero esperado de horas
semanais despendidas na Internet.
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Exemplo: Testes de Hipoteses dos Coeficientes da
Reta de Regressao
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Exemplo: Testes de Hipoteses dos Coeficientes da
Reta de Regressao
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Exemplo: Estimativas da Reta de Regressao
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Teste de Hipoteses para a Ordenada na Origem

Teste de hipoteses relativo a 3

o Definir Hg e H1: HD : ,80 = ﬁ010 Vs H]_ o ﬁg >,<.,,§ﬁé 5010
@ Estatistica de teste:

Bo — Po.o
Ty = : ~
Ho SobH, ("2
- )
i &2
> x2—nx?

i=1

© Regiao Critica (ao nivel de significancia o):
©® Hi:Bo+# Boo, RCo:|Th,| > c, comc= Ft;f_z) (1-a/2)
@ Hi: > foo, RCa: Ty > ¢, comec=F' (1—a)
© Hi:fo < foo, RCa: Thy < ¢, comc=Fg', (a)

Ou calculo do valor-p.

Decisao usual.
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Intervalo de Confianga para a Ordenada na Origem

Intervalo de confianca a (1 — o) x 100% para 3
C 0

Usando a seguinte varidvel aleatéria fulcral:

. Bo = fo o

" .
+ 62
( 32 —nx?
i=1

obtém-se, apds deducido, o seguinte intervalo para fy a (1 — a) x 100%
de confianga

3=

" 1 o
1.C.(1—a)x100% (Bo) = Bo = F;, ',(1 — a/2) P b2
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Teste de Hipoteses para o Declive

Teste de hipodteses relativo a (1
Q@ Definir Hg e Hi: Ho : ,81 = ,8]_,0 vs Hy : )81 >, <,?é 51,0
O Estatistica de teste:

81— Bro

TH, = ~  tin_o.
% 32 SobH, ("2

0

n
xf — nx>2
=

1

© Regido critica (ao nivel de significancia «):
© Hi:pB1#Pro RCy:|Th| > ¢, come=F ' (1-a/2)
@ Hi:f1>fro, RCy: Ty >c,come=F 1 (1-a)
© Hi: 1< fro RCy: Thy < ¢, comec=F" ()
Ou calculo do valor-p.
Decisao usual.
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Teste de Hipoteses para o Declive

Observacoes:

© Um teste importante em RLS é
Ho:,81:0 Vs H126174—0

pois nao rejeitar Hy significa que ha evidéncia para a nao
existéncia de uma associac3o linear entre x e y, ou seja nao
ha associacdo ou a associa¢do ndo é linear. A este teste
costuma designar-se por:

teste a significancia da regressao

© Como ja foi referido no Capitulo 8 também se pode realizar
um teste de hipdteses usando a relagdo com intervalos de
confian¢a (desde que a v.a. fulcral e a estatistica de teste
sejam da mesma formal).
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Intervalo de Confianga para o Declive

Intervalo de confianga a (1 — a) x 100% para 3,
Usando a seguinte varidvel aleatdria fulcral:
B — B

T = ~ t(pn—2)

obtém-se, apds deducdo, o seguinte intervalo para 81 a (1 — ) x 100%
de confiancga:

6-2

1.C.1—ayx100% (B1) = L £ FLL (1 —/2) | —
> x? — nx2
=1
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Teste de Hipoteses para o Valor Medio de Y
dado um dado x

Em algumas situacGes é necessario efetuar inferéncias sobre o valor médio
de Y para um dado valor fixo de x, digamos, xp.

Inferéncia para E[Y|x0] = Bo + B1x0

Um estimador pontual de E [Y|xo] = 5o + Bixo €
E[Y|x] = Bo + Brxo.
E pode mostrar-se que:

(30 + 31X0) — (Bo + B1xo)

~ t(n_z).

= 2 ~
% + n(x XO) 0-2
> x2—nx?

i=1

Testes de hipoteses e intervalos de confianca para £ [Y[xo] sdo entdo
baseados nesta varidvel, e o procedimento é o habitual.

™ = -
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Qualidade do Modelo de Regressao
Linear Simples

Coeficiente de determinacao

Revisao

45



Weight gain in pregnancy (kg)

Diagrama de Dispersao
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BMI vs. WGain



Coeficiente de Correlagao de Pearson e Coeficiente de
Determinacao

BMI vs. WGain

ISPSS:% Analyze v Correlate 8 Bivariate [v' Pearson ...] l

Correlagdes Bivariadas

x . . ~
Coeficiente de Correlacao de Pearson:

g JTem—p—— e e ) | | r=-0,738 = Correlagdo linear negativa

& Weight before pre... | Weight gain in pregn..| (_Estio.._| moderada, pois -0,8 <r<-0,5.

&’Weight after preq...

& Height (m) [Height]
&5 Maternal asthmal[... @

Variaveis:

&5 Maternal smoking... BU?!’ ass Weight gain
& Older siblings int... ngx Inpregnancy
) (kaim\"2) (ka)

{l Maternal educatio... =

ol Hnnsshnld ineam Body Mass Index Correlagdo de Pearson \ 1 - 738
(kg/m*"2) ) :

- Coeficientes de correlagio Sig. (hilateral) \ 000

Pearson [ | Tau-b de Kendall [ Spearman I 99 699
Weight gain in pregnancy  Correlagdo de Pearson ~ 738 1

- Teste de significanci b

este de significancia (k) Sig. (bilateral) 000
@ Com duas extremidades © Com uma extremidade " o, -

** A correlacdo é significativa no nivel 0,01 (bilateral).

54,4% da variabilidade no WGain (variavel
dependente) pode ser explicada pelo BMI
(variavel independente) no modelo. .

Coeficiente de Determinacao: r? = 0,544




Regressao Linear

BMI vs. WGain

ISPSS: “B Analyze “& Regression 8 Linear

@ Regressdo linear
agao do modelo

R quadrado
ajustado

&4 |dentification [id]

Erro padrdo "
da estimativa =~ S€Mpre positivo

Nota: Neste output, o valor do
coeficiente de correlagdo surge

Dependente l
@ [ weignt gain in pregnancy k) L | | 1ol =
f Maternal age [Age] l

156183

independentemente se de fato
é positivo ou negativo.

é’ Body Mass Index (k...
& Weight before pregn... Anterior

fWeight after pregna... Independente(s):

& Height () [Height & Body Mass Index {kg'nﬂJ[Bd Soma dos Quadrado
&b Maternal asthma [A.. Modelo Quadrados al Médio F

r Bloco 1 de 1 ‘

a. Preditores: (Caonstante), Index (ka/m*2) Provavelmente é um lapso do
package. Por exemplo, neste
caso, sabe-se que r=-0,738, mas

neste output surge r=0,738.

Sig.

.ooo®

&5 Maternal smoking in... - 1 Regressdo 2028,201 1 2028,201 831467
& Residuo 1700,196 597 2,439

&5 Older siblings in the...
letodo: @‘ Total 3728397 698

{l Maternal educationa...
a. Wariavel Dependente; Weight gain in pregnancy (ka)

2l Household income [...
&5 Oral antibiotic use [..
i s : h. Preditores: (Constante), Body Mass Index (ka/m*2)

Varidvel de selecio:

| | Real
Reta de Regressdo: y = 20,900 - 0,400x Coefficients™
Standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients 95,0% Confidence Interval for B
Model \ B Std. Error Beta t Sig_ Lower Bound  Upper Bound
1 (Constant) 20,90 337 62,024 ,000 20,239 21,562
014 -738 -28,835 ,000 - 427 -373

| i | Body Mass Index -40
(kg/m*2)

—

a. Dependent Variable: Weight gain in pregnancy (kg)




Regressao Linear

BMI vs. WGain

 v.a. independente, explicativa
X - BMI S ; "
« Quantitativa continua (escala meétrica)
 v.a. dependente
Y - WGain { » Quantitativa continua (escala métrica)

Considere-se a reta de regressado: y = a + x, onde a = ordenada na
origem e 3 = declive

Hipoteses
a)Hy a=0versusH;:a#0
b)Hy:p=0versusH,;: #0



Testes de Hipoteses para os Coeficientes da
Reta de Regressao

Valores observados das estatisticas de teste (VOE)
a) t,=62,024 e valor-p <0,0005 < 0,05 = Rejeita-se H, para a =0,05
b) t,=-28,835 e valor-p <0,0005 < 0,05 = Rejeita-se H,para a = 0,05

BMI vs. WGain

Conclusao
> Fazsentido ajustar um modelo de regressao.linear simples.

» Ovalorde beta ou coeficiente estandardizadofpadronizado corresponde
ao coeficiente de correlagao linear de Pearson: r<-0,738 ~-0,74.

» Existe evidéncia estatistica para afirmar que existe tma associacao
(correlagao) linear negativa moderada entre X e ja, parece existir
uma relacao de dependéncia), pois -0,8 <r<-0,5.

» O coeficiente de determinacao é igualar?=0,544. Logo a q
ajustamento do modelo aos dados é moderada.

Coeficientes®

lidade do

Coeficientes ndo padronizados dronizados

Nota: O sinal de beta (declive da reta) Modelo B Frro Padrao

indica se a relacdo linear & positiva ou 1 (Constants) 20,900 337 \ [ 52,02 000

negativa (direta ou inversa). Body Mass Index R @Y 014 \Qaas 000
(kaim"2) O

a. Variavel Dependente: Weight gain in pregnancy (kg)




Equacao da Reta de Regressao e
Previsoes

) ) K BMI vs. WGain
Estimativas dos parametros o e 3
a) a=20,900
b) b=-0,400 (declive negativo)
Reta de regresséo ajustada Estatisticas Descritivas
y =20,900-0,400x N Minimo  Maimo  Média Paarso
EBody Mass Index G698 I 14,43 38,02 I 239178 426198

(ka/m"2)
Nvalido (listwise) 699

Previsoes
Se x=30entaoy*=8,9kg

Nota: N3o é possivel obter-se uma previsdo do ganho de peso
durante a gravidez para as mulheres que tenham um BMI inferior a
14,43 e superior a 38,02, pois esses valores ndo pertence ao
intervalo de valores de x (14,43; 38,02) utilizados na estimacao dos
coeficientes da reta de regressao.



Associagao/Correlacao Linear?

https://lec.pro.br//2-nao-categorizado/150-cor-pearson

Relagéo linear positiva Relagéo linear negativa
- 7 Jdeo
] o
= o N .
i o -
- |
V o “f =]
2 1 0 1 2
X X
Auséncia de relagdo Relagdo nao-linear
O r ndo guantifica esta relagéo
o [=] o o Qg g ] [*]
o [+] [#] _ (=] st
- R ooy 8 g8
- S
0 : TSRy B Y o 1 ", wﬁ O
L 1} L |




Y (=D, - 7)

Coeficiente de Correlagao  ,_
P

de Pearson

r=-1

~ |« Correlagao linear

-1<r=<-0,8

— |« Correlacdo linear

-0,8<r<-0,5

|« Correlacdo linear

negativa perfeita

-0,5<r<0

" |« Correlacdo linear

negativa fraca

negativa forte

—— negativa moderada |

{r=0
|« Nao existe

correlagﬁo linear

J,f'o<r<m5

{1+ Correlagao linear

positiva fraca

0,5=r<0,8

{1+ Correlacao linear

——_positiva moderada |

0,8=<r<1

1{ » Correlacao linear

positiva forte

r=1

——— » Correlagao linear

—— _positivaperfeita |




Coeficiente de Determinacgao

O coeficiente de determinagao ou simplesmente R® . E uma medida da
proporcdo da variabilidade em uma variavel que é explicada pela
variabilidade da outra.

Diagrama de )

dispersao

Existe uma
relagao linear
positiva forte
entre as duas

Coeficiente de variavels.

Correlacao de
Pearson (r=0,889) e
Coeficiente de
Determinacao

(r2=0,790)

Faixade variacaoder:0s1"s1

Interpretacao:

a) Proximo de 1: Forte poder de explicagao do
modelo (reta de regressao);

___________________________________ b) Proximo de 0: Fraco poder de explicagcdo do
79,0% da variabilidade do peso modelo (reta de regressao);

(variavel dependente) pode ser
explicada pela altura (variavel
independente) no modelo.

c) Exempo: r? =0,92. Entao, 92% da variacao
de v pode ser explicada pera relacao entre x e



Coeficiente de Determinagao

Decomposicao das somas dos quadrados

O coeficiente de determinacdo é uma medida descritiva indicadora da
qualidade do ajustamento da recta estimada. Mostra-se que:

(i-9= 5 (v-%)+ n(%-v)
SST = ssE " soR

n
=il

onde

@ SST corresponde a soma de quadrados total

@ SSE corresponde a soma dos quadrados dos residuos

@ SSR é a soma dos quadrados da regressao |
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Coeficiente de Determinagao

Coeficiente de determinacdo: R?

O coeficiente de determinagdo é, entdo, dado pela expressao:

B2 _ SSR _ variagdo explicada pelo modelo

- SST variacio total
= (Yi-¥)?
o _ssE_q_ 2 (vi-¥%) _

n 32
(Z X,'Y,' = m'(Y)
i=1

(57 -) (52 -7)

n )2
_'): x,-Yffm'cY]
R = . i=1 : - 6’ (Ol l ]
[[ x?—n:’cz)x(): Y‘.z—nYz]
i=1 i=1
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Coeficiente de Determinagao

T WTeapaeTe o Rxloo 7o neprese—n « % e

\/'Mt‘o."ah(\'c.ﬁd& Cﬁ.‘? 7/ KKML'C-(CJQL F-JD wdﬂ—gb
e regressS Lieeon i eples.

'Pf “quwzw s Vol £f e «-cﬁfj&-cﬁo
[ﬁjaovalf—efr\-hu'"x-: co Telien Se ﬂ':S
Ve r—oS CD_C;:CTM\

"P\'z E'E)nf,.n.._cﬂgu - V—oclels 7 ccﬂt’?mccf'a
[_ ﬂ:r\b.acv,c.{rx-e_:w coo Tesian Se ﬂ‘ -:,‘_._,)

Voi—os (L)eTon j
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Coeficiente de Determinagao

@ R? x 100% representa a percentagem de variabilidade total de
Y que é explicada pelo modelo de regressao.

® yi = y;,Vi,< R?> = 1. Todos os pontos est3o sobre a recta, o
modelo de regressao explica toda a variabilidade observada em
y. Modelo 6ptimo!

° 31 :O@BO:J'/@}?,-:?,V,-,@) R? = 0. A recta é
horizontal, o modelo de regressao nao explica nada da
variabilidade observada em y. Modelo péssimo!

@ Em geral, 0 < R? < 1.

@ Observar que a expressdo do coeficiente de determinacdo em
RLS corresponde ao quadrado do coeficiente de correlacao
linear (ry,) que vimos no Cap.1.
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Coeficiente de Determinagao

Extrapolacao: pode ser uma ma ideia!

Extrapolagdo — uso do modelo de regressao para valores fora do dominio
da varidvel explicativa.

My HOBBY: EXTRAPOLATING

Age Vs Height
AG YoU CAN SEE, BY LATE

NEXT MONTH YOU'LL HAVE
mmwﬁum

an‘g“m;: £, rv:ﬁ + -nu; L s .." T ""‘
%@nmm - ot :
J 5]
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Para explorar a relagcdo entre a massa muscular e a idade (no género
feminino) um nutricionista seleccionou aleatoriamente 16 mulheres com
idades compreendidas entre os 40 e os 79 anos. Os resultados observados
encontram-se na tabela seguinte (x representa a idade e y é um indice de
massa muscular):

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

71 64 43 67 56 73 68 56 76 65 45 58 45 53 49 78
82 91 100 68 87 73 78 80 65 84 116 76 97 100 105 77

16 16 16 16
>ox; =967, Y y; = 1379, > x? = 60409, > y? = 121887,

] i=1 i
16
Z: XiVi = 81331.
=il

=l




Admita que o modelo de regress3o linear simples (Y; = 3o + S1x; + €i) é
adequado.

)

b)

Calcule:

) uma estimativa pontual da diferenca entre as massas
musculares médias de mulheres cujas idades diferem de um
ano;
uma estimativa pontual da massa muscular média para as
mulheres de 60 anos;

o valor do residuo para a 8*observacao;
uma estimativa pontual de Var(g;) = o;

o coeficiente de determinacdo e interprete o valor obtido.

O nutricionista pensa que (na gama de idades considerada) a massa
muscular é significativamente influenciada pela idade. Acha que as
observagbes confirmam esta hipotese? Use um nivel de significancia de
5% e indique as hipdteses de trabalho de que necessita para efectuar o
teste.

Calcule o intervalo de confianca a 99% para o valor esperado da massa
muscular para uma mulher de 45 anos. Acha legitimo usar o mesmo
procedimento tratando-se de uma mulher com 20 anos em vez de 457




Modelo de RLS

Resolucao:
Modelo de RLS:
Yi = Bo + Bixi +€i,

onde

Yi: varidvel aleatéria que representa o indice da massa muscular
associada a i-ésima mulher;

xj: varidvel explicativa que representa a idade da i-ésima mulher;
Bo, (B1: parametros;

;. erro aleatdrio associado a i-ésima mulher, verificando:

(i) Elei] =0;

(i) Varlei] = 0%
(iii) Covlei, gl =0,Vi; (i #J);
i=1,2,....16.

v
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Exercicio a) i)
Calculos auxiliares:

z xiyi — nxy = 81331 — 16 x 3 x BB = —2012.3125
1

Z ij — nx? = 60409 — (9672)/16 = 1965.9375
i=1

n
> yjz — ny? = 121887 — (13792)/16 = 3034.4375
i=11

a) Calcule:

i) uma estimativa pontual da diferenca entre as massas
musculares médias de mulheres cujas idades diferem de um
ano;

Como

E[Y|0g +1)] = E[Y]()] = fo + Bulx; + 1) = fo — B = Bu,
entdo uma estimativa dessa diferenca sera

n

5o LV 6103105 10236
L S .2 g2 1965.9375

i=1
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Exercicios a) ii) e iii)

ii) uma estimativa pontual da massa muscular média para as mulheres
de 60 anos;

A estimativa pretendida é
E[Y|x =60] = By + 1 x 60 = 148.05 — 1.0236 x 60 ~ 86.63, pois

)

Bo =y — f1x = 1379/16 + 1.0236 x (967/16) ~ 148.05.

iii) o valor do residuo para a 8*observacio;

Representando §; = E [Y|x;] sabe-se que o oitavo residuo é dado
por eg = yg — yg = 80 — 90.728 ~ —10.7284, ja que
¥ = 148.05 — 1.0236 x 56 = 90.728.
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Exercicios a) iv) e v)

iv) uma estimativa pontual de Var(g;) = 0%

Uma estimativa pontual de Var(g;) =2, Vi, i =1,2,...,16 é
n A\ 2 n
) W -

— 1 (3034.4375) — (—1.0236)° (1965.9375) ~ 69.62

v) o coeficiente de determinac3o e interprete o valor obtido.

O valor para o coeficiente de determinagao é

n 2
2 (gi iy ) (—2012.3125)2

T (Z X?—m?z) (Z y,?—nyz) (1965.0375)(3034.4375) - 0.679.

i=1 i=1

Este valor indica que cerca de 67% da variabilidade deste indice de
massa muscular é explicada pela idade (da mulher).
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Exercicio h)

b) O nutricionista pensa que (na gama de idades considerada) a massa
muscular é significativamente influenciada pela idade. Acha que as
observagdes confirmam esta hipdtese? Use um nivel de significancia
de 5% e indique as hipdteses de trabalho de que necessita para
efetuar o teste.

O que o nutricionista pretende testar pode ser traduzido no seguinte
teste de hipdteses:

Hipoteses: Hy: 1, =0 vs H;: 31 #0

Para se efetuar este teste de hipdteses é necessario considerar a
seguinte hipdtese de trabalho:

ei .~ N(0,0%), Vi, i=1,2,...,16.

Estatistica de teste: T}, =
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Exercicio h)

Valor observado da estatistica de teste:

—1.0236

tobs - T
69.62
1965.9375

Regiao Critica para Ty, ao nivel de significancia a = 0.05 :

RCo.05 = (—00, —c) U (¢, +0), onde ¢ : P(Ty, € RC|Hy) = 0.05. Entdo
o valor de ¢ serd dado por
¢ = Fia (1= %) = Fria(1 — 0.025) = F,1,,(0.975) = 2.145,

~ —b5.44

logo
RCo.05 = (—OO, —2.145) U (2.145, +OO).
Decisao:
Como o valor observado da estatistica de teste, tops = —5.44 € RCy o5,

devemos rejeitar Hy ao nivel de significancia de 5%, ou seja, parece haver
evndencna de que a |dade da mulher mfluencna a sua massa muscular

Slides Professora Conceicdo Amado



Exercicio c)

c) Calcule o intervalo de confianga a 99% para o valor esperado da
massa muscular para uma mulher de 45 anos. Acha legitimo usar o
mesmo procedimento tratando-se de uma mulher com 20 anos em
vez de 457

Pretende-se um intervalo de confianca a 99% para E [Y|x = 45].
Observar que x = 45 € (min(x;), max(x;)).

Variavel aleatoria fulcral:

(Bo = leo) — (Bo + P1x0)

T= ~ t(14),
= 2 ~
% + ﬂ(x o) o7
Zx}?—m‘c2
=

com xg = 45.
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Exercicio c)

Comol—a=0.99 entdo a = 0.0l e

a= Fily (1— %) = Fiky (1 - 0.005) = Fyl,)(0.995) = 2.977.

Como a distribuicdo da t-Student é simétrica vem:

( )

(30 + 51X0) — (Bo + B1x0)

Pl —2977 < <2977 | =0.99

= o \2 R
(% + X=0) 2x°) 2) 52
£ —nx
\ = /
=r ((éo +Bix) - zfm\l (% + ,SL;"L] 87 < (Bo + 1) <

S

< 0 . =2 —

< (Bo + Bixo) +2.977 1y Gox) 52| =099
Ex]—nxz

=
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Exercicio c)

Obtendo-se entdo o intervalo aleatério:

3 1A 1 X —xp)? R
IACo9% (Bo + B1xo) = (Bo -~ ﬁlxo) +2.977 ~+ ”(2—0) 52
> x? — nx?

i=1

Concretizacdo: O intervalo de confianca, a 99% de confianca é dado
por:

!ng% (,30 + ,Bl X 45) =

2

1, (-4
143.05 — 1.02 45) + 2. —_t .62
(148.05 0236 x 45) 977 (l6+ 1065.9375 69.6

— (91.34,112.63)

Para x = 20 anos n3o é correto utilizar o mesmo procedimento pois este

valor ndo pertence ao (min(x;), max(x;)). Qualquer extrapolagdo para

valores que n3o fizeram parte do ajuste do modelo serd um abuso.
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