ISEG — Lisbon School of Economics and Management
ESTATISTICA II
12 Semestre 2023/2024
Exame — EN (Topicos de Resolugao)
27 de Maio de 2024 LISBOA

_ UNIVERSIDADE
Duracao: 2 horas DE LISBOA

Nome:

Questao 4 | 12| 13| 4] | [5| | Total

Pontuacao | 20 | 35 | 30 | 40 | 75 | 200

e Justifique todas as suas respostas. Devera apresentar todas as formulas utilizadas, assim como os respetivos
célculos auxiliares;

e Use 3 folhas separadas de teste: para as perguntas i) 1-2, ii) 3-4, e iii) 5. Escreva o seu nome e nimero
de aluno em todas as folhas do exame que vai entregar.

e Organize as suas respostas. Respostas espalhadas e rasuradas na folha de teste, receberao pouco crédito;

e E permitida a utilizagao do formuldrio da disciplina (sem qualquer anotagdo), das tabelas estatisticas e
de uma calculadora cientifica. Considere sempre um nivel de significAncia de 5%, a nao ser que outro
nivel de significancia esteja especificado.

e Verdadeiro ou Falso: resposta certa vale 2 pontos; resposta errada vale —1 ponto; auséncia de resposta
ou resposta dubia vale 0 pontos.

VERDADEIRO OU FALSO

(20) 1. Das afirmagoes seguintes, assinale com uma cruz (X) as que sao verdadeiras e as que sao falsas.
Vv

1 Um estimador é uma variavel aleatoria, fungao da amostra (T(X, ..., X,)), e uma estimativa é X
um valor concreto assumido pelo estimador para uma dada amostra (T'(z1, ..., x,)).

2 | A funcao de verosimilhanca é uma funcao em 6, fixada a amostra. X

3 O erro de 12 espécie consiste em rejeitar Hy, quando Hy é verdadeira, enquanto que o erro de 22
espécie consiste em rejeitar Hy, quando H é falsa.

A Um intervalo aleatério (IA) cobre o parametro 6 com determinada probabilidade, enquanto que X
um intervalo de confianca é uma concretizacao deste IA para uma determinada amostra.
O valor-p, tambem chamado nivel de significancia associado a estatistica teste observada, é a

5 | probabilidade de obter um valor tao ou mais extremo/desfavordavel para a hipdtese nula do que o | X
observado para uma amostra obtida.

6 Considere o modelo y; = (o + B1x1; + PBoxe; + u;, em que a correlacdo entre x; e x5 é igual a 0.95.
Nesse caso, o modelo sofre de colinearidade perfeita.

7 Considere o modelo y; = By + B1x1; + Poxo; + u;, com [y > 0. Suponha que, em alternativa, foi X
estimado o modelo y; = &y + d121; + ¢;. No segundo caso o R? é menor.

3 Sob as hipdteses do teorema de Gauss-Markov, é possivel encontrar outro estimador com variancia X
mais baixa que o estimador OLS.

9 Considere o modelo y; = By + [Bi1x1; + PBoxo; + u;. Se se rejeitarem as hipdteses Hy : f1 = 0 e
Hy : By = 0, entao de certeza que se rejeita Hy : 51 = 2 = 0.

10 Nao é possivel utilizar o método OLS para estimar directamente o modelo y; = X
exp (Bo + Buwi) exp (u;).

V.S.F.F.
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RESPOSTA ABERTA

2. Seja X uma varidvel aleatdria discreta com funcao de probabilidade dada por:

fx(al0) = {0‘5 Y

(x =0,0u 1)
0

(x =2,0u 3),
onde ¢ é um parametro desconhecido que verifica 0 < 6 < 0.5.
(5)

(a) Verifique que E(X) =3 xf(z|) = 5 + 46
RESPOSTA:

3

E(X) :;xfx(xw) =0 (%—9) +1 (1

1 1
5—9)+2e+39:§—9+59=—+49

(b) Obtenha um estimador para € usando o método dos momentos.
RESPOSTA:

(10)

EX)=X & - +40 =

DO | =
|

&
— 1 X —
S40=X —- 0=

N[

W

Conclusao: O estimador obtido pelo método dos momentos é:

X —
: (1)
(¢) O estimador obtido na alinea anterior é centrado? E é consistente?
RESPOSTA:

E(@IE(Y;%):E(Y)_% B =5 _

— _ By
4 4 4
O estimador 8 é centrado.

- X -1 o 2
Var(Q)zVar( 1 2) :%Var(X): L ox

lim E(0) = lim 0 =46
n—oo

n—oo

N |

Sy

(10)

1 1 1
3 _3t40—3

2 2
lim Var(f) = lim ( ! UX)
n—oo

1
— %X hm (=) =0

16 n

O estimador € é consisténte.

Exame — EN (Topicos de Resolucao)
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(5) (d) Observou-se a seguinte amostra casual da varidvel aleatéria X : (0,1,2,3,1,0). Obtenha
uma estimativa para 6.
RESPOSTA:
- 0+1+2+3+140 7
B 6 -6
A estimativa é:
ézf_%:%_%zl 2)
4 4 6
(5) (e) Obtenha a expressao da fungao de verosimilhanca para a amostra apresentada na alinea
anterior. Nao estime o parametro.
RESPOSTA:
6
L(0) :fo(wife) = [x(010) fx(1]0) fx(210) fx(3|0) fx(1|0) fx(0]0) =

1

05-6)" 6> (0<6<0.5)

—~~

3. Uma universidade esta a considerar implementar um novo método de ensino, na disciplina de
Estatistica. O objectivo é considerar se o novo método resulta num melhoramento significativo
das avaliagoes dos estudantes. Para isso, sao escolhidas duas amostras casuais de alunos, com
os seguintes resultados do exame (avaliado de 0 a 200):

Amostra A — Avaliagao dos estudantes com o método tradicional:
n=23571=152s =55.

Amostra B — Avaliacao dos estudantes com o novo método:
n=43,7 = 163,s = 57.

(20) (a) Teste a hipdtese de que o novo método permite obter melhores resultados, em média, em
relacao ao método tradicional, para uma dimensao de 5%. Justifique a sua resposta com
recurso a regiao de rejeigao.

RESPOSTA: o =5% Hy: up — pta <0 vs Hy : pigp — g >0

K — Xa— (g — pia) s
vr.r = XemXaz e —pa) g g

(%_i_ﬁ)l/z

np na

RR={T:T > qs%}, com g5y = 1,645

Lhe = 103 =152 -0 8643 = 0.86
(22 @)1/2
43 35

Como T, < @59, nao rejeitamos Hy para o = 5%

(10) (b) Para o mesmo teste da alinea anterior, calcule o valor-p. A conclusao mantém-se? Porqué?
RESPOSTA: valor-p = P(N(0,1) > 0.86) ~ 1 — 08051 = 0.1949 Como o valor-p > 5%,
nao rejeitamos Hy para a = 5%. A conclusao mantém-se pois valor-p < a < T, € RR.
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Exame — EN (Topicos de Resolucao)

(40) 4. Um pizzaiolo afirma que os seus clientes apreciam igualmente todas as pizzas vendidas no seu
restaurante. Para que fosse possivel testar esta teoria, registaram-se as quantidades vendidas
dos varios tipos de pizza durante uma semana, tendo-se obtido os seguintes resultados:

Pizza

Margarita

Marinara

Diavola

Quatro Queijos

Cogumelos

Unidades vendidas

200

150

220

235

195

Com base num teste estatistico adequado e considerando uma dimensao de 0.05, concorda
com a afirmagao do pizzaiolo?

RESPOSTA: n =1000; j = 1,2,3,4,5 (tipos de pizza) Hy : V;Py; = % vs Hy : 3, Fy; # %

fe;

)’ a

5
VF:Q:Z—(Nj_ 2
7=1

X*(4)

RR={Q:Q > g¢s%}, com g5y, = 9,488 V, fe; = 200, portanto,

(200 —

Qobs =

200)2 (150 — 200)>
+ +

200

200

Como Qs € RR, rejeitamos Hy para a = 5%.

195 — 200)?
N )

200

~ 20,75

V.S.F.F.
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5. Considere o seguinte modelo para estudar o nivel de poupanca dos cidadaos portugueses, no

ano de 2023:
log (poup;) = By + B11og (sal;) + Pa dep; + Ps esc; + u; (3)

onde poup corresponde ao montante poupado pelo individuo ¢, sal corresponde ao saldrio do
individuo i, dep corresponde ao nimero de dependentes do individuo i e esc corresponde ao
nimero de anos de escolaridade do individuo i. Notar que a func¢ao log(-) corresponde ao
logaritmo natural (base e). Assuma que o erro, u, tem média nula.

Com base numa amostra aleatéria de dimensao n = 101 e com recurso ao método dos Minimos
Quadrados Ordinérios (OLS), foram obtidas as seguintes estimativas (com os erros-padrao
dentro de paréntesis).

—

1 ;) = —3.115 + 1.7211 [;) —0.101 dep; — 0.006 esc;
0 (poupi) (0.331) + (0.176) og (sali) (0.057) p (0.026) ese (4)

R*=10.569, SSR =41.787

(a) Interprete as estimativas para f; e para [,.
RESPOSTA:
° Blz estima-se que um aumento de 1% no saldrio provoque um aumento médio de
1.721% na poupanca, ceteris paribus;

° Bgz estima-se que um aumento de uma unidade no nimero de dependentes (ter mais
um filho) provoque uma redugdo média de 10.1% na poupanca, ceteris paribus.

(b) Teste a significancia individual das variaveis log(sal) e dep, ao nivel de significancia
a = 0.01. [Nota: se ndo encontrar o valor certo nas tabelas estatisticas, utilizar o valor
mais préximol

RESPOSTA:

e Hipoteses em teste:

o Estatistica de teste:

= — ~t(n—k—1)
se (@)
VVj = {t] It]’ < —ta/z\/tj > ta/g}

com tq9 : P (t > ta/g) =a/2

e Neste caso teremos:

e Regiao de Rejeicao:

1.721 —0.101
t obs — T=n . t obs —
hob 9T haoks = Goe7

~ 1.772
0.176 [

Para n = 101, k = 3 e o = 1% teremos tg g5 (97) = 2.627 (valor critico exato) ou
2.626 < 005 (97) < 2.632 (das tabelas estatisticas). Assim, como 1 s € Wi ou
|[t1.00s] > to.00s, rejeitamos Hy : B = 0, logo a varidvel log(sal) ¢é estatisticamente
significativa ao nivel de 1%. Por outro lado, como t3 s & Wa ou [t os| < t0.005, NAO

rejeitamos Hy : 1 = 0, logo a varidvel dep nao é estatisticamente significativa ao
nivel de 1%.
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(15) (c) Considere a hipdtese Hy : f3 = —[ contra a alternativa bilateral. Como testaria esta
hipétese, reparametrizando o modelo definido acima? Identifique a estatistica de teste e
a respetiva distribuicao.

RESPOSTA:

e Pretende-se testar as hipoteses:
Hy: B3 = =, N Ho: 035+ B2=0 - Hy:0=0
Hy : B3 # = Hy: B3+ 2 #0 Hy:0#0

com 0 = B3 + Ps.
o Estatistica de teste:

po et 0 ~tn—k—1)

se <Bg + 52> se (é)

e Por forma a obter-se diretamente se (9), poderda recorrer-se a estimacao de uma

equacao auxiliar de teste, que consiste numa reparametrizacao do modelo original.
Assim, sabendo que 0 = 85 + By < 3 = 0 — (55, e impondo esta restricao no modelo
original, teriamos:

log (poup;) = Bo + p1 log (sal;) + B2 dep; + B3 esc; + u;
= B0 + B log (sal;) + B2 dep; + (0 — Ba) esc; + u;
= Bo + 1 log (sal;) + Bo dep; + 0 esc; — Pa esc; + u;
= Bo + p1 log (sal;) + Ba (dep; — esc;) + O esc; + w;
A estimagao OLS da regressao de log (poup) sobre log (sal), dep — esc (o regressor
transformado) e esc, permitiria obter diretamente a estimativa para 6 e o respetivo

w0 (9).

(15) (d) Foi adicionado o termo quadrético, esc
estimada é a seguinte:

2 ao modelo da equacao . A nova equacao

—

log (poup;) = —4.020 + 1.7641og (sal;) — 0.100dep; — 0.135esc; + 0.0056esc?
(0.975)  (0.181) (0.057) (0.145) (0.0057) (5)

R*=0.573, SSR =41.368

Deduza o efeito parcial da escolaridade sobre a log(poupanga). A partir de que nivel de
escolaridade muda o sinal deste efeito?

RESPOSTA:

e Efeito parcial:

1 9108 (por
08 (POUP) _ 5 1 05,050 — 2108 WPOUP) 135 0 0112 ese,
O esc desc

e Ponto de viragem do efeito parcial:

—0.135+0.0112esc* = 0 < 0.0112esc* = 0.135
0.135
0.0112

Sesct = & esc” =~ 12.054 anos
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(15) (e) Explique, de forma sucinta, como procederia para testar, no modelo da equagdo [, a
hipétese de que a escolaridade nao tem qualquer efeito sobre a poupanca. Apresente as
hipdteses em teste, a estatistica de teste e a respetiva distribuicao. Obtenha ainda, se
possivel, o valor critico associado a este teste.

RESPOSTA:
e Hipoteses em teste:
Hy: 03 =0,=0
H1 . Hjlﬁj %0,]23,4

o Fstatistica de teste:

. SSRR—SSRUR % n—k—1
N SSRUR q

ou
2 2
— —k—1
F:RUR ZRRXn k ~ F(g,n—k—-1)
e Regiao de Rejeicao:
W=A{f:f>fa}

com fo:P(F > f,) =aParan=101, k=4, ¢=2e a = 5% teremos fy o5 (2,96) =
3.09 (valor critico exato) ou 3.07 < fp05(2,96) < 3.15 (das tabelas estatisticas). Se
fors € W ou fors > fo.0s5, rejeitamos Hy, logo existiria evidéncia estatistica que a
varidvel escolaridade tem efeito sobre a poupanca, ao nivel de 5%, caso contrario,
nao rejeitamos Hy.

Fim



