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Testes de Hipoteses para s, - 1,

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
(Amostras Emparelhadas)



Hipoteses do Teste de Hipoteses para p, - b,
(Amostras Emparelhadas)

Considere-se agora o caso em que as duas amostras formam um par de observagdes (X;;; X5;), i =1,..,n,
ou seja, trata-se de uma amostra emparelhada. Os pares de observagdes sdo independentes e retirados de
populagdes Normais, com médias i, e p, e desvios padrdo o, e g,, respectivamente. Neste caso, para testar

aigualdade entre as médias populacionais, as hipéteses a formular sdo:

T. bilateral T. unilateral direito T. unilateral esquerdo
Hipodteses a testar:
Hotpy 2 pup vs Hytpy <y

S Hy:pty —p; 2 0ws

Hipbteses a testar:
Hotpy S pp vs Hytpy > iy
S Hypy —; <0vs

Hipoteses a testar:
Ho: py = pia vs Hyt g # iy

= Hy: iy —; =0vws
Hytpg —pz #0 Hytpg —pz >0 Hyvpg —pz <0
Para realizar o teste pretendido calcular:
= Di=X;—Xy i=1,..m
n n 2
. 5=y1_)—(2=ZE_ Xu N0
i=1 n i=1 T =1 1L
. s2o i (D; — D)? Ou seja, estd-se perante um teste de hipéteses para a média no caso em que a populagdo segue uma
b= L on-1 ’ distribuicdo Normal da qual se desconhece a sua varidncia. Esta situacdo ja foi descrita nos capitulos
anteriores (sec¢do 8.3.2).

Desta forma, as hipdteses a testar podem escritas da seguinte forma:

Hipdteses a testar:
Hy:up 2 0vsHyipp <0

Hipdteses a testar:
Hy:pp <0vsHy:ipp >0

Hipdteses a testar:
Hoy:pup =0ws Hy:up #0



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Um professor de estatistica seleccionou aleatoriamente um grupo de 10 alunos, aprovados na disciplina pelo
regime de frequéncias, tendo registado as suas notas nas frequéncias:

Aluno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 freq. 10 11 9 10 18 15 16 13 11 10
22 freq. 9 12 12 12 18 14 18 12 13 10

Ao nivel de significancia de 5% pode afirmar que as notas médias dos alunos na 12 frequéncia sdo superiores
as obtidas na 22 frequéncia? Assuma a Normalidade das notas.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: Teste de Hipoteses para p, - p,
(Amostras Emparelhadas)

Sejam:
= X, av.a.que representa a nota do aluno na 12 frequéncia,
= X, av.a.que representa a nota do aluno na 22 frequéncia,
comX; ~N(uy =7;0,=?)eX, ~N(uy =7?; 0, =7).

Hipoteses:
10 > 2

Ho:py < pp v$.Hy: py > i
S Hp:ipy —py SO0vs. Hytpg —pp >0
como as amostras sdo emparelhadas
© Hy:pp < 0vs.Hy: up > 0 (teste unilateral direito).

Estatistica de teste:

200 D—
Estatistica de Teste: T = SD# %ty

Vn

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio: Teste de Hipoteses para p, - p,
(Amostras Emparelhadas)

Aluno (i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
12 freq. (x4;) 10 11 9 10 18 15 16 13 11 10
22 freq. (x5;) 9 12 12 12 18 14 18 12 13 10
di = Xq; — X3i 1 -1 -3 -2 0 1 -2 1 -2 0

n=10; d=-0,7 e sz = 1,4944.
—-0,7-0
tobs =~ 2944

V10
Pelatabela t,,—1.1-¢ = tg. 0,95 = 1,833. Logo, R.A.:]—o0; 1,833[ e R.R.:[1,833; +oo|.

= —1,481.

Como t,ps € R. A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, ndo existe evidéncia estatistica
de que as notas médias obtidas pelos alunos na 12 frequéncia sejam superiores as da 22 frequéncia.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

36. Levou-se a efeito um estudo de uma amostra casual de 25 familias com o objectivo
de determinar qual a reaccdo dos consumidores a uma série de medidas inseridas nu-
ma campanha de poupanca energética. Foram noticiados e praticados descontos para
certos niveis de redugdo dos consumos. Observaram-se os consumos energéticos das

familias seleccionadas durante dois meses, um antes e outro depois da campanha,
X, e X, respectivamente, e calculou-se a partir dos registos, para cada familia, a
diferenca dos consumos (D = X, — X, ) tendo-se obtido uma diferenga média de 0.2
kWh e um desvio padrio corrigido (s;,) de 1 kWh. Suponha que a quantidade de
energia consumida mensalmente por uma familia segue uma distribuicao normal.

a) Com dimensdo de 0.05, que se pode afirmar sobre o éxito da campanha?

b) Se os valores reportados, diferenca média de 0.2 kWh e desvio padrao corrigido
(s;}) de 1 kWh, se referissem a uma amostra de 225 familias, que pode afirmar
sobre o éxito da campanha? Comente.




Exercicio 36 a)
X, = Gorrame Inongites di uma Wa(m\iioda ﬂam.,'@wgﬂ)/%n KW A

X, = “” "’ “ Y % ( d_w " ” ) z
D=X,~-X, = co cormpume e Ama (omts vs dofexs)
2 D,uxﬂum mo (,a(.: e M

Xy~ N, )
lev!\!(,u_l,ﬁf)
D N (s kel ) = W, 75

Aorba caruct m = 25 M

(Xie, Xy, ), 4= 12,, 45 amerba careal xnfrarelbhada
de m =28 M

D=X-X d = 02 A=A



Exercicio 36 a)

) Eondonbo Mim Aucire se fag> fuy =) ,(,4—,>u1>o =
Mo 7O

H, :}/‘1'}/‘;_40 43 Hy /‘Jl4'/1,1>0 ( & =0.05)
(ou Hyt Mp<0) ws Hit bp > 0)

T = -'B“ (/"'""/""') :1_5"/‘41: N (m-1)
Sl/lr; S'DIW

b He T = — D~
Sy /im




Exercicio 36 h)

,P,) Mol care | peb H°} Briomas T~ Et(aay )|

J

foby = 0.2 =3
4/\22%

Wr 2{*&»" Kby 7 T ga4 0.03"} =

= { Eoby: Aok > 4.96}

/tslv-\ =4 WT' /29%0 J'l@a;@'ia" AL Ho .

Comentdrio: A dimensdo do teste estd fixa em 0.05 mas a poténcia do
teste aumenta quando se aumenta o tamanho da amostra. Quanto
maior for a poténcia do teste mais provavel é que se rejeite Ho (se a
dimensdo do teste estwer fixa). Qualquer desvio em relagao ao valor




Testes de Hipoteses para o2

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
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Teste de Hipoteses para ¢2: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Diferenca de médias

f1 _/?2 (4 — 1)

1 1

_ 8'2
» ~ N(0,1 2 -1
Média o_/\/— ) S/J_ n=1)
(X'_XZ)_(M_#Z)NN({)J) Z:(Xl_Xz)_(‘u'_’uz)ig(y)
oi Lo S¢Sy
m n m n

onde V ¢ o maior inteiro contido em r,

T= m_n ~t(m+n-2) "= Ty (o
(m-1)S\* +(n—-1)S}? s, 2
m+n—2 m—=1\ m n=1{ n
$* _(n-ns”?
Variancia o2 = —~x (n=1)
S o;
Relacdo de variancias F—z”F(’"—l"—l)
2

Variancia corrigida
1 n

-X)




Exercicio:

Considere-se uma amostra de dimensao n =9 e variancia s? = 100.
Realize um Teste de Hipdteses para testar se o desvio padrdo
populacional é superior a 4 para o nivel de significancia a = 1%.




Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

X e i, c*) e 9 Nz Loo

s%0 © . -
§este ot G= 4 A
Q"ssqi ”'t“ T>Y

Slides Professora Claudia Nunes



Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

-8,
o2 Xin-1)
| = = Gx 2 ){"
S
v. Mol 4 %Q v Ay GZ}&@
Q;‘}Sol 25T. TeSie To: g $2%
16
\f&-?-.:h %W'ﬂiﬂ 6‘0; g’,(f_ 200 = so

Slides Professora Claudia Nunes



Exercicio: Teste de Hipoteses para o2

Decisao (pela regiao de rejeicao):

ool Regido de rejeicao RR =[20,09; +oo[

0.99

Decisao:

Rejeita-se HO para a = 1%.

Existe evidéncia estatistica para afirmar
que o desvio padrdo populacional é
superior a 4 para a = 1%.

Slides Professora Claudia Nunes



Calculo dos Quantis da Distribuig¢

20 Qui-Quadrado

de Probabilidade 1-« e com n-1g.l."s

Nivel de confianca (1-a=0,99)

Nivel de significancia (a=0,01)

Areatotal éigualal

O nivel de significancia é a. = 0,01

Logo, pretende-se calcular o quantil da distribuigéo
Qui-Quadrado de probabilidade 1-a = 0,99
%%0,00:8 = 20,09 (ver tabela)

2ie i P(X>zic)=¢6)

04

03

0.z

0.1

=
=]

995 990 975 950 900 050 025 010 {005 001
n
1 000 000 2001 004 016 102 455 1323 2706 3841 5024 6635 7879 10827
2 010 020 051 103 211 575 1386 2773 4605 5991 7378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1213 2366 4108 6.251 7815 9348 11345 12838 16266
4 207 297 484 T 1064 1923 3357 5385 7779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1145 1610 2675 4351 6.626 9236 11070 12832 15086 16750 20515
6 676 872 1237 1635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 185 457
7 989 1239 1690 2167 2833 4255 6346 9037 12017 14067 16013 L8 0278 24321
1.344 1647 2,180 2733 3490 5071 7344 10219 13362 15507 17.535 @ 21955 26.124
9 1.735 2088 2700 3325 4168 5899 8343 11389 14684 16919 19.023 23.589 27.877
10 20483 23209 25188 29588




Calculo do Valor-p quando a Estatistica de

Teste tem Distribuicao Qui-Quadrado

Decisao (pelo valor-p):

valor-p = P(X2=50) ~ P(X?=26,124) = 0,001
(ver a tabela)

Area total é igual a 1

Decisao:
Rejeita-se HO para a = 1%,
pois valor-p ~ 0,001 <0,01.

04
I

P(X2< 5 )/ 0,999

Existe evidéncia estatistica
para afirmar que o desvio
padrdo populacional é
superior a4 paraa = 1%.

|

Valor-p = P(X2 2 50) ~ 0,001

3325 4168 5899 8343 11389 14.684

3940 4865 6737 9342 12549 15987

2 2 -
Zn,a'P(X';‘ZmS):g} o
995 990 975 950 ) . . 100 050 025 010 005 001
n
1 .000 000 001 _004 0l6 102 455 1323 2.706 3841 5024 6.635 7879 10827
2 010 020 051 .103 211 575 1.386 2773 4.605 5.991 7.378 9210 10597 13815
3 072 115 216 352 584 1.213 2.366 4.108 6.251 7.815 9348 11345 12838 16266
4 207 297 484 11 1.064 1.923 3357 5385 7.779 9488 11.143 13277 14860 18466
5 412 554 831 1.145 1.610 2675 4351 6.626 9236 11.070 12832 15086 16750 20515
6 676 872 1237 1.635 2204 3455 5348 7841 10645 12592 14449 16812 18548 22457
7 989 1.239 1.690 2.167 2.833 4255 6.346 9.037 12.017 14067 16.013 18475 20278
1.344 1.647 2.180 2733 3.490 5071 7344 10219 13362 15507 17.535 20,090 21955 @
4 !
10




Testes de Hipoteses para 6,2/ c,?

Hipoteses, Estatistica de Teste e Decisao
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Teste de Hipoteses para ¢,2/6,%: Formulario

e POPULACOES NORMAIS

Variancia corrigida

2
Sy o

— 1 & _
A ~ N(0,1) ~t(n 1) 2 - Y (Xi-X)?
M
édia 0'/\}"_ /J_ S n_lg[ i-X)
X -X,)- - Y. )— - a
(X, 22) (JU; ) _ N(O,l) 7= (Xl Xzz) (a”lz i) ~1(v)
o o1 50,5
Diferenca de médias m_n m n
o onde V ¢ o maior inteiro contido em r,
— — — 2
X, X, —(uy, —uy) £+£
.1 m  n
T= m_n ~tm+n-2) | ° 22 N2
12 12 1 5 1 5,
(m=-DS"+(n-1S; S et S 22
m=1| m n=1{ n
m+n-2
S _(m-1ns”
Variéncia o = ;T ~x n=1)
S? o]
Relagdo de varidncias __2”“F (m—1,n-1)




Teste de Hipoteses para 6,2/ c,?

Considere que duas populagées Normais, com médias u, e u, e desvios padrao o, e g,, das quais se extrairam
aleatoriamente duas amostras independentes com dimensdo n; e n,, respectivamente. Pretende-se realizar

um teste de hipéteses para comparar as varidncias populacionais o e 67, i. e., para o quociente de variadncias
(07 /0%). A estatistica de teste a utilizar é:

St (03
F==|=%) ~F-1n-1
at),

onde (02 /0?), representa o valor que se assume para (0Z/0?) em H,.

=52




Teste de Hipoteses para 6,2/ c,?

Nesta seccdo considera-se apenas a situagdo em que (62 /02)y = 1, 0 que equivale a comparar a igualdade
das variancias populacionais.

T. bilateral T. unilateral direito T. unilateral esquerdo
Hipoteses a testar: Hipoteses a testar: Hipoteses a testar:
Hy:02 =c?vsHy:o? # 02 & Hy:of < g¢ vs:of > 0f & Hy:02zo0lvsHi:ol <ol &
2 2 2 2 2 2
o T fes Iz o of
Hy:—5 =1vsHy:—#1 Hy: =5 <1vsHy:—5>1 Hy:— > 1vsHy: 5 <1
) %) ) ) ) 03
Regides criticas: Regides criticas: Regides criticas:

F
0 Fn,-tn,-tg et e

R.R. RA RR.

ElFf'.-l:n,-l:ul

RR. RA o



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Nos primeiros 6 meses de vida dois grupos aleatdrios de criangas seguiram esquemas de alimentagao
diferentes: o grupo 1 seguiu o esquema A e o grupo 2 seguiu o esquema B. No quadro seguinte apresentam-
se 0s ganhos em peso, em kg, dessas criangas.

Grupo 1 2,7 3,2 3,6 4,1 2,7 3,2 4,5 3,6 2,7

Grupo 2 4,1 4,5 3,6 2,7 3,6 3,2 4,1

Sabe-se que as criangas dos dois grupos tinham, ao nascer, aproximadamente pesos iguais.
Admita que as distribui¢des dos pesos seguem a distribuicdo Normal.
a) Com base num teste de hipéteses, ao nivel de significancia de 5%, pode concluir que a variabilidade
é igual nos dois grupos?
b) Sem efectuar cdlculos diga, justificando, qual a decisdo que tomava no dmbito da alinea b), se
considerasse um nivel de significancia de 1%?
c) Para o teste da alinea a) calcule o respectivo valor p e interprete.



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a)

Sejam:

= X, av.a.querepresenta o ganho em peso, em kg, das crian¢as alimentadas segundo o esquema A,
= X, av.a. que representa o ganho em peso, em kg, das criangas alimentadas segundo o esquema B,

ComX; ~N(u =?;0,=?)eX, ~N(u, =?;0, =7).

n]_ - 9,

X, =3,3667 e sf=04150,
ny, = 7,

X, =3,6857 e sZ=0,3714.
a) a = 5%, 0f =0i?

Hy: 0'12 = 0'22 vs Hy: a‘f + 0‘%
2

2

o
Hy: —12 =1lws Hy: —12 # 1 (teste bilateral).
03 03



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio (a)

Estatistica de teste:

St (o3
F 52\ g2 ~ Foy—15m,-1=86-
2 1/

_oA1s0
fobs = 53774 ¢ 1 = L1173.

1
Pela tabela, fm—l: nz—l:% = fB: 6;025 = f&; 8:0.975 = 4,65 =0215e fnl—l: nz—1; 1—% = fB; 6;0,975 — 5,6.

Logo, R.A.: 10,215; 5,6[ e R.R.:[0; 0,215] U [5,6; +oo|

Como fyps € R.A. ndo rejeitar Hy. Portanto, ao nivel de significdncia de 5%, ndo existe evidéncia
estatistica de que a variabilidade nos pesos seja significativamente diferente nos dois grupos.

uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicios (b) e (c)

b) Se @ = 1% a decisdo tomada no teste anterior era a mesma, ou seja, ndo rejeitar Hy. Esta situagdo é
originada pelo facto de quando se diminui o nivel de significancia também se diminui a R.R. e
consequentemente a R. A. aumenta. Portanto, se quando o.=5% f,;s esta na R. A. entdo o = 1% a situacao
mantém-se.

c) valorp = 2 x min{P(F < fops); P(F = fops)}
=2 x min{P(F < 1,1173); P(F > 1,1173)}
= 2 x min{0,5409; 0,4591}
=2x%0,4591 = 0,9181.

A hipotese Hy: of = g% é rejeitada para niveis de significancia superiores ou iguais a 91,81%, indicando
que ndo existe evidéncia de que as variancias sejam diferentes.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

34. Dois programas de alimentacdo de gado bovino sdo comparados. A varidvel aleat6-
ria X representa o aumento de peso (em kg) de um animal alimentado segundo o

programa 1, durante um més, enquanto Y traduz o aumento de peso (em kg) de um
animal alimentado segundo o programa 2, durante igual periodo de tempo. Sabe-se
que X ~ N(u,,07) e Y ~ N(i,,07), e que as varidveis sdo independentes.

Um grupo de 8 animais foi submetido ao primeiro programa durante um més, tendo-
-se obtido

Yo x =416e Y x7 =21807.

Outro grupo de 10 animais foi submetido ao segundo programa durante um més,
tendo-se obtido

Yy, =d68e Yy =22172.

a) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre as varidncias.

b) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo varidncias
iguais.

c) Teste, ao nivel de 0.05, a igualdade entre os valores médios supondo variancias
diferentes.

d) Qual dos procedimentos adoptados nas alineas anteriores, para testar a igualdade

de médias, lhe parece mais adequado?



Obrigada!

Questoes?

¢ o)
T Ve ST e RSV
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